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Prendiamo il solito tensore del campo e.m. (metrica -,+,+,+,
e inoltre               ):

e il tensore duale:

 
Fab =

1
2
ε abcdFcd

possiamo allora costruire i seguenti invarianti: 
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ab = −E·B

Le richieste di Lorentz e gauge invarianza, e la richiesta
che le equazioni contengano al più le derivate prime dei
campi implicano che la Lagrangiana del campo e.m. debba
essere proporzionale a F

 
L = -F =

1
2
E2 − B2( )

G viene eliminato anche dalla richiesta che la teoria sia 
P-invariante, e quindi non ci possono essere potenze 
dispari di G



Ci si aspetta che una teoria quantistica non sia lineare, 

quindi eliminiamo la richiesta di linearità. 

Per ridurre il numero di invarianti supponiamo che i campi

non siano troppo velocemente variabili, quindi continuiamo

ad ignorare le derivate 

∂cFab ≈ 0



Si può dimostrare facilmente che valgono le relazioni

  FabF
cb − Fab F

cb = 2Fδa
c

  Fab F
cb = G δa

c

Utilizzando queste formule si può quindi dimostrare che
gli invarianti di terzo ordine si annullano e quindi le prime
correzioni vengono dagli invarianti di quarto ordine, che
sono  

 FG F
2

 G
2

ma l’ultimo termine viene eliminato dalla richiesta di parità 
della teoria



La Lagrangiana più generale che rispetta le invarianze
Lorentz, di gauge e la parità, e contiene termini fino al 
quarto ordine nei campi è 

 L = -F + c1F
2 + c2G

2

e il risultato del calcolo QED è

c1 =
8α 2

45m4 ; c2 =
14α 2

45m4





Conseguenze della Lagrangiana modificata

εij ≈ δ ij + c1 E2 − B2( )δ ij + 2c2BiBj

εij ≈ δ ij +
4α 2

45m4 2 E2 − B2( )δ ij + 7BiBj⎡⎣ ⎤⎦ (QED)

µij ≈ δ ij − c1 E2 − B2( )δ ij + 2c2EiEj

µij ≈ δ ij +
4α 2

45m4 2 B2 − E2( )δ ij + 7EiEj⎡⎣ ⎤⎦ (QED)

ci aspettiamo quindi modifiche in molte configurazioni di
campo e anche alterazioni della velocità della luce



Birifrangenza elettromagnetica

Fab → Fab + fab

  

F →
1
4
Fab + fab( ) Fab + f ab( ) ≈ 14 FabF

ab +
1
2
Fab f

ab
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∂a f
ab = 0inoltre, assumendo che sia                al primo ordine, 

si trova che ci sono due modi di propagazione 
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Velocità dei due modi di propagazione

in particolare, se il campo elettrico è nullo

v1 ≈ 1− c1B⊥
2

v2 ≈ 1− c2B⊥
2

Δn = Δv
c

= c2 − c1( )B⊥
2

=
2α 2

15m4 B⊥
2 (QED)



Photon splitting

il primo diagramma che contribuisce ha n=1, (esagono)



Baier & al., PRL 77 (1996) 1691
 
H0 =

m2c2

e
≈ 4.41·109T



Un’importante alternativa al calcolo QED: 
la Lagrangiana di Born e Infeld

La motivazione iniziale per l’introduzione di questa 
Lagrangiana consisteva nel rendere realizzabile un’idea di 
Mie per eliminare la singolarità di campo di una carica 
puntiforme

 
Lmech. =

1
2
mv2 → mc2 1− 1− v2 c2( ) = b2 1− 1− mv2 b2( )

 
LEM =

1
2
E2 − B2( )→ LBI

(1) = b2 1− 1− E2 − B2( ) b2( )



 
LBI
(1) = b2 1− 1+ FabF

ab 2b2( ) = b2 1− 1+ 2F b2( )

 

LBI = b
2 1− −det ηab + Fab b( )( )

= b2 −det ηab( ) − −det ηab + Fab b( )( )
= b2 1− 1+ 2F b2 − G 2 b4( )
= b2 1− 1+ B2 − E2( ) b2 − E·B( )2 b4( )

Born e Infeld avevano stimato b ≈ 1012 T
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La Lagrangiana di Born e Infeld non coincide 

con quella del calcolo perturbativo QED 



Esperimenti a bassa energia
(luce visibile o IR)



Δn = 2α 2

15m4 B⊥
2abbiamo visto prima che 

se si introduce il campo critico 
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si può scrivere: 
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e quindi, con un campo di circa 6T, Δn ≈ 1.7·10−22



Δϕ = kLΔn = 2π
λ
LΔn

come si può osservare una differenza di indice di 

rifrazione così ridotta? 

allora, con L≈105m, λ≈1µm, si trova Δϕ ≈ 10−10 radianti

fattore di amplificazione 
della cavità ≈ 105







con una sensibilità σϕ ≈ 10−7 radianti
Hz

si raggiunge un rapporto S/N ≈ 1 in circa 10 giorni

In PVLAS la durata massima di un run è di circa tre

ore, e in questo caso il rapporto segnale rumore 

(di origine puramente statistica) è ≈ 0.1



Test con una sorgente intensa
di raggi X

Δϕ = kLΔn = 2π
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LΔn = α
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per ottenere lo stesso effetto che PVLAS ottiene con 

fotoni da 1 eV, passando a fotoni da 1 keV, bisogna

prendere L≈100m (a parità di campo e senza cavità)



Ee = 26 GeV
I = 3.6·1017e-/s
Eγ = 10 GeV
B0 = 10 T
L = 10 m

tempo di misura ≈ 2000 s



Una possibilità: utilizzare specchi ad incidenza 

radente per costruire cavità multipass e riprodurre

una struttura simile a LAS con raggi X a 1 keV

D. Spiga et al.: “Development of multilayer coatings 
(Ni/C - Pt/C) for hard X-ray telescopes by e-beam 
evaporation with ion assistance”, SPIE Proc. 5488 

in un N-agono, l’ang. di inc. è

θi =
π
2
−
π
N

circa 110 specchi
per un retroriflettore
Req ≈ 33%



Problemi: 

• con ripetute riflessioni su specchi ad 

incidenza radente si seleziona uno stato di polarizzazione

ben definito

• i polarizzatori a 1 keV hanno una qualità molto inferiore

a quella dei polarizzatori per luce visibile



Attualità di un test di QED

 

LBI = b
2 −det ηab( ) − −det ηab + Fab b( )( )

→ b2 −det gab( ) − −det gab + Fab b( )( )
Einstein & Kaufmann, Ann. Math. 59 (1954) 230

La Lagrangiana di BI compare in modo naturale in teorie

di stringhe e supersimmetriche





Nel 1970 Boillat (J. Math. Phys. 11 (1970) 941)

ha dimostrato che la Lagrangiana di BI è la sola 

che produce un vuoto non-birifrangente (a parte la 

Lagrangiana non fisica L = F/G), e quindi se si 

rinuncia alla polarizzazione, si può comunque fare

un test significativo ... ma un test di che cosa? 



Denisov (PRD 61 (2000) 036004) ha mostrato che nel
caso della Lagrangiana di BI 
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e quindi la velocità di gruppo è sensibile alla direzione di 

propagazione



B ≠ 0 & E ≠ 0

Questo richiede anche un campo elettrico elevato, e
Denisov, nei suoi calcoli preliminari, prende E ≈ 60 MV/cm
e B ≈ 40 T.



Conclusioni (?): 

Utilizzando una tecnologia vicina a quella degli

acceleratori, e raggi X a 1 keV, una misura dei

parametri della Lagrangiana non lineare del campo

EM è probabilmente fattibile, ma al momento non 

è ancora chiaro che l’utilizzo dei raggi X sia superiore

a quello della radiazione visibile o nel vicino IR.

Il test con il retroriflettore non riesce a distinguere tra

Lagrangiana di BI e quella ottenuta dal calcolo QED

perturbativo, a causa dell’insensibilità ad uno degli stati

di polarizzazione.


