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PREFAZIONE

Non c'e¢ campo di ricerca in cui non si faccia uso della Teoriadei Gruppifuna
rete a maglie larghe, ma robusta, per pescare nel mare della conoscenza'- come
la defini un nostro vecchio e saggio Professore, In questi ultimi anni, inoltre,essa
ha assunto un nuovo ruolo rispetto al passato: si tende ad applicarla allo studio dei
fenomeni fisici per scoprire, attraverso le simmetrie osservate, le leggi dinamiche
delle forze che 1i governano. Questo & accaduto particolarmente in Fisica Nucleare
e nella Fisica delle Alte Energie : basti pensare ai successi di SUz o 8Uy nella clas
sificazione delle particelle elementari,

Come conseguenza di questa rinnovata importanza della Teoria dei Gruppl i
fisici, in particolare gli sperimentali, si sono spesso trovati di fronte a questioni
- che nofi-costituiscono il normale bagaglio di conoscenze matematiche .di un ricerca
tore come:spazi topologici, algebre, rappresentazioni di gruppi compatti e non com
patti e cosi via, Questo li ha obbligati ad una affrettata e spesso imprecisa acquisi-
zione di nozioni che permettessero di seguire nei loro risultati e nuove teorie, Di
conseguenza - eccettuati alcuni buoni trattati - si & assistito a una presentazione
della Teoria dei Gruppi "for pedestrians® che talvolta lasciano insoddisfatto chi vuol
capire anche i fondamenti di una teoria cosi bella,oltre che rallegrarsi per 1'eventua
le successo delle sue applicazioni,

E' cosi dunque che si & presentata per alcuni fisici I'esigenza di un approfon-
dimento delle proprie conoscenze di Teoria dei Gruppi il che ha avviato un dialogo
fisici-matematici col proposito di mettere i fisici in condizione di capire l'esatto
significato dei concetti fondamentali che sono alla base della Teoria del Gruppi e di
informare i matematici di 'cequi se passe" oggi in Fisica,in vista di fruttuose col-
~laborazioni,

Le lezioni che presentiamo, tenute da noi nei IL.aboratori di Frascati, sono un
primo frutto di questa collaborazione (iniziata molti anni fa sotto gli ombrelloni del
le spiagge di Formia e di Sabaudia), La collaborazione,certo,non & stata facile, per
che si trattava di scrivere allo stesso tempo, con il rigore che soddisfa i lettori ma
tematici, ma in modo che il testo non riuscisse, tuttavia, troppo astratto per i fisi-
ci, abituati a trattare queste cose in maniera "pid intuitiva®™ (1),

In questa prima parte delle lezioni ci siamo fermati alle algebre di Lie; la clag
sificazione di queste, la teoria delle rappresentazioni dei gruppi e lo studio pit par-
ticolareggiato di quelli che maggiormente interessano i fisici sara 1'argomento délla
seconda parte delle lezioni,

Frascati, 25 Marzo 1975,
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PREMESSA -
"f// e _,/'{

Definizione di alcuni simboli logici. -

In seguito verra fatto uso di concettl frequentemente ricorrenti che torna utile indica-
re con i simboli seguenti:

SIMBOLO SIGNIFICATO
/
)q“ per ogni

3 esiste

s
ﬂ non esiste
/ tale che
= segue
C_ ¢ elemento di R

non & elemento di

Em

\;}“’7"

equivale per definizione

equivale, se e solamente se {condizione necessaria e sufficiente)
unione (di insiemi}

somma logica (di insiemi)

o, oppure (latino Vel})

intersezione {di insiemi)

e

coincide

diverso da

nH>><e<]

¢ contenuto (di insiemi).



CAP. I - RICHIAMI ALLA TEORIA DEGLI INSIEMI -

1. - DEFINIZIONI -

La nozione di oggetto, sinonimo di elemento o ente, € un concetto primitivo.

La nozione di insieme, sinonimo di aggregato o collezione o famiglia, ¢ anch'esso un
concetto primitivo.

Dare un insieme equivale a dare una legge - ben precisa, che non ammette equivoci ne
contraddizioni logiche - che permetta di affermare se un oggetto appartiene o no all'insieme.

Per indicare che un elemento a appartiene all'insieme A si scrive:
a €& A.

Si dice che un insieme B & contenuto in A o anche che B & un sottoinsieme o parte di A
e si indica con

Bg A .

quando accade che
Y be B =>becA
Se B&S A, ed esiste un elemenfo a € A tale che a/é/ B, diremo che B & contenuto pro-

priamente in A e scriveremo BC A.

Si definisce insieme vuoto e si indica con @ 1'insieme al quale non appartiene nessun e
lemento. L'insieme P & sottoinsieme o parte di un qualsiasi insieme.

Presi due elementi a, b di un insieme, con la scrittura a = b intendiamo solamento di-
re che i due elementi sono identici.

Presi due imsiemi A, B con la scrittura A = B intendiamo dire che
atA & aceh
quindi si ha che: »

ASB, BEA=> A=B

Dati due insiemi A e B si chiama unione di A e B, e si scrive A |J B, l'insieme costi-
tuito da tutti gli elementi che sono in A o in B (considerando gli eventuali elementi cormuni ai due
insiemi una sola volta). Cioe in simboli:

!

def
e AUR<= at A g aeB

.
Si chiama somma logica di due insiemi A e B, e si scrive AlJ B, l'insieme costituito
da tutti gli elementi che sono in A o in B (considerando gli eventuali elementi comuni una volta co-
me appartenenti ad A e una volta come appartenenti a B).

, Se gli insiemi A e B non hanno elementi comuni, la unione e la somma logica di essi

coincidono. Se, ad esempio, consideriamo l'insieme A costituito dagli elementi a, b, ¢ e l'insie-
me B costituito dagli elementi b, ¢, d, l'insieme A U B sara formato da a, b, ¢, d, mentre l'in-
sieme A \°j Bdaa, bp, cp, b, ¢B, d, dove by vuol dire b pensato appartenente ad A, etfc.

Dati due insiemi A e B, si definisce loro intersezione, g
e si serive A /} B, l'insieme formato dagli elementi che sono in A A
e in B. Cioé in simboli: B
- !

&éA;ﬂB(’:%GLéA e a¢B



Sia dato un insieme J di indici e supponiamo dato per ogni indice i¢ J un insieme Aj.
L'insieme degli Aj che cosi si ottiene al variare di i in J prende il nome di famiglia di insiemi di-
pendenti dall'indice i variabili in J. Esso si denota con:

{Ad

Esempio 1. - Si consideri nel piano il cerchio Ci (inclusi i punti della circonferenza) con centro

un fisgato punto O e raggio dato da un numero intero i. Al variare di i nell'insieme N dei numeri

interi positivi si ottiene una famiglia di cerchi (d bfe e
Esempio 2. - Si consideri la famiglia g (,; }Léﬁ/ dei cerchi di cui all'esempio 1.

A che cosa si riduce 1'unione e 1'intersezione?

2., - PRODOTTO DIRETTO O CARTESIANC TRA INSIEMI. -

Dati due insiemi A e B si definisce prodotto cartesiano dei due insiemi e, si indica con
A x B l'insieme i cul elementi sono costituiti da tutte le coppie ordinate (a, b)cona é A eb ¢ B.

1'1ns1eme d1 tutte le coppie ordinate di numeri Jreall Se allora A e B vengono rappresentatl corne
l'asse x ed y di un sistema di coordinate cartesiane, l'insieme prodotio Ax B sara rappresentato
dai punti del piano {x, y).

Esempio 2. - Se A ¢ l'insieme costituito dai segni + e -, e B & l'insieme del numeri naturali, cioé:

______ As[+,-) B=(0,4,1,...)

Ax A = (iOIii/ 2,--- )

Dato un insieme A, si possono costruire i prodotti cartesiani seguenti

A\ SN AxA , AL AxAxa .

+

Esempio 3. - Se A =(1, 2, 3)

A% = AxA=((1,1),(1,2),(1,3),(2, 1), (2,2),(2,3),(3,1),(3,2), (3, 3)).

Nell'insieme A x A si definisce insieme diagonale e si indica con/\ il sottoinsieme di A x A, co-
stituito dalle coppie (a,a). Preso un elemento {(a,b) € A x A, I'elemento (b, a) si dice simmetrico
di (a,b) rispetto a/} .

Es emplo 4, - Nella rctppresentamone su pmno cartes1ano delle coppie d1 numeri reah (1ns1eme

1' insieme A sono i punti s1mmetr101 rlspetto alla retta x = y.

3. - RELAZIONI BINARIE -

Dato un insieme A, diciamo che & definita una relazione binaria quando & data una leg-
*ge, definita sulle coppie ordinate di elementi (a, b) di A, tale che per ciascuna coppia (a,b) essa
legge ammette due valori logici: vero e falso. Nel primo caso si serive aRb e si dice che a & in
relazione con b, nel secondo caso si scrive A) b e si dice che a non ¢ in relazione con B.

Esempio. - Sia A l'insieme costituito da tutte le rette di un piano. La relazione di parallelismo
tra due a, b ~ A € una relazione binaria. Le rette in relazione sono le coppie di rette parallele ad
a. Al variare dell'elemento a si ottengono tanti possibili sottoinsiemi K, diversi tra loro, quante

sono le possibili direzioni nel piano.

Una relazione binaria si dice di equivalenza se gode delle 3 proprietad seguenti:



1) riflessiva: Va ¢ A = aRa
2) simmetrica: ¥ a, b € A/aRb =>bRa
3) transitiva: lV/a, b, ¢ £A, aRb, bRc => aRc.

N

La relazione binaria dell'esempio precedente & una relazione di equivalenza. Dato un insieme A
ed una relazione di equivalenza R; tra gli elementi di A rimane determinata una suddivisione in
classi (classi di equivalenza) tale che due elementi che sono in relazione appartengono alla stessa
classe,

Q,?Ojéaéhr> a'e {q}

dove si & indicato con { a} la classe degli elementi di A che sono in relazione di equivalenza R con

L'insieme costituito da tutte le classi di equivalenza, definite in un insigme A da una
relazione di equivalenza R, si chiama insieme quoziente e si indica con A/R.

4. - CORRISPONDENZA O APPLICAZIONE. -

Dati due insiemi A, A' si dice applicazione di A in A' una legge (Lp che consente di as-

sociare ad ogni elemento a € A un elemento a' € A'. -Si scrive, in simboli:
/ J ! ! /
ke: A "‘>A oppure Q= ‘«F((L) con Qé/fi , o eA oppure /A —f£’> ,Ak
{ /
oppure QF P AEA—> Q= L[)(ov) e A

Si dice che 1'elemento a' =LP(a) ¢ I'immagine di a medianie . L'insieme delle imma-
gini a'degli elementi a di A costituisce un sottoinsieme di A' che su chiama l'immagine di A me-

diante ({7 in A' e si indica con Im‘-?.

»

Preso un elemento a' di A', l'insieme degli elementi di A che mediante LP vanno in a'
si dice controimmagine di a' mediante L{? e si indica con (.f -l(an).

Un'applicazione ({) si dice:

surgettiva se ogni elemento di A' proviene, mediante LP , da qualche elemento di A, cioé se Im Lfi’ =
= Al

iniettiva se la controimmagine di ogni elemento a' di (A) & ridotta ad un solc elemento (ossia se

vi & corrispondenza biunivoca tra A e LF(A) =Im" ([3‘);

biettiva se € contemporaneamente surgettiva e iniettiva cioé se pone una corrispondenza biunivoca
tra A e A'. Per esempio l'applicazione identica di A in se stesso, che fa corrispondere ad ogni e~

N

lemento di A 1'elemento stesso, € una biezione.

- Se : A —>A' & una applicazione biettiva tra A ed A', rimane determinata 1'applicazio
ne ‘{’ : A' —>A che fa corrispondere ad ogni a' di A' 1l'unico elemento a di A tale che KF (a) =
=a'. La LF‘! : A" —>A prende il nome di trasformazione inversa della ‘f .

Self:A —=>A'e (V: A'—> A" sono applicazioni, rimane determinata 1'applicazione di
JAin A" definita da:a € A —> Y [‘-F Q«)] & A". Essa prende il nome di applicazione prodotto di

L? e ({) e si denota con k{/ k{) .

Una applicazione {2 si dice costante quando tutti gli elementi di A vanno a finire, me-
diante ‘f , in un solo elemento di A',

Esempi - La funzione y = sin x & una applicazione tra l'asse x e 1'asse y, che non ¢ iniettiva, per
che ad ogni valore di y delltintervallo(-1,1), che costituisce l'immagine dell'applicazione, corri
spondono infiniti valori di x; cio¢ la controimmagine non & un solo elemento. Essa non € neanche
surgettiva perche se y e tale che ) yl> 1, non esiste nessun x che ha come corrispondente quel-

I'y.



>/: dLuxX
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La funzione y = x3 - x & una applicazione tra l'asse x e l'asse y surgettiva, ma non &
biettiva.

1

La funzione y = lg x € una applicazione iniettiva tra gli assi x e y.

La funzione y = x3 & una applicazione fra gli assi x e y, biettiva. .

5. - POTENZA (O NUMERO CARDINALE) DI UN INSIEME. -

a) Potenza di un insieme.

Due insiemi A e B si dicono equipotenti se & possibile porre tra essi una corrispon-
denza biunivoca, cloé se sono biettivi.

Si chiama potenza di un insieme A, e si scrive pot A, la classe di tutti gli insiemi e-
quipotenti ad A.

Se l'insieme A & costituito da un numero finito di elementi, pot A & il numero cardina-
le finito relativo ad A, Se invece A & costituito da un numero non finito di elementi, pot A prende
il nome di numero cardinale transfinito.

La relazione di equipotenza definita nella totalitd degli insiemi & una particolare rela-
zione di equivalenza; infatti gode delle proprieta: )

1) riflegs_izg_: un insieme A € equipotente a se stesso.

2) simmetrica: se un insieme A & equipotente ad un altro B, questo & equipotente al pri

mo.

3) transitiva: dati tre insiemi A, B, C, se A & equipotente a B ¢ B & equipotente a C,
e A equipotente a C.

Dati due insiemi A e B, supponiamo che si possa porre una corrispondenza biunivoca
tra A e una parte di B. Diremo allora che la potenza di A ¢ minore o uguale alla potenza di B e
scriveremo pot A .é pot B. Tale definizione & ben posta perché se A' & equipotente ad A
e B' ¢ equipotente a B evidentemente si potrd porre una corrispondenza biunivoca tra A' e una
parte di B'.

La relazione di £ definita tra le potenze & una relazione d'ordine: cio¢ gode delle pro-
prieta riflessiva ed inoltre gode della proprietd antisimmetrica in base al seguente Teorema di
Cantor - Bernstein, (di cui omettiamo la dimostrazione):

Teorema 5.1 (di Cantor-Bernstein). -
2

DATI DUE INSIEMI AE B, SE ESISTONO UNA CORRISPONDENZA BIUNIVOCA TRA
A E UNA PARTE DI B E UNA CORRISPONDENZA BIUNIVOCA TRA B E UNA PARTE DI A, ALLQO
RA ESISTE UNA CORRISPONDENZA BIUNIVOCA TRA A E B, CIOE' A E B:SONO EQUIPOTENTI.
ONDE:

T ] ,‘*{' —_ o — bo
FOJC A <L lbollf 2 / ?tth.{ {POL/‘% = {bfAAFtB



b) Potenza del numerabile. -

Si dice che un insieme ha la potenza del numerabile se si pud porre un corrispondenza

biunivoca con i numeri naturali N(1,2,..n,...), cioe i suoi elementi si possono ordinare secondo

una successione aj, ag,...ap, ...

Diamo qui di seguito alcuni teoremi, omettendone talvolta la dimostrazione che lascia
mo al lettore.

Teorema 5.2. -

LA SOMMA LOGICA L.Q‘Z/{/A “ DI UNA FAMIGLIA NUMERABILE DI INSIEMI NUMERABI
LI Ay, Ag, ... Ap, ... E UNINSIEME NUMERABILE.

Dimostrazione. -~

Infatti siano dati gli insiemdi:

A= Q Gy Qg -- -

>
P
M

ng azzz st--- - ’

Bisogna dimostrare che gli elementi a;j) si possono ordinare secondo una successione.
Si consideri, all'uopo, la successione seguente:
Qs Q2 Bz, Qg /Q“ QBar, Qg Qag, 4 Qa, ..

cio® si scrivono prima gli elementi per i quali la somma degli indici & due, poi quelli per i quali
la somma degli indici e tre, e cosi via; gli elementi che hanno per somma degli indici lo stesso

-
numero, si ordinino secondo valori crescenti del primo indice. Rimane cosi provato che (J A,
& numerabile. veN

In modo del ttlttd,,analogo si prova ché: o N

Teorema 5.3. -

LLA SOMMA LOGICA UAL DI UNA FAMIGLIA FINITA DI INSIEMI NUMERABILI,
Aq,....A,, E' UNINSIEME NUMERABILE.

Per esempio 1'insieme dei numeri interi relativi & un insieme numerabile perche & la

somma logica degli insiemi dei numeri interi non negativi e dei numeri interi negativi, entrambi
numerabili.

Risulta evidente che se un insieme numerabile viene privato di alcuni suoi elementi si
ottiene ancora un insieme numerabile o finito.

Teorema 5.4. -

DATI DUE INSIEMI A E B ENTRAMBI NUMERABILI, IL PRODOTTO CARTESIANO
A x BE! ANCORA UN INSIEME NUMERABILE.

Dalla proposizione precedente e in forza della proprietd associativa del prodotto carte
¢ siano si prova facilmente che:

Teorema 5.5. -

DATI n INSIEMI NUMERABILI Ay, Ag, ... A, L'INSIEME A; x Ay xx .... Ay E' NU
MERABILE.

Proviamo ora che:

Teorema 5.6. -

L'INSIEME DEI NUMERI RAZIONALI ' NUMERABILE.



Dimostrazione. -

Infatti, seI ¢ l'insieme nurmerabile degli interi relativi, l'insieme I x I, per il teorema
5.4 @ numerabile. Sopprimiamo da I x T le coppie il cui secondo elemento & lo zero e identifichiamo
le coppie del tipo (n,m) e (kn, km). L'insieme che cosi si ottiene risulta allora ancora numerabile;
un tale insieme coincide con quello, @, dei numeri razionali relativi, Onde l'asserto.

Da quanto precede si ha che gli insiemi Q2 = QxQ, Q3 =QXQxQ, ... Q1=QxQx....
. XQ, sono numerabili; cioe 1l'insieme delle n-ple ordinate di numeri razionali risulta numerabile.
Dunque i punti del piano (x, y) e dello spazio (x, y, z) a coordinate razionali costituiscono insiemi
numerabili, e cosi i punti dello spazio numerico razionale ad n dimensioni.

Se S & un insieme infinito, sfruttando il postulato di Zermelo (o postulato delle infinite
scelte libere), si pud determinare in S un insieme numerabile. Precisamente si scelga un elemen-
toag di S, poi un elemento ag, poi ag, e cosi via. Questo procedimento non ha fine perché S Infini-
to. Rimane cosi determinata la successione ai, as, ..., 8n, ... contenuta in S e quindi in corri-
spondenza biunivoca con una parte di S. Se ne deduce la seguente proposizione:

Teorema 5.7. -

QUALUNQUE SIA L'INSIEME S INFINITO SI HA CHE LA POTENZA DI S E' MAGGIO-
RE O UGUALE DI QUELLA DEL NUMERABILE.

¢) Potenza del continuo. -

Si chiama potenza del continuo quella dell'insieme dei numeri reali.

Proviamo che:

Teorema 5.8. -

OGNI INTERVALLO (a, b) APERTO, CHIUSO A SINISTRA, A DESTRA, O CHIUSO DEL
L'ASSE REALE HA LA POTENZA DEL CONTINUO.

Dimostrazione. -

Consideriamo 1'applicazione y = tgx, con-:‘:g XL I, che pone una corrispondenza biunivoca tra
1'intervallo aperto (*-:g? ; + 3‘-: ) e tutto 1'asse v Eafé applicazione prova che tale intervallo ha la
potenza del continuo. Ma'ltintervallo ( -:E I 3,2-. ) si pud trasformare mediante una similitudi-
ne nell'intervallo aperto (a,b). Aggiungendo ali'intervallo aperto (a,b) uno o entrambi gli estremi,
si ottiene un intervallo chiuso a sinistra, a destra, o chiuso che, evidentemente, ha ancora la po-
tenza del continuo. Onde l'asserto.

Teorema 5.9. -

OGNI SEMIRETTA, APERTA O CHIUSA, DELI'ASSE REALE HA LA POTENZA DEL
CONTINUO.

Dimostrazione. -

Si consideri la funzione y = lgx; essa pone una corrispondenza biunivoca tra la semiret
ta, aperta, dell'asse delle x e tutto l'asse y. Di qui segue, immediatamente, 1'asserto.

Teorema 5.10. -

LA POTENZA DEL CONTINUO E' MAGGIORE DI QUELLA DEL. NUMERABILE.

Teorema 5,11, -

4 I PUNTI DI UN QUADRATO (APERTO) FORMANO UN INSIEME CHE HA LA STESSA
POTENZA DELL!/INSIEME DEI PUNTI DI UN INTERVALLO (APERTO). -

Teorema 5,12, -

I PUNTI DI UN PIANO REALE COSTITUISCONO UN INSIEME AVENTE LA POTENZA
DEL CONTINUO. -

Dimogtrazione. -

I punti di un piano si possono mettere in corrispondenza biunivoca con quelli del quadra
to aperto di vertici (-1,1), (1,1), (1,-1), (~1,-1) del piano cartesiamo reale (x, y) mediante la cor
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{ !
rispondenza X = X/W~xz ,)’: %f;}?_ onde 1'asserto per il teorema 5.12.

Teorema 5.13. -

L'IINSIEME DEI NUMERI COMPLESSI HA LA POTENZA DEL CONTINUO.

Essi possono, infatti, mettersi in corrispondenza biunivoca con punti di un piano(x)

Teorema 5.14, -

v
LO SPAZIO REALE NUMERICO AD n DIMENSIONI, /[E , HA LA POTENZA DEL
CONTINUO.

Esgercizi. -

1) - Verificare che la relazione di parallelismo delle rette in un piano ¢ una relazione di equiva-
lenza.

2) - Dimostrare che la relazione di perpendicolaritd tra rette in un piano non € una relazione di e
quivalenza, B

3} - Si consideri l'insieme dei numeri interi positivi, e la relazione binaria che matte in relazio-
ne ciascun numero con i suoi multipli interi (per esempio a = 2 genera il sottoinsieme K = 2,
4, 6, ...). Dimostrare che tale relazione binaria non & di equivalenza.

4) - Immaginate di dividere in gruppetti un mazzo di carte francesi in modo che in ognuno di essi vi
siano tutte e sole le carte di un solo colore. Tale criterio di suddivisioneHa i caratteri che de
finiscono una relazione d'equivalenza. Ogni gruppetto fornisce un elemento dell'insieme quc)--—
ziente di quello dato, rispetto a quella relazione.

(x) - L'insieme dei numeri trascendenti ha anche la potenza del continuo.
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CAP. 1T - TEORIA DEI GRUPPI -

1. - DEFINIZIONIL. -

Chiamasi gruppo un insieme G di elementi, finito od infinito, in cui sia definita una
legge di composizione ("'moltiplicazione') in maniera tale che siano soddisfatte le seguenti proprie
ta:

0 Ve beG = t=abehG

(la notazione ab indica l'elemento ottenuto con la composizioné o moltiplicazione dei due elementi
a, b);

(2) VG«, l:> £ G‘ : 1{& JE)C - a(};(_)
vale cioé la proprietd associativa;
(3) j;’;‘Ué 6 tale che 5\7,0.66: v = au = a

U & l'elemento unitd ed & unico; infatti uu' = utu = u! = u;

' -4 i
(4) Yate G => a@e¢lb taleche aa = a a=v
L'elemento a-1 si dice inverso di a.
Un gruppo si dice abeliano se vale la proprietd commutativa nella legge di composizio
/ i P
Vea, beg : ob=ba
Ordine di un gruppo @ la potenza del gruppo: G. Se G & finito 1'ordine & il numero car

dinale finito degli elementi di G. Se G & infinito l'ordine € il numero cardinale infinito determina-~
to dallo insieme G.

ne, cioé:

2. - ESEMFI DI GRUPPI. -

A)Gruppl infiniti, -

a) I numeri interi relativi incluso lo zero costituiscono gruppo rispetto alla somma.

L.o zero coincide 1''"'unita" e 1'inverso di un elemento a con -a,

b) I numeri razionali positivi {escluso 1o zero) costituiscono gruppo rispetto al prodot
to. Il numero 1 & 1'elemento unita.

¢) I numeri reali o complessi (escluso lo zero) costituiscono gruppo rispetto al prodot
to. Il numero 1 € l'elemento unita.

BYGruppi finiti. -

a) Le rotazioni intorno ad un asse ciascuna di un angolo pari a m(27/n) (n intero,
m =0 ...n), costituiscono un gruppo, con n elementi, rispetto al prodotto di due rotazioni (cio&
rispetto all'applicazione successiva di due rotazioni).

b) L'insieme costituito dai numeri +1, -1 forma un gruppo di ordine 2 rispetto al pro-
dotto.

c) L'ins%eme dei seguenti movimenti che mutano un triangolo equilatero in se stesso
(gruppo D3): 4

1) A rotazione di 180° intorno alltasse AA;
2) B rotazione di 180° intorno all'asse BB;
3) C rotazione di 180° intorno all'asse CC;
> (con gli assi AA, BB, CC solidali al piano del foglio);
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4) D rotazione oraria di 120° nel piano del foglio;

5) E rotazione antioraria di 1200 nel piano del foglio;

6) U operazione "identita" che non muove il triangolo;
P

costituisce gruppo rispetto alla successiva applicazione di due operazioni (v. esercizio ] e 2).

d) Le matrici quadrate a coefficienti reali, di ordine 2 non degeneri (determinante
# 0) costituiscono gruppo rispetto al prodotto righe per colonne.

L'elemento generico del gruppo & la matrice:

A— A zi A:: OVC{/«LC ;éO

C

1'unita & la matrice

e 'universi di A &

=1 d’él —Lféx
A=l o

/

Pill in generale si ha che:

e) Le matrici quadrate di ordine n, non degeneri, a coefficienti reali o complessi co-
stituiscono gruppo rispetto al prodotto righe per colonne in cui 1'unita & data dalla matrice
u = vl ‘g 1'inverso della matrice A = ” Q[,K“ ¢ la matrice Az || A m/o(et,q “dove Ay @
il complemento algebrico di ajik:in A,

3. - PROPRIETA' DEI E}RUPPI. -
Per i gruppi valgono le seguenti proprietd, le prime due delle quali sono in immedia-
ta dimostrazione:

1) - Proprieta di semplificazione.
Yae G : ax=ax => x=x
YaeG : xa=xa = x=x'
II) - Proprieta del quoziente.
\‘/'Ov, b [ 6 : ax
X e

III) - Proprieta dell'inverso.

(Q L)—vl: b—‘ a-l

Dim,: (o‘, E)(& L)'[: v ; (&. E)( b't a” ') = akb 'B" Q"E - (E, L")a"
ae =U

/

b=> x=a b
L -_ X = glf)v

i1

H

—

In generale
- -t - -
(ataz.- Qm) = Q... 8 Q,

IV) - L'inverso dell'inverso. -

v&éé‘ : (CL")":: a.
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Dim.:
- |
-1 Lt e
per definizione (& )[a ) = V => (Q ‘) = oV = &
V) - Potenza in un gruppo.

Introduciamo il concetto di potenza di un elemento a appartenente ad un gruppo G,

V a € G , si pone

8 1 L P_
o’sv  a'za  d=ea,  oroe.a
p volte
P s P
@& = ( & ) con p intero positivo

Da qui deriva:

VY an + oory YR W 4o .
& a = Q /( )

= Q@ con n, m interi relativi.

. w Aoy I
E' importante notare che in generale risulta [(2, }>) 7“é Q. t; Se perd a,b sono tra loro permuta

bili (ab = ba), risulta: _ m A
(o b) =" b

L'uguaglianza vale sempre, dunque, se il gruppo & abeliano.

4. - SOTTOGRUPPI DI UN GRUPPO. -

Definizione: Si dice che un sottoinsieme non vuoto H di G & un sottogruppo di G se H risulta un grup-
po rispetto alle operazioni di G, cioe, concisamente:

He 6 H &
(1) Va, beH =>abeH HH < H

/

(2) Vae H => a'eH H'< R

Vale il seguente teorema:
Teorema 4.1. -

CONDIZIONE NECESSARIA E SUFFICIENTE AFFINCHE H < G, H# 0SIAUN SOTTO
GRUPPO DI G E' CHE:

(3) Ya, beG = a Eté’ H

Dimostrazione:

La condizione necessaria essendo evidente, basta: dimostrare la sufficienza della (3).

Poiche H # §:

3 Q¢ H => (per la (3)) & a” le H
= V¢ H i
VbeH => ub'eH=>E'¢H

)V/Q, !;6 H > B Eé H ==>> (per la (3) applicata alla coppia. ab-1)

a{(!;,),»é H=> abeH
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Ogni gruppo G ammette due sottogruppi banali: il gruppo costituito dalla unitd e G stesso;

- Due sottogruppi.di G hanno sempre l'unitd in comune.

- Se H e K sono due sottogruppi di G, HfA K & ancora sottogruppo di G.

- Se H e K sono due sottogruppi di G, si definisce unione di H e K e si indica con HUK il minimo
sottogruppo che contiene H e K, cio& l'intersezione di tutti i gruppi contenenti H e K. Si ogservi
che HUK cosi definito non & in generale l'unione, nel senso della teoria degli insiemi, di H e K.

Esempio - Sia G il gruppo additivo dei numeri interi relativi, H il sottogruppo dei numeri pari a
K quello dei numeri multipli di 3. Allora HAK & il gruppo dei numeri multipli sia di 2 che di 3 e
quindi di 6 mentre HUK & il gruppo G stesso. Infatti ogni gruppo contenente H e K deve contenere
2¢H e 3¢ K e quindi deve contenere 3-2 = 1. Ma allora deve anche contenere 1+1 = 2, 2+1 = 3,
3+1 = 4, 4+1 =5, . ... etc. e i loro opposti onde deve coincidere con G. Da notare che la unione
nel senso della teoria degli insiemi, sarebbe l'insieme dei numeri multipli di 2 e di 3, che non
coincide con G.

Se G & un gruppo tutte le potenze di a_ G costituiscono un sottogruppo di G. Infatti
(cfr. Teorema 4.1):

Yo, a™eH = aa™= a" "¢ H ‘

Due casi si possono presentare:

I) al # a™ per ogni n # m. Allora H(a® = u, al, a2, .... a® ....) & infinito e si dice che a ha pe-
riodo infinito.

II) Esistono due interi n, m (supponiamo n >m) tali che al = a, Ne segue all"™ = 'u. Dunque esi-
ste un intero p' >0 tale che aP' = u. Ma allora i nurneri p' che godono di tale proprieta sono infini
ti (un qualsiasi multiplo di uno di essi gode di tale proprieta).

Sia p il pil piccolo intero positivo tale che
ap =u

allora il sottogruppo sara costituito dagli elementi

o i 2 "
o =U a=a ot ad... 7 ofevu
) / } / /
( |
»* (Q,P+=CVP~Q,=UCL=OV>

Dunque H contiene p elementi e si dice che ha periodo p.

Un gruppo si dice ciclico se & generato dalle potenze di un suo elemento.

5. - CLASSI LATERAILI DETERMINATE DA UN SOTTOGRUPPO IN UN GRUPPO. -
Sia G un gr'uppo e H un suo sottogruppo
H&EG
In G rimane definita la seguente relazione binaria R j:
a, beé aRb &> ab e H

Dimostriamo che R4 € una relazione d'equivalenza.
1) Vale la proprieta riflessiva:

aRda, aéG

Infatti:
1
aa =u é¢H.

2) Vale la proprieta simmetrica:

oKy b= bR a,be&
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Dim. :
aPh =sobcH = (ab')eH= ba'cH <= bR
3) Vale la proprieta transitiva:
a®Ry b EPOLC => aRy¢ a, b cel
Dim.
@@{ b bR{cC <_...-» ab'eH bco'eH => ab ' be'ch=
=> aC ¢H -ﬁ$ aRycC

Resta individuata in G una partizione in classi di equivalenza (efr. Cap. I,3). La clas
se individuata dall'elemento a G si indica con:

taly
{el =He

ove con il simbolo H a si intende l'insieme ottenuto moltiplicando ogni elemento di H per a a de-
stra. Se a € H per definizione di sottogruppo, w;g-f'f,ab ¢H e dunque l'operazione Ha genera ancora H
con gli elementi in diversi ordine.

»

ed & data da:

Dimosh;diafno la precedente eguag]ianza tra insiemi:
>6{ }9(/ E> bRa & ba'= ceH e be ca., ceHe>
&> beHa

La partizione di G (di ordine g) in classi di equivalenza sara simbolicamente indicata con

G'=H+Hao+ Ho, + Hage-- +H Qg

C’.g }

In modo analogo si definisce la relazione sinistra Rg

f‘> 'f
ak L & a'heH
che risulta essere anch'essa di equivalenza e che individuata la classe {ag g data da l{a} g = aHl

Simbolicamente:
G= H+aoH+ QH+ ... v+a?H

Vale il seguente teorema (cfr. Cap. I, 3);

Teorema 5.1. -

LE CLASSI DESTRE (O SINISTRE) (IN INGLESE "LEFT OR RIGHT COSETS'") GODO
NO DELLE SEGUENTI PROPRIETA":

1) SONO TRA LLORO A DUE A DUE PRIVE DI ELEMENTI COMUNI E QUINDI UNA SOLA CONTIE-
NE L'UNITA'.

2) LA CLASSE Ju} = uH = Hy ={u] ONDE, PER OGNI a. NON APPARTE NENTE AD H, LA CLAS
sE {alg of a}d NON E' UN SOTTOGRUPPO (CIOE' SOLO UNA CLASSE, §u} = H, CONTIENE
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L'UNITA', LE ALTRE NO E QUINDI ESSE NON COSTITUISCONO DEI SOTTOGRUPPI).

Dimostrazione. -

Gli elementi a e b individuano mediante Rg due classi{ a}d, gb}i 4. Preso un'elemen
to ¢ €G non & possibile che esso appartenga simultaneamente alle cla.ssi{a} e {b} .

Se cio fosse:
o ;Qd(' l; P&C -—_—::>- (p. la p. simmet.)a%(,
C Pc{/ E = (p. la p. trans.) Q TPC{ !;

da cui, essendo a e b arbitrari sulle rispettive classi, queste dovrebbero coincidere. Le stesse
considerazioni si applicano a gruppi di ordine infinito.

Esempio. -

Sia G llinsieme dei vettori del piano xy f?a»H i vettori il cui estremo & sempre sull'asse
x. Indichiamo con i un generico vettore di H e con g un generico vettore del piano «y (non giacen
te sulltasse x). G e H costituiscono gruppo rispetto alla
somma. Il generic_%”le_fc coset' o classe sinistra & 1'in-
sieme dei vettori g + 1 = f che chiaramente, al varia
re di h, descrivono una retta parallela all'asse x. Al
cambiare di g cambia la retta ma non la sua giacitura.
E' chiaro che "classificando" i vettori su queste classi
sinistre, si ricopre di nuovo tutto il piano xy.

Un sottogruppo si dice normale o invariante se

Vdé & aH= Ha/ ovvero fQS} = {Qqﬁ}

Un sottogruppo H di un gruppo abeliano & sempre normale (vedi esercizio 4).

Teorema 4.2. -

SE H E' UN SOTTOGRUPPO NORMALE DI G, SI HA CHE: r
§ol§b1= o HHb- alHb)H=abHH=abH=feb]

POSSIAMO ALLORA DEFINIRE NELL'INSIEME DELLE CILA SSI {:a } , UN PRODOTTO, PONEN-

o fal fb] = {a b

RISPETTO A TALE PRODOTTO L'INSIEME DELLE CLASSI ga} COSTITUISCE, UN GRUPPO CHE
SI DENOTA CON G/H E SI CHIAMA GRUPPO QUOZIENTE.

Dimostrazione. -

Vial {516y =>{a}{bl= fablcH
Wik, b [Jeghi= flalfblffef s fab}fcls
) = {(ab)el = falbaf = fadfbel = (a}{b{c}

(3) Esiste 1'unita, essa & data da {u, = H;
infatti u} a} =Juat = a}

(4) Per ogni §a§ €& G/H esiste l'inverso A{a} -1; esso & dato da

], s od (2 = fao] = fof= farHe]

Un gruppo si dice semplice se non ammette sottogruppi invarianti (non banali).

Teorema 4.3. (di Lagrange). -

SE N E' L'ORDINE DI UN GRUPPO G ED n E' L'ORDINE DI UN SUQ SOTTOGRUPPO
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H, ALLORA N =In CON I INTERO (dato dal numero delle classi laterali di H in G).

Dimostrazione. -

La dimostrazione segue immediatamente dalla constatazione che il numero di elementi
di una classe {a %'c:oincide con il numero degli elementi del sottogruppo H che la genera e che o-
gni elemento k & G deve appartenere ad una sola classe i k} (v. eserc. 5).

Ogni gruppo finito di ordine p, con p numero primo ¢ semplice.

Tutte le precedenti considerazioni si estendono ai gruppi di ordine infinito.

6. - ELEMENTI CONIUGATI IN UN GRUPPO. -

Sia G un gruppo e a, b due elementi di G. Si dice che a, b sono '"elementi coniugati"
se & possibile trovare un elemento ¢ & G tale che si abbia:
o | ¢
b= Cac

E' facile dimostrare che la relazione di coniugazione su definita & una relazione d'equivalenza. Ri
sulta allora per il gruppo G una partizione in classi {che non contengono necessariamente lo stes-
so numero di elemerti) & che indicheremo come '"classi di elementi coniugati', nel senso che tutti
gli elementi appartenenti ad una stessa classe sono coniugati tra di loro. La classe definita dalla

I

unita & costituita dalla sola unita.

Nel caso che il gruppo sia abeliano ogni elemento risulta coniugato di se stesso cioe
le classi si riducono ciascuna ad un solo elemento.

Come ora mostreremo la nozione di coniugazione pud applicarsi ad un intero sottogrup
po. Si verifica facilmente che, essendo H un sottogruppo di G e € un qualunque elemento di G, lo
insieme H' = cHe~1 & ancora un sottogruppo di G. Chiameremo H' sottogruppo coniugato di H in G
rispetto a c.

Dalla definizione di sottogruppo invariante del par. 5 risulta che un sottogruppo invarian-
te & sempre coniugato di se stesso rispetto ad ogni ¢ € G, e viceversa. Cid giustifica il nome di
sottogruppo invariante.

7. - OMOMORFISMI. -

Chiamasi omomorfismo di un gruppo G in un altro gruppo G' un'applicazione (v. Cap.
I, par. 4)

LP 2 é —_— 6 / tale che
Esempio: lV/Q“.go € érﬁ = ({7 [CL lD)..": (AP{OV} kp(a)

Sia G il gruppo delle trasformazioni centro-affini nello spazio a 3 dimensioni specifi-
cate dalle relazioni:

/
Xy = Qy X+ Qi X, + Qiz X3
X; - QQ! X! + Q]EZ XZ + QZ,{ X\;})
Xg = 03‘ Xf + Q?)Z‘/\:’ + Q?S Xg

Sia GL(S,TR ) il gruppo delle matrici di ordine 3 coefficienti reali (GL = gruppo lineare) con deter
minante # 0.
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Associamo ad ogni trasformazione centro-affine x ~x' una matrice A mediante la re
lazione seguente:

, X 0 , Q, a, Qr_::
(- x= x| x=|x!| A=
X =Ax con X X‘_ } X X/ | a,, 8o &y
3 X
: Q.’SI Q22 ‘Q:LB

L'associazione (-{7 : G'L(3,’W3)*> Gsopra definita & un omomorfismo,

Infatti; al prodotto di due trasformazioni centro-affini, x =>x', x! ~3»>x", corrisponde
una matrice che & il prodotto righe per colonne delle due matrici associate alla due trasformazio
ni considerate:

X/:-‘ BX X": A)(! = )<"= ARx

Definizioni: (v. Cap. I, par. 4).

»
Un omomorfismo si dice: epimorfismo se accade che 1'applicazione \f sia surgettiva;
monomorfismo se accade che L[’ sia iniettiva; isomorfismo se si tratta di un omomorfismo biuni-
voco,

Indichiamo con Im L}’ 1"immagine di G, mediante Lf? , in G'. Valgono i seguenti teore-
mi:

Teorema 7.1. -

/
Sib;: L'APPLICAZIONE (_?: G — & E' UN OMOMORFISMO SI HA:
L{?(U):: v

v e > L?(a"):: [ﬁ?(a}]-

Im LI) E' UN SOTTOGRUPPO DI G'.

!

Dimostrazione. -
plv)= @@ = e Po) => PO =V
¥act @)= puj=v'= 0e) 9l)=>
= @)= [gra]”
Vot e Tmp = Ja ke 6h'= o), V=)=

= d b= 0@t = 0hab)e

Definiamo Ker {f (Kernel o nucleo dell'omomorfismo ({7 ) I'insieme degli elementi di G, che hanrno
come trasformato in G' 1'elemento unita u' di G', cioé

a € Kexep &> o) = Ve
s

6 ;(/)\\\
o |

FhF

d vt Tam ('17

b

Teorema 7.2. -

Ker (}O E' UN SOTTOGRUPPO INVAEREIANTE DI G,

Dimostrazione. -

Va, b e I!(e_z((i? — CP{@) - QPG::):: 'U/
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3 N ~ A
= L{J(a L"'}: ({)@,} «;P (5");: LP{?} é(}p@{]
::U,U,‘,::'U,:::> Q,LJe )(U,('p

si ha allora, per il teorema 4.1, che Ker C{’ & un sottogruppo. Proviamo che esso & invariante,
cioé che: ’

¥Yoeb o (kmf}) = (kg )a

Dim.:

Vae&, Yeekap = Ulaca)= o) @@ Pla”)=
- ol -
=ye e [pe] = eV e ] = V'l

- f
= & la € kf‘!tCIO = 3 /¢ }‘\Q‘i({)/ac =C/Q,

rr«

eorema 7.3. -

SUSSISTE LA SEGUENTE EQUIVALENZA:
P@l = G/ &> be {al= alkag)= (kag)o

];:\.A QUALE AFFERMA CHE SE DUE ELEMENTI a, b HANNO LA STESSA IMMAGINE MEDIANTE
4[ , ESSI APPARTENGONO ALILA STESSA CLASSE E VICEVERSA.

Dimostrazione. -
Oe)= PEI&> 90) [op@)] = v e 9l pla)=u’
’<£..::3;> ba = Ulé’@ SQ,JG;(%(F@' 56{‘9‘}

o

Teorema 7.4. -

L'APPLICAZIONE

oy ) / |

&

E! UN ISOMORFISMO.

Dim. ;

Per il teorema 7.3 l'applicazione (o) & biunivoca. Proviamo che essa & un omomorfi-
Smo:

\ " p . , ,

Vo], 36 6/kag, S(RI)= & (fali)= Plab)-

= Q@) el = d({a]) P({L])

Riassumendo in un unico enunciato i teoremi precedenti si ha il seguente:

Teorema fondamentale 7.5. - (Sugli omomorfismi tra gruppi).

DATI DUE GRUPPI G e G', SE (70: G ->G' E' UN OMOMORFISMO DI G in G', SI HA:

1) Im(p E' UN SOTTOGRUPPO DI G';

2) Ker (p E' UN SOTTOGRUPPO INVARIANTE DI G;

3) TUTTI GLI ELEMENTI DI UNA CLASSE {a} = & (Kerg)= (Keg)o. HANNO IL MEDESIMO
TRASFORMATO IN Im ¢ . VICEVERSA SE DUE ELEMENTI HANNO LO STESSO TRASFORMA-
TO IN Im f ESSI APPARTENGONO ALLA STESSA CLASSE.
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4) L'APPLICAZIONE CHE ASSOCIA AD UNA CLASSE {.a? iL TRASFORMATO q’(a) COMUNE A
TUTTI GLI ELEMENTI DI QUELLA CLASSE E' UN ISOMORFISMO TRA G/Ker <.10 E Im Lf (v.
ESERCIZIO 6).

Corollario:

Se G & un gruppo semplice ogni omomorfismo tra G ed un altro gruppo G' o & banale
(manda tutto G nell'unitd u' di G') o & un monomorfismo. (cio® un omomorfismo con corrispon-
denza biunivoca tra GeIm ).

Esempio:

Si consideri ancora il gruppo D3 di cui al par. 2. Si verifica immediatamente che es-
so0 ha un solo sottogruppo invariante non banale costituito dagli elementi (UDE).

I.'associazione:

V—>+1 L—> -1
A— -1 D—> +4
B—> -1 E—> +4

tra il gruppo Dg = G e il gruppo G (rispetto al prodotto) costituito dagli interi +1 e -1 & un ornomor
fismo, come si verifica immediatamente.

In questo esempio Im HD & l'intero gruppo G' (ciog & un epimorfismo); Ker P & il
sottogruppo invariante di G costituito dagli elementi (U D E); il gruppo quoziente G/Ker ()0 & quello
costituito dai due soli elementi (classi di G), (Vv ,C,D)e (A, B, C).

11 gruppo quoziente ¢ isomorfo al gruppo G!
@ (U C D) _— + 4
(ABC)ms -4
Tale isomorfismo ha un immediato significato geoemetrico e fisico.

Prodotto tra omomorfismi.

h -
Sia ({) un omomorfismo di un gruppo G su un altro gruppo G' e (1"’ un omomorfismo di
G' su un altro gruppo G':

/ / t
D3 —_— — _
¢ E—=>6  ¢= &6-—>6
L'applicazione X = (J/ (f> di G su G"
‘ i
X =y 6 > &
& un omomorfismo. Infatti

X@bl= ¢ @labl=¢[pat)= ¢(o@ k)= y[(a'y)=
= pl') ¢h'l= Y@y ob)= Xe XGk)

Il prodotto di due epimorfismi & un epimorfismo. Il prodotto di due monomorfismi & un rmonomor
fismo. Il prodotto di due isomorfismi & un isomorfismo.

Un omomorfismo di un gruppo in se si chiama endomorfismo.
Osservazione:

L'insieme degli omomorfismi di G in G! denotasi con Hom(G, G'). Consideriamo =
Hom (G, G!'); in tale insieme rimane definito un prodotto di due endomorfismi. Tale prodotto gode
della proprietd associativa, esiste 1'unitd ma non esiste in generale l'inverso di ogni elemento.
Gli elementi che ammettono inverso sono tutti e soli gli automorfismi. Gli automorfismi allora
costituiscono un gruppo: gruppo degli automorfismi di G.
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8. - PRODOTTO DIRETTO O CARTESIANCO TRA GRUPPI -

Siano dati due gruppi Gy e Go. Si consideri il prodotto cartesiano Gi x Gy (efr. Cap. 1,
par. 2). In Gy x Gg =i definisce la seguente legge di composizione: .

(O”“ *’al} & (b') EZ} = (Q:x !2:, &y Ez}

(8.1) con Q,, b e G ) 0, , b, € &
- AN T —
/ /
G /et CA (2,0:)

5% 6 @G,

~ * (Qz 5) Q, Lz}/
N

Vale il seguente teorema 8.1.

Teorema 8.1. -

RISPETTO A TALE LEGGE DI COMPOSIZIONE Gi x Gy COSTITUISCE, COME SUBI-
TO DIMOSTREREMO, UN GRUPPO. TALE GRUPPO PRENDE IL, NOME DI PRODOTTO DIRETTO
O CARTESIANO TRA I DUE GRUPPI G1 E Gy E SI INDICA CON G1 & Gy.

Dimostrazione:

a) Il prodotto di due elementi del gruppo & ancora, ovviamente, un elemento del grup-
po.

b) Vale la proprietd associativa:

§ (Qf,ci4)@L,,,!>1}:l@ (C,, Cz) = (Q, 5.} Q, Ez)@ (C“Cl)_-—_-

= (246, @b.)6] = [a(b0), Gha)]= (@,2:)0 [ L) @ (¢ )]

¢) Esiste 1'unita ed & data da (u1, ug) ove uy, ug sono le unitd di Gy e Gy. Infatti:

(u,, V)@ (2, a.) = x”jL% 01, 0,0, ) =(a,Q,)

d) Esiste l'inverso di ogni elemento (21, ag) €G1 @Gg ed & dato da (ail, aél). Infatti:

(Q"?Qé}@ (Q:‘; a;,) = (u'; Vs )

Esempio: di prodotto diretto {ra gruppi:

Siano Gq e Gy i gruppi (rispetto all'operazione di somma) costituiti rispettivamente
dai punti dell'asse x ed y di un sistema di coordinate cartesiane. Il gruppo Gy @ Gy coincide con
il piano (x,y) e l'operazione coincide con quella di somma usuale dei vettori applicati in 0
U
{

b, (a0, (&, a:)@ (b b)=(ab, a,b,)

4o (Xy) = (x4, y=y)

Valgono i seguenti irnportanti feoremi:

Teorema 8.2. -

IL GRUFPO G = G1® Gy AMMETTE DUE SOTTOGRUPPI INVARIANTI G1 E G2 ISO-
MORFI RISPETTIVAMENTE A Gy E G, TALI CHE IL GRUPPO QUOZIENTE G/G1 E' ISOMOR-
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FO A Gy E G/Gg E' ISOMORFO A G-

Dimostrazione.

Consideriamo 1'applicazione:
(@, a)e 6,06, = Q¢ by
Essa & un omomorfismo (anzi un epimorfismo). Infatti:

(Q, :QZ)/(E:/ Eg,) € 6’« @ él ) (101 [(Q"»a'z)@(L' 'Ll)]:
=@ [(eab), 0 bl ] = Qiby= Qo (a;,0,) 9 (4,5,)

Determiniamo ora il Ker Lf) 1:

(Qi, 2, ) € K¢y & Py (o50 o)z Ui € by & Q= Uy

Dunque Kerc{’l & costituito dalle coppie (uj, as) al variare di ag in Gg. Tale s ottog'ruppo invarian
te Ker [P 1 di G16§< Go (cfr. teorema fond. 7.5) sari indicato con G2 HEsso & chlaramente isomor-
fo a Gg. Sempre per il teorema fondamentale 7.5 il gruppo quoziente GleG)/Gz ¢ isomorfo a

Im Lfl = Gy (in quanto ({)1 G1@®Gg —> Gy & un epimorfismo).

Analogamente si prova che l'applicazione

: (as0.)¢ 6@ 6 —>a, €6,

¢ un epimorfismo; che Ker (-Pz coincide con l'insieme Lrl delle coppie (al, u2) al variare di ay in
Gy. e che il gruppo quoziente G1 & Gz/Gl & isomorfo a G2

Teorema 8.3. -

SE G E' UN GRUPPO CONTENENTE DUE SOTTOGRUPPI INVARIANTI 61, E;-'z TALI CHE PER
OGNI a & G L'ELEMENTQ A SI-SCRIVE IN UN SOLO MODO a = ajag, CON aj € Gy, a9 €Gg, AL-
LORA G E' ISOMORFOC A G1@ Gg, E VICEVERSA.,

Si definisce in modo analogo il prodotto cartesiano tra n gruppi Gy, Gg, ... Gy, e si .
denota:
G, 6@0--- 96,
nel modo seguente. Gli elementi sono le n-ple ordinate (a1, ag, .... ap), con a; €Gj.
Il'prodotto di (a1, ....) (b7, ....) & dato da:

(QJ,/Q;, .- Qm)(b}/bz};-»-’Em):(azhij Qsz) - -, Q. g:».,,)

9. - GRUPPI OPERATORI,PRODOTTO SEMI-DIRETTO TRA GRUPPIL. -

Dato un gruppo R e un gruppo G diremo che R & un gruppo operatore su G quando & da
ta una applicazione di RxG su G (cio& una legge che associa ad un elemento r di R & un elemento g
di G ancora un elementor(g) di G)

(9.1) P« (ve)e Rx6 —> x(9)¢

tale che soddisfi alle seguenti proprieta

1) V?e 6— —_— WRQ’I%} = % (dove up @ l'unita di R)

(9.2) Ve R Vo0, 062> % (300.)= o3, )¢(a)
B)V'Z 'R VQ&@I’>(%*¢)_3)__ (,'?3,{'3),
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11 prodotto semidiretto di R per G si denota con R @ G e si definisce nel modo seguente: esso &
l'insieme R x G in cui & data la legge di composizione (o prodotto)

{9.3) (bc ?’4’)(’6/ ?Z/\ = (‘C"C/) djzr_ k2 (az)

,}N ””” \
o .
\ﬁa / ‘—M'

\\/

T

(xv, ﬁm?‘“\
T ES

{ (‘&V/f \ 3
\\\ . (’tlgz.}//‘ R®6 .

\WMW—W.‘—-——-"’/

Proviamo il Teorema 9.1.

RISPETTO AL PRODOTTO SEMIDIRETTO, L'INSIEME R x G E' UN GRUPPO.

Dimostrazione:.

Vale la proprieta associativa:

[A(‘Z; %"1)[“0,, Cd)zﬂ (Lc',/ ‘3) = (L”’; %1‘:(‘31})&"/ ‘%3)= (hc ’D/Q;' ?’ (@)~ tl)(33))=
-~ = ('Hf“ GeT c (9:) ¢ e (2 Qa/} (7*""5/34- T’(?Z qs)))
= (o) L0000 3] = (g4, )= (20,5, (gun )

Esiste 1'unitd ed & data da (ug, ug):

('\6/% x)(ue l U&) - (»c) % . (UG)) - ‘{»c/ ?) Dalla (2) segue infatti % {U&} = Ug

I

-t - ‘ _1
Esiste 1'inverso di (r, g) ed & dato da { T "C (/“3 N:

(x,8) [z . (20»)] (uE} (n(—l(a*‘ ))
= (%, G 9 (7)) =(Ve, 397)= (Ve, U= [+ v (37 [(x,3)

FEsempi di prodotto semi-~diretto. -

A) Come applicazione : R x G —>G prendiamo la seguente:

@ (“Céf‘é Rx§ —> Je€ & (@)= 9, Ve eR)
Verifichiamo le 1) 2) 3):
1) U}Q a ,5""" %
2) %(Q ?”E: 9,9, = '{C} ) tf%-?-)
3} “C’C(?;)vg: Q - f‘c()t'('a)}
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(%) 4%, g = (v, 3.92)

coincide dunque, in questo caso, con il prodotto cartesiano. Il prodotto semi-diretto & dunque una
generalizzazione del prodotto diretto tra gruppi.

B) Consideriamo 1'insieme delle trasformazioni lineari nello spazio tridimensionale
specificate dalle seguenti relazioni:

/ ,
X4 = ,p-n X + P»z Xa + P;g X3 + ’T,,

/
(9.4) ‘) Xz = Pz, >\/; + P)::’ X2 + Ez_;? X3 _’(-T_Z

X’s g E»)?.Q X. -+ P:S’R :><2 + PEEXJ ""-ré

(sinteticamente indicate con:
- - == X,
%'::?’L—FT o anche )“K:’pkd' XJ+TK

»

- -—P
dove = (X/,XZ ,><3) ; (>\' »><2 X‘ ) ed R, di elementi Rl'], indica una rotazione pura (o ri-
flessione o inversione) e T una traslazione.

L'insieme di trasformazioni precedenti costituisece gruppo rispetto alla operazione di
successiva applicazione di due di esse. Infatti, da

- - -—>>
T, = BT+ T, =R, % +
si ha: ;\—C: - R "?_é. rTr
. >
con 7;3:,- P P e D - ".
L'unita é costltulta dall'elemento "J" 5 —I:——»o L'inverso del generico elemento ( E’ ~

é(?"~PT’)

Risulta chiaro che questo gruppo & isomorfo al gruppo R (& T prodotto semidiretto del
gruppo della rotazioni fo riflessioni o inversioni) per il gruppo delle traslazioni. Tale gruppo co-
stituito da tutte le coppie ordinate R, T F ha infatti come regola di moltiplicazione la:

(% TR T = {re, T+ rT

L'insieme delle traslazioni pure (Ry; = S i T # 0) & un sottogruppo abeliano (e quindi invariante)
delle trasformazioni pili generali (1 8 4).

«

L'insieme delle rotazioni pure (Rij = Eij’ T = 0) & un sottogruppo non invariante del gruppo (10, 4).
Infatti (par. 5)

(9’,:'r>)(':e',o)(@,'7?)"-_- (RT)(R o) r7, - p"'F)=
= (RT)(R'R 0-R'R'T)= (rRr'p”, F- o' p"F)
C) L'insieme delle trasformazioni quadridimensionali

'X‘(gc - ’e/

10) lascia invariante la forma quadrativa s2 (world-distance) tra due punti P(xq, xg, x3; X4 = ictp)

e X

che:

e Q(y1, yo2. ¥3; Y4 = 1ctQ) dello spazio- tempo CON Xq ...... > X35 Y15 s I3 coordinate spa-
ziali reali
. 2 2
[ \, -
s %) = 2O o= & (- ta
Y= M=

20) non altera le proprieta di realtd delle coordinate (le coordinate spaziali restano reali, la com
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ponente temporale resta immaginaria),

si dice insieme delle trasformazioni di Lorentz.

Nella sua forma pit generale (full inhomogeneous Lorentz group o gruppo di Poincaré)
esso si scrive:

f’ -
(9.5) ><~,~=J8}~x><,x+ T (%,/«-—- 1,2, 3 4)
o anche in forma compatta:

)(' = L X 4 T (L matrice 4x4, T° vettore quadrimensionale)

Le trasformazioni (9.5) soddisfano le condizioni 1) e 2) purché siano:

ik 1y reali (i,k = 1,2,3,4)
L 144 immaginari puri .
T’ reale : Ty immaginario puro.

L'insieme delle trasformazioni (9.5) costituisce gruppo rispetto alla operazione di successiva ap-

plicazione. Indicando con {L, ‘T’} il generjco elemento dell'insieme si ha che la trasformazione
prodotto di due trasformazioni { )._C” ‘r’(”} f La" »?.Al’f ¢ data da:

N 1)
{L ,T,(z}(L( ,T/(ng _ { L(z) L[«)} L.‘”'T“(”-% rr.z(z;}
Si vede facilmente che 1'elemento unitd del gruppo {1, O} e che l'inverso di un elemento {L, ‘T’}
¢ k. -4 -1
{L} 'T"h(- = { L -7
A .

I gruppo di Poincaré & isomorfo con il prodoito semidiretto L (8 T tra il gruppo L delle trasfor-
mazioni di Lorentz omogenee (sottogruppo del gruppo di Poincaré con T=0)ed il gruppo T delle
traslazioni quadridimensionali. '

10. - ULTERIORI ESEMPI DI GRUPPIL. -

Gli esempi che seguono riguardano gruppi di matrici; & opportuno per questo ricorda-
re alcuni concetti sulle matrici.

Data una matrice quadrata di ordine n a coefficienti reali, o complessi, non degenere
A

A—.'-E | A

(.th[ &@;2/ - e - &’hM'

si dice complemento algebrico od aggiunto di un elemento apj il determinante di ordine (n 1) che
si ottiene sopprimendo dalla matrice considerata la h-esima colonna moltiplicato per (-1) htk

Si definisce matrice inversa di A e si indica con A~! la matrice tale che: AA~ 1. ues
sendo u la matrice unitaria di elementi QLJ 5 / /J /L 44) Si vede che:
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Ay Az ... Ami
A v A Aze .. Am
= A4 A A

-

Amt ﬁ_’ﬂ} - - é\iﬁ.’"
4 A s

dove Ajj & il complemento algebrico dell'elemento aj della matrice A.

Si dimq\sjtra che detA~! = 1/detA e che (AB)-1 = B™1 A-1. si definisce matrice traspo-
sta e si indica con A la matrice

&“ &35‘ e Gmy

~L ;

/E E & Q’ 6}«1_& anz
&'m &'hz - - Qan

~
Si dimostra che det A = det A.
i .
Data una matrice A = || ai } a coefficienti complessi, si dice matrice complessa co-

niugata di A e si indica con A% 1a matrice i cui elementi sono i complessi coniugati degli elemen-
ti di A:
* _
Alk = cl.ik.
Si dice matrice hermitiana coniugata od aggiunta di una matrice A a coefficienti complessi e si

indica con AT la matrice i cui elementi si ottengono degli elementi della matrice A trasponendo e
coniugando:

+ _
A " 8y
ovvero: "
P
INEXV S

La coniugazione hermitiana sopra definita gode delle seguenti proprieta:

1) (A+ ) +: A N

2) ((. A+>+::' Z A

o (A+A )= AT+ AT

4) (A1A2)+ = A:‘Af

Una matrice A si dice hermitiana se coincide con la sua hermitiana coniugata, cio&

+ _ - +
A=A cioé Ai’Lk = ajy
L'insieme delle matrici quadrate d'ordine n sui complessi o sui reali costituisce un
gruppo rispetto al prodotto righe per colonne che si denota con GL{n, 9;'2/ Yo GL(n,R) e si chiama
gruppo lineare d'ordine n sul complessi o sui reali.

Si dice che una matrice A, a coefficienti reali, € ortogonale se accade che

~ % .
AA=u con A=A (poinche A & a coeff. reali).

In questo caso segue
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At (AK) = dtv = kb a okt A= dta. dm del =4

(non & vero il viceversa, in generale). Si dimostra che lAB) B A

Le matrici ortogonali di ordine n a coefficienti reali costituiscono un gruppo, che si
indica con O(n).

Infatti !

j\; A, B E 06’"’)——9' //Af = )(A "') AR %’—);"—n AA

- - |
=V et AB e Obw
da cui segue, per il teorema 4.1 (II. 4) che 1'insieme O(n) & un sottogruppo di GL(nJB.
Si dicono matrici ortogonali speciali le matrici ortogonali per cui det A = + 1,

L'insieme delle matrici ortogonali speciali costituisce un sottogruppo invariante di
C(n) che si indica con SO(n).

51 dice che una mairice d'ordine n a coefficiente comnplessi & ortogonale complessa se

& soltanto
o
AA=7T
L'ingieme delle matrici ortogonali complessa si indica con Of(n, /¢ ).

Si dice che una matrice A d'ordine n a coefficienti complessi & unitaria se accade che
moltiplicata per la sua trasposta complessa coniugata AX‘ A% da la matrice unita

A AY = AA* =

Le matrici unitarie di ordine n a coefficienti complessi costituiscono un gruppo che in
dichiamo con U(n).

Infatti

VAR é,.U{fm = (aE)(a)=(as DA
= AR ) /?\/ AR Ez"”A*: A g"(zg-')"/\’; U

Per le matrici Uln) si ha:

VA ¢ f('ﬂ )= dbadbar= ditv= £ = dtal@ti)
= dit A LA = |det Al

Si ha cost |detA | % = + 1.

Si dicono matrici speciali unitarie (o unitarie unimodulari) SU(n) quelle per cui si ha:

Y Ae SVl det A= 4

3i vede che SU(n) & un sottogruppo di U(n), invarlante in U(n). Tali matrici non costituiscono grup-
po rispettg al prodotto righe per colonne, ovvero le matrici hermitiane non formano un sottogruppo
di GL(n, ).

Osserviamo che se A & una matrice hermitiana e S una matrice unitaria, sas-t e di
nuovo hermitiana. Inoltre esiste una matrice unitaria S, tale che S,AS,™" & una matrice diagonale.

Se A & reale, 5, pud essere | So ortogonale.

Complementi ed esercizi al Capitolo II. -

1. - Si consideri il gruppo Dg del par. 2. Dimostrare che gli elementi di tale gruppo
obbediscono alla seguente tabella moltiplicativa
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U A B C D E
8) U A B C D E
A A U E D C B
B B D U E A C
C C E D U B A
D D B C i E U
E{E C A U D

2. - Si dimostri il seguente teorema (Rearrangement. theorem): Data la Tabella mol-

tiplicativa di un gruppo finito,in ogni riga o colonna compare una permutazione degli elementi del
gruppo.

3. - Scrivere tuttl 1 sottogruppi del gruppo Dg di cui al par. 2.

4. - Trovare i sottogruppi invarianti del gruppo D3, non banali.

5. - Si consideri un gruppo finito G di ordine 6. Si dimostri che, se G non & ciclico
(ab = U) ogni suo elemento ha periodo 2 o 3.

Questo & un caso estremamente particolare del ' 'Teorema di Seelov'': Dato un gruppo
G di ordine N, sia N scomposto in fattorl primi N = prl11 pr12 . pgK. Perognii=1, ....., kesi-
ste almeno un sottogruppo di ordine p; "1 Se tale gruppo é unico, esso & invariante. Se non & unico,

il numero di sottogruppi di ordine p?l ¢ dispari, ma tali gruppi sono coniugati in un automorfismo
interno.

8. - Si consideri il gruppo G delle trasformazioni reali ortogonali (a determinante =+1)
tridimensionali, Sia H il sottogruppo di G delle trasformazioni ortogonali a det = + 1 (proprie).

Poiché ogni matrice ortogonale &: i) o una rotazione propria e quindi appartiene ad H,

ii) o il prodotto di una rotazione propria per una riflessione P rispetto all'origine data da x' = -x,
y' = -y, z2' = -z, il gruppo G potra scriversi
H, PH oppure H, HP

Provare che:

a) H & un sottogruppo invariante (H = PHP“l);

b) la classe f m} , per ogni m non appartenente ad H (e quindi appartenente a PH o HP, che & lo
stesso) non & un sottogruppo, mentre per meH la classe Im} & un sottogruppo e coincide con H
stesso;

¢) il gruppo quoz1ente & di ordine 2: il suo elemento umta < fu} H stesso, l'altro elemento e
{x} = ki = Hk ( k/& H). Tale gruppo, di ordine 2, & tale che {k§ {xl =$uf; ciot @ ciclico.

>

7. - Dato un gruppo operatore R su un gruppo G proviamo le seguenti proprieta
a) V A é(R :—;> rg(ué_l): u(r (la dimostrazione segue dalla seconda delle (9. 2)).
b) Per ogni fissato r ¢ R, l'applicazione di R in sé data da:
fo: GEC — x(gleC
& un omomorfismo (endomorfismo).

8. - Dato un gruppo G, l'insieme degli endomorfismi di G in G denotasi con Hom(G, G).
Definiamo in esso come operazione di prodotto 1'applicazione successiva di due endomorfismi (che
& ancora un omomorfismoe). Rispetto a tale operazione, 1'insieme suddetto & un gruppo che si de-
nota con Hom(G, G). Provare che:

L'applicazione di R in Hom(G, G):
: ne K > P, ¢ Hom(G,G)
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¢ un omomorfismo.

9. - Dimostrare che il gruppo delle trasformazioni di Lorentz omogenee & a 6§ parame-
tri mentre quello di Poincaré ¢ a 10 parametri. Qualé & il . significato dei parametri?

10. - Una trasformazione di Lorertz pud essere scritta sotto forma di matrice che sod-

disfa la equazione
eV

~
L ? l o 3/ (L = trasposta di L)

essendo
-4 0 ¢ ©
4 = o'~ ¢ ©
(f a o =1 &
o € & 4
Dimostrare che:
1) un insieme di maic\r;ici cosi definite costituisce gruppo; .

2) IYinversa di L & gl g;
3) detl. = + 1;
4) l'elemento 4.4 & tale che Lyy 21 o Lyy £- 1.
Gli elementi del gruppo di Lorentz omogeneo per cui det L =+ e L4’ 4 =1 formano un

S

sottogruppo del gruppo di Lorentz, che & il sottogruppo delle trasformazioni di Lorentz proprie or-
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CAP. - III - SPAZI VETTORIALI -

1. - SPAZI VETTORIALI. -

Dicesi spazio vettoriale sui reali un gruppo abeliano additivo (detto anche modulo) do-
tato di una legge che associa ad ogni numero reale € ad ogni elemento v di V ancora un elemento di
V, denotato con av, tale che:

(1) VaeR , ¥yryeV =7 alx+¥) = ax+ay
(2) Ya,beR, ¥xeV =% (a+b)x = ax+bXx
(3) VabeR, ¥xeV = (ab)x = albr) = abx
(4) YxeV = 4x=x
In modo analogo si definisce uno spazio vettoriale sui complessi. .

tore nullo; se vg V l'elemento -v prende il nome di vettore opposto di v. Gli elementi diIR si chia
mano coefficienti e av & il vettore ottenuto moltiplicando il coefficiente a(€IR) per il vettore v. Os
serviamo che dalla (1) si ha(x)

VaeTlR, ¥Yx,¥yeV = a(x-y)= ax -ay

Dalla precedente ugualianza, ponendo x =y, si ha:

YaelR => 40 =0

Esempi di spazi vettoriali:

1) I vettori dello spazio ordinario costituiscono uno spazio vettoriale sui reali, rispet
to alle usuali leggi di somma tra i vettori e prodotto per un coefficiente reale,

2) Le funzioni continue definite in un dominio costituiscono uno spazio vettoriale su 13
rispetto alle usuali leggi di somma tra funzioni e prodotto per un coefficiente.

3) Sia C{a,b) l'insieme delle funzioni continue f(t) a valori complessi definite nell'inter
vallo a*b delltasse reale t. Tale insieme costituisce uno spazio vettoriale V sui reali quando si B
definisca la somma di due vettori x, y € V come la somma delle funzioni complesse corrisponden
ti x(t) ed y(t) e I'elemento a X, con a ¢ TR. come la funzione a x(t). Il vettore nullo corrisponde h
alla funzione identicamente nulla,

4) L'insieme delle funzioni di una variabile reale, sviluppabili in serie di Fourier, co
stituisce, rispetto alle usuali operazioni di somma e prodotto per un coefficiente, uno spazio vet
toriale. Cosi l'insieme delle funzioni sviluppabili in serie di fissate funzioni speciali (p. es. i ];59_
linomi di Legendre).

Diremo che n vettori xy, X9, ...., X}, .... Xp di uno spazio vettoriale sono linearmen-
te indipendenti se la condizione: :

(5) 2 K X, =0 (% € R)

1 kK =k

implica Xy = O Kzt,2,.,n

In caso contrario diremo che essi sono linearmente dipendenti.

Si dice base di uno spazio vettoriale V un insieme B di vettori tale che ogni vettore di
V si possa esprimere in uno e un solo medo come combinazione lineare di un numero finito di vet
tori di B. Si dimostra che ogni spazio vettoriale V ammette una base.

(x) - Dim.: ax= aj(x-Y)+¥]=2a(x-N+3y = ax-ay = a{x-Y¥)
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Si osservi che, nell'esempio 4 precedente l'insieme (1, senx, cosx, sen2x, cos2x, ...
., Sen nx, Cos nX, ....) non costituisce una base nel senso anzidetto.

Uno spazio V si dice a base finita e di dimensione n, e si denota con V,, se esiste una
base con n vettori. Allora si prova che ogni base & costituita da n vettori indipendenti e che n qual
siasi vettori indipendenti costituiscono una base. Ne segue che n ¢ il massimo numero di vettori in
dipendenti di V. B

Se uno spazio, vettoriale contiene un numero arbitrariamente grande di vettori linear-
mente indipendenti, allora si dice che ha infinite dimensioni.

5) I vettori dello spazio ordinario costituiscono uno spazio vettoriale di dimensione 3.,

6) Tutti i polinomiia coefficienti reali (o complessi), rispetto alle usuali leggi di som-
ma tra polinomi e prodotto per un coefficiente, costituiscono uno spazio vettoriale. Una base di

tale spazio & data da (1, x, Xz, e, X8, .). Questo spazio non & a base finita.

7) I polinomi di grado n a coefficienti reali (o complessi) del tipo:
’ — w2 o
-FU(} S G b AN R G RTE o X
costituiscono uno spazio vettoriale ad (n+1) dimensioni.
8) Lo spazio vettoriale C(a, b) di cui all’esempio 3, ha infinite dimensioni. Infatti so-
no elementi di C(a,b) i vettori xy =t, X9 =t ..., Xp 7 t {per ogni valore di n) che sono anche

chiaramente linearmente indipendenti. (L'elemento t% non si pud scrivere combinando lihearmen-
te altre funzioni del tipo tK se k # n).

Definizi 1on1

a) Chiamasi sottospazio vettoriale di V un sottoinsieme H di V che gode della seguen
te proprieta:

VX,YeH , Vabe R = axs+by eH

Se H, K sono sottospazi di V, l'insieme intersezione (v. Cap. I, par. 1) HN K risulta ancora un
sottospazio di V, come & evidente. In modo analogo si prova che l'intersezione, in senso insiemi
stico,di una qualsiasi famiglia (non vuota) di sottospazi di V & anche un sottospazio di V.

Se H e K sono sottospazi di V, 1ltinsieme di vettori di V ciascuno dei quali & somma di
un vettore di H e di un vettore di K, costituisce ancora un sottospazio di V, ¢ome & facile dimo-
strare. Tale sottospazio prende il nome di spazio somma di H e K e si denota con {(H+K). Esso e~
videntemente € il minimo sottospazio che contiene contemporaneamente H e K.

Se H ha dimensione h e K ha dimensione k, si ha ¢he HOK ha dimensione finita, dicia-
mo i, (H+K) ha dimensione flmta, diciamo s. Sussiste allora la relazione di Grassmann seguente:

h-&-!ﬁ; =3:_+§ .

b) Sottospazi supplementari: due sottospazi L., ed Ly_ di uno spazio vettoriale Vi
si dicono ggpplemgl_tarl se hanno in comune il solo vettore nullo e danno per somma tutto V. Per

esempio: in ®3 , il plano (x, y) & unito, l'asse z unito, la somma di (x,y) e z copre R3e 1'1nter
sezione di (x,y) con z & l'unita (lo zero).

¢) Sommge diretts di spazi vettoriali. Chiamasi somma (o prodotto) diretta di L, Lp
e denotasi Ly, @ L, (cfr. Cap. II, par. 8) lo spazio vettoriale i cui elementi sono le coppie (V1,
Vy) con Vi€ Ly, Vo € Lp e le operazioni sono definite da:

(Y, ¥a) + (¥, 0) =(Yis%', Y +¥a)
CCYUY:L\} = (:CY:/ C\;/?..) ce R

Naturalmente se By, = (ey, e, s ..m) e BI (g‘l, 3'2, e, gi)) sono basi di 1., ed Lp rispet-
tivamente, Bp,UB, costituisce una base per Ly D
Esempio: ’

Possiamo scrivere, nel caso dello spazio R3
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3 y
Bu “L1+]_12

dove, preso Ly come un piano, Lo & determinato da un qualunque vettore non appartenente al piano.

2. - PRODOTTO TENSORIALE DI SPAZI VETTORIALI -

Siano V, e Wy, due spazi vettoriali sui reali di dimensioni n ed m rispettivamente Ci
proponiamo di provare il:
Teorema 2.1. -

ESISTE UN'APPLICAZIONE t DEL PRODOTTO CARTESIANO Vp x W, IN UN FISSA-~
TO SPAZIO Tpm DI DIMENSIONI n x m

}C : \//W XWM — -T;AW

TALE CHE VANGONO LE SEGUENTI PROPRIETA":

a) SE v, v' e v'' SONO ELEMENTI QUALSIASI DI V, E w, w', w' SONO RLEMENTI QUAL

SIASI DI W,y - -
§ / !

" Ely, whw')= Tlow)+ Ly, w)

(2) (v w) = T v w)+ t (¢ w)

b ¥aeR vel  well, siabbia

(3) tlay,w)= at(yw¥= t (v, aw)

c) Se £ = {4@), Cap---y Q%) = %6(,}‘;“”‘“{ ) n = {‘Y),/'y)?, ”}%) - {/yzd },;:4-..,4%«

SONO DUE BASI RISPETTIVAMENTE IN V, e W, t (@; ﬁ? ) P . COSTITUISCONO UNA
E 1] J /.—-{..M/ ):I.J\M
BASE IN Tpp,. \

Dimostrazione. -

Fissiamo in Ty, una base che indicheremo con
{&}

{‘9"3? / %/}z‘h{

basi scelte in Ve W, .

e siano

Si consideri 1'applicazione seguente:

Eo (v w)e Vox W —> T (%) € Tum
ove, se V = 2 \/g'@;/ \}f"—‘z Wg_n.h sia
./ -\,
(4) t (v, ¥)= =, o ¥ &
Dimostriamo che l'applicazione (4) gode delle proprieta a), b), c¢).

Per la definizione (4) si ha:

) y — «t . 7 { " . (:" ' . ¥
Ty, wey') A‘f’»{‘ﬁiﬁwdx)faé = 2 %W 9§+Z Vc:vc/o-’ 6, =

. 3 } N
= tlvw)+ tlvw)
con cid & dimostrata la {1). In modo analogo si provano la (2) e la (3).

Proviamo la proprietd c¢). Siano
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{ﬁ'“ }}:h " gﬁ?; }) 1. 4
;t (4«%) ’}};‘}zh"t I

’ <,ost1t111sce una base di Ty,

Per la (4) si ha intanto:

y o <
(5) t (f’mf}*i)z Z C>ht}§k’é Ly = Ly

per cui se le basi

é-'(i/lp Z ;‘?} ? coincidono con le basi %éﬁ} ? {?-/lJ JI

5 L"LQ

I'asserto & provato. Sitratta ora di provarlo quali che siano le basi in Ve W . Si ha, effettuan-
do i cambiamenti di base

nf < . ! :
(5) Ly = 20 M= S by 4

per le condizioni a) e b) gia provate, che:

t (f,h/f‘l;)': 2 Qy, LWJ‘ t (?e), :70)

@ %I I ..
Indicando con Lry = (@h; frz!{), per la (5) si ha:

4 4
7 - . . .
(7) :ZJ%K, e Z; ka ka '_C_“yd
L4
Ora le (8) si invertono in (cfr, par. 1):
. izl
A 3 3
> > ! ! ..
- s "0 o= S/ d
& = Ly LnEn ) =Y - EJK ,.L X € quindl

. Lo , t b ’
Ly= b (“Ev/iﬁ} = Z Q'w 5‘;';.:% (ex )
4 L b

. . BN 1 . . . . .
La (8) inverte la (7) e ¢id prova che epk costituisce una base in Tpy,. Enunciamo ora senza dimo-
strarlo il:

(8)

w<~

Teorema 2.2.

- Q V pd / )»T

th A A

E' UN'APPLICAZIONE QUALSIASI CHE GODE DELLE PROPRIETA' a), b), ¢), ESISTE IN Tpm
UN AUTOMORFISMO L? TALE CHE

o blnw)— @ (vw) , (ww)eV,xW,

Cid premesso si definisce prodotio tensoriale di V,, per W, e si indica con
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la coppia costituita di un fissato spazio Ty, e da una fissata applicazione t di V x Wy, in T,
che goda delle proprieta a) b) e ¢). Chiamasi prodotto tensore di v ¢V, e w €Wy, 1'elemento
t(v, w) ¢ Ty, Si pone poi

t(vwl= yYew
(x)

e il secondo membro si legge "v tensore w'" .

Osserviamo che se si cambia 1'applicazione, i, soggetia sempre alle a) b) e ¢) il pro-
dotto tensoriale non cambia che per un isomorfismo un essenziale.

Dalle proprieta a) b) segue subito:
ve(viw)= Yo+ Yew'
(Yvv')@w = YVew + Vew
(ovi@w = &VoWw

Inoltre 5 _(é,‘:% ¢ una base di V,, ed {”?,’} una base di Wy, risulta, per la c),
che {@; & WLJ } & una base in Vy @ W,,. Si ha:

<= . b, _ N .
Ve ZViec w=2 Y o, Y@\E/-ZVLWJ@@%

Osserviamo che al variare di v in Vj, e w in W, il prodotto tensore v ® w non descri
ve tutto Ty non appena sianz2 edmz 2 (risultando allora n+m £ nxm). Perd ogni elemento di
Thm si pud esprimere come combinazione lineare di prodotti tensori, risultando

%«—Q"; ® /y)J }(;:-i,,.'n, = 4o

una base di Tppy; cio& i prodotti tensori v &) w generano tutto Tom e«

. ) . . @\ )
Quanto esposto si generalizza nel modo seguente. Dati p spazi vettoriali \4””4 \/m‘,,_\éﬂ
e fissato uno spazio vettoriale di dimensione my - mg ... my indicato con Tm],mz- c.mp si pro-

va, in modo del tutto analogo. al caso precedente il

Teorema 2.3. ~ *

ESISTE UN'APPLICAZIONE t DEL PRODOTTO CARTESIANO vﬁrﬁi x V,(afl’)2 x ... vP)
NELLO SPAZIO Ty m,. . .m  TALE CHE: P

@) & p, S TS
g vV vV
i -
t (‘_/(”/,_,, _‘{w-!-\_/{fs; e \_.{'(P’)z + (_\((‘j_,_ }_\:‘(S}"_ G ) -+

y ( (s "

+ (v vy
b VaeR o yEey®
Y -

blovu v )= (4 0n, v¥)= (00 1t axt)e ot (v vr)

c)Se L4 (if4: 4 "_"mz) ei’? ("P: 4. 4”?p) sono basi scelte comungue rispettivamente

in le;sz, . Vmp,
‘t /”(/“ @ (b titui base in T
. - . costituisce una base .
“‘:‘"4}-‘?:(«3_ y e %Lp . base 1n myp. .. my

(x) - Lo spazio Tpy, prende il nome di sostegno del prodotto tensoriale di Vi per Wy, . Spesso es
so viene denotato ancora con Vy £} Wy, qualora cid non dia luogo ad equivoci.
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Cid premesso si definisce prodotto tensoriale degli spazi Vmy... V. e si indica con

mp
T 2 1
\/é) & \/(é_,w \/Q)
la coppia CO)Stlt t? da T .. m e dall'appllszazzlone t. Chiamasi poi prodotto tensore di v(l)e
. 1
Vmy,....Y (p) Vm l'elemento 114 , y_(p )di Ty Ty
-— (f\‘/ (’)‘ .. y' (p? >: V(” éa @ .\_(-/(?'

In modo analogo a quanto visto al paragrafo precedente si prova che se 0 & una qualsia
si altra applicazione del prodotto cartesiano \/{” \/2’, LY ?; L —H””w .. te0, che goda delle pro-
prietd a) b) e ¢) esiste un automorfismo di Tml .myp *per cui si ha:

9 : ‘t (—\{(f', .\.‘{(21 . lf(?)) _____> Q (k,/}!)—\{(.?'l B ..\‘./(F‘)

Quindi il prodotto tensore su definito &€ unico a meno di automorfismi.

Notiamo infine che, dati per esempio tre spazi Vi, Vy,,. V, si pud considerare il pro-
dotto tensoriale (V] & Vi) ® Vy,. Esso risulta isomorfo a Vi & V,, & Vn. Cid*si enuncia di-
cendo che vale la proprietd associativa per il prodotto tensore.

3. - ALGEBRE. -

Un 'algebra ¢ uno spazio vettoriale V tale che in V & definito un prodotto interno per
cui:

(1) ¥ XY Z &/ = X (y+z)= XYy +t%z (Y+2 )x= Yx+zx

(2) YaeR g,/yéﬁvré- (ax)y=alxy = xfay) =axy

Esempi:

B e hvn_ WA ¥

I vettori dello spazio ordinario costituiscono uno spazio vettoriale su ;JQ . Se in esso
si definisce come prodotto interno il prodotto vettoriale ordinario, allora tale spazio diventa una
algebra.

Le matrici quadrate di ordine n, reali o complesse costituiscono un gruppo abeliano
rispetto-alla somma:

A - B = b A+R = o bl

A= g; «c,,K;f

Sie poi s'introduce {1 prodotto di una matrice per un coefficiente reale o complesso si ottiene uno
spazio vettoriale. Se in tale spazio vettoriale si definisce come prodotto interno il prodotto righe
per colonne allora si ottiene un'algebra.

Un'algebra si dice associativa se vale la proprietd associativa del prodotto interno, com-

L'algebra dei vettori non e associativa (AA( BAC) # (A AB) AC) bé commutativa
AA B # BA A mentre quella delle matrici & associativa ma non commutativa.

Algebra di Lie. -

Un'algebra L si dice algebra di Lie se gode delle seguenti proprieta:

(1) \7/2_( & L ::_‘\) XX =o (0 & 1'unita del gruppo)

(2) V.i Y,z (;L ::)( /)Z’f—( 4-)74'1 ( )X“O (identita di Jacobi).
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Per esempio, l'algebra dei vettori dello spazio ordinario risulta un'algebra di Lie, come & facile
provare.

In un'algebra di Lie L si ha:

¥xyel Xy = - ¥X
Dim.:

(%4 )[x+¥) = © (per 1a (1)) :(>5+Z}i"§"(>ﬁ+)/.)‘ = XX+ yx+ R Y] =0

=YX+ ) F0 S K=Y X

Sia V un'algebra associativa; a partire da V si pud costruire una altra algebra L, che
sia di Lie, modificando nel modo seguente il prodotto interno:

[x7] = xy-yx

Si vede infatti immediatamente che:

(1) [X,X:}:O

(2) B T Ty -
_LX) (\//z)_i + [7// :(21)()] + !__2'/ (%IY)] =0
4. - OMOMORFISMI (O OPERATORI LINEARI) TRA SPAZI VETTORIALI. - AUTOMORFISMI. "~

Consideriamo due spazi vettoriali V e V'. Chiamasi omomorfismo od operatore linea-
re di V in V' un'applicazione T:

T:V—>»V! tale che goda della seguente propfieté:

VeyeV  ¥VabeR
/
T lex+by)=a T+ bTH) eV

(5.1)

Vale il seguente:

Teorema fondamentale 4.1. per gli spazi vettoriali, (confronta con il teorema (7. 5) del capitolo
1I sugli omomorfismi tra gruppi):

SE T E' UN OMOMORFISMO TRA DUE SPAZI VETTORIALL V E V' SI HA:

1) ImT E' UN SOTTOSPAZIO VETTORIALE DI V*';

2) KerT E' UN SOTTOSPAZIO VETTORIALE DI V;

3) LE CONTROIMMAGINI DEGLI ELEMENTI DI ImT SONO LE CLASSI LATERALI INDOTTE DA
T IN V (KerT E' CHIARAMENTE INVARIANTE);

4) LA CORRISPONDENZA DI CUI AL PUNTO 3) TRA LE CLASSI LATERALI E GLI ELEMENTI
DI ImT E' UN ISOMORFISMO.

Dimostrazione:

1) Dire che ImT & un sottogruppo vettoriale di V' equivale a dire che:
—_ X R [ —
VQIYe_Lml ]V)\,]ceﬂﬁ = Af!*?‘}'»l/é-rm‘
Infatti:
VvvelnT—=>3Jx,yeV ttice v=Tx ,v=TTy
- ; A .

= AU+ Ry = AT+ ?‘«Tf}’} = T [y« Fy) € T T

essendo

AMW{V
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2) Dire che KerT & un sottospazio vettoriale di V equivale a dire che:
V x) ¢ Ken T &= T&) = _"—()’) =
dove 0' & I'elemento unitd di V',
Infatti:

VyyekaT ¥ apeR =>T (At )= ATe+ 170

= AO!-F}%@! O/ => AX+ fle Kea T

¥

3) Facciamo vedere che tutti gli elementi di una classe indotta in V da KerT hanno lo stesso tra-
sformato in ImT.

5i consideri la classe:

{){.,g = X Kb‘r,T = 2( + ¥V , \4,./ & }(%'T"
Vye [xl = Th= Tlewv) =T +0 =Te

4) La corrispondenza tra gli elementi di V/KerT (cioé le classi laterali) e gli elementi in ImT &
un isomorfismo, ciod due elementi di classi diverse non possono avere lo stesso trasformato.
Infatti cid. consegue dal punto 4) del teorema fondamentale (7.5) per i gruppi:
Olire al teorema fondamentale precedente vale il seguente:

Teorema 4.2, -

DUE SPAZI VETTORIALI DI DIMENSIONI FINITA SONO ISOMORFI SE E SOLO SE ES
ST HANNO LA STESSA DIMENSIONE.

Dim. :

Se i due spazi sono isomorfi, cio® se esiste un isomorfismo Lf’ tra essi, l'isomorfismo
muta una base di V in una base di V' e pertanto i due spazi hanno la stessa dimensione.

Viceversa proviamo che se V e V' hanno la stessa d1mens1one n si riesce a determina-
re un'isomorfismo ({) tra essi. Sla ]f . &p) una base in V e (e1. e2 .ep) una base in V'.
La corrispondenza Y: Y é Vo u'e V che associa al vettore V= 3' i ¢, i1 vettore v'= 3l e
(con le stesse componenti nelle due basil) risulta manifestamente un isomorfismo.

Definizione:

Si dice automorfismo di uno spazio vettoriale V un isomorfismo di V in se stesso (cfr.
Cap. II, par. 7).

L'insieme di tutti i possibili automorfismi di V forma un gruppo, che indicheremo con
A(V), rispetto all'applicazione successiva di due di essi.
i‘ :
L.e matrici considerate nel capitolo I costituiscono un semplice esempio di operato
ri lineari in CI,
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CAP. -1V - SPAZI TOPOLOGICI -

1. - DEFINIZIONI E GENERALITA' SUGLI SPAZI TOPOLOGICI. -

In analisi il concetto di continuitd di una funzione si introduce facendo ricorso al con-
cetto di intorno di un punto. Per esempio, nel caso di una funzione di variabile reale y=f(x) defini
ta in un intervallo (a,b) si dice che la f(x) & continua in un punto x4 dell'intervallo, se per ogni rea
le £ > 0O esiste un SEQW\. tale che per ogni x dell'intervallo per cui }x - Xo\‘( &g , cioé per
ogni x di un intorno aperto di xo di raggio é, , risulti Ef(x) - f(xo)I( E.

74

Si pud pensare di estendere il concetto di continui-

£ ta anche per insiemi pil generali dell'asse reale R ma
LIENE per questo occorre introdurre il concetto di intorno aper-
S to di un punto dell'insieme.
& : .
. i . - A tale scopo conviene procedere introducendo innan
{ { > =
o Xa b X zitutto la nozione di spazio topologico:
o
Definizione:

Si dice chefnell'insieme S(#§) & definita una topologia o una struttura topologica quan-
do & data una famiglia G = Ai)ie 1 di sottoinsiemi Aj di S, detti aperti, in modo che siano sod-
disfatte le condizioni seguenti:

n U A =A (I'c 1)
161
2 'V A At eT = AlNA; e
3) ¢ ; S sono elementi di G
[y

La coppia (S, %) si dice spazio topologico. S si dice sostegno ez\FrfSpologia dello spazio

topologico.

Diamo ora alcuni esempi:
»

Esempio 1:

Sia S 1'asse TP\ e ?; la famiglia degli aperti di R nel senso dell'analisi tradizionale (un
insieme A di R si dice aperto se per ogni punto di A esiste un intervallo aperto con centro nel pun
to e tutto in A). & Si pud anche definire come l'insieme costituito da @ e dalle parti di R ciascuna
delle quali @ unione di intervalli aperti di R . si verificano manofestamente per 14

le proprieta 1),
2) e 3). Dunque T & una topologia di Re prende il nome ditopologia naturale di R

Esempio 2:

Sia 8 = R 2 il piano cartesiano (x, y) e G la famiglia degli aperti del piano nel senso
dell'analisi tradizionale (un insieme A di S si dice aperto se per ogni punto di A esiste un intorno
circolare, con centro nel punto, tutto contenuto in A). Si vede immediatamente che sono soddisfat

te per G le,condizioni 1), 2) e 3). Dunque G & una topologia di TR2 e prende il nome di fc_glglogié—
naturale di &2, .

Esempio 3:

Sia S un insieme costituito dai tre elementi A, B, C. Consideriamo come aperti costi
¢+ tuenti la famiglia G gli elementi A, § ed S.

Si vede facilmente che (S,G ) costituiscono uno spazio topologico:

1) AU(;IID US = AUS =5 €E; A Sz:(AJ¢1,S>
AVD = A e T ;3 AUS=5¢eT; i .C
({)US :.:'.S!C% _E_..... [
5 AN =Del ; ANS =Ae%; d0S=0eh
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3) P, S aperti

Esempio 4:

Sia S lo stesso insieme dell'esempio precedente e sia Z costituito da A, B, @, S.
,In questo caso (S, Z ) non & uno spazio topologico. Infatti non & verificata la condizione
1): AUB €G.

Dato un insieme S(#§) la famiglia costituita da tutti i sottoinsiemi di S costituisce una
topologia di S che prende il nome di topologia discreta di S, mentre la famiglia costituita soltanto
da § ed 3 costituisce un'altra topologia di- S che viene detta topologia banale di S.

Dungue ogni insieme S{#§) ammettie sempre due topologie che sono distinte se e solo
§e l'insieme possiede almeno due elementi,

Dati un sostegno S e due sue topolog:e Te ?; si dice che Z‘ e pit fine di T se ogni a-
perto di & & anche aperto di z' , ciot se T & %' La pilt fine di tutt le topologie di S & quella di-

N

screta, la meno fine @ quella banale,

Definizi ione: .

Una famiglia B di aperti di uno spazio topologico (S, G ) prende il nome di base per lo
spazio se ogni aperto di S ¢ ottenuto come unione di aperti di B.

Per esempio nella topologia naturale dell'asse reale gli intervalli aperti costituiscono
una base in quanto per definizione ogni aperto di tale topologia & unione di intervalli aperti. Un'al
tra base di tale topologia & costituita dagli intervalll con estremi dati da numeri razionali (infatti

N

ogni intervallo aperto dell'asse reale & unione di intervalli con estremi razionali).

Nella topologia naturale di .2 gli intorni circolari costituiscono una base. Un'alira
base € data dagli intorni circolari con centro a coordinate razionali e raggio razionale,

Nella topelogia discreta una base & costituita dai singoli punti di S (ogni punto essendo
un aperto ed ogni parte di S essendo unione di punti).

Dato un punto x di uno spazio topologico (S, ‘G ) chiamasi intorno di x un qualsiasi insie
me Ux che contenga un aperto contenente x. Un intorno aperto di x & un intorno di x che sia a-
perto. ’

Si ha subito che un-insieme A di S & aperto se e solo se ogni suo punto ammette un intor
no tutto contenuto in A (cio® se ogni suo punto & interno).

Definizione:

Chiamasi sistema fondamentale di intorni di un punto x di S una famiglia di intorni di x
tali che ogni aperto contenente x contiene qualche intorno di x della famiglia.

Per esernpio gli intorni sferici di un punto x di TR nella topologia naturale costituisco
no un sistema fondamentale per gli intorni di x. Un aliro sistema fondamentale per gli intorni di x
‘& dato dagli intorni sferici di raggio razionale, mentre gli intorni sferici di raggio intero non costi
tuiscono un sistema fondamentale per gli intorni di x.

Evidentemente gli aperti di una base di S contenenti tutti un punto x di S costituiscono
un sistema fondamentale di intorni di x.

Se X & un sottoinsieme di uno spazic topologico (S,¥ ) un punto x di S si dice di accu-
mulazione per X quando ogni intorno di x contiene qualche punto di X diverso da x.

In uno spazio topologico (S,% ) si definisce chiuso C in S il complementare di un aper-
to (cioe Minsieme costituito da tutti gli elementi di S che non appartengono all'aperto).

Denotato con “§ A il complementare di A si prova facilmente che:
G(AUB) = RA I} €8
. (0AL) = U (€AY

1€l ielt

g J 3 o= o
(L'Ce I’f\ e «:@I f (’f P’;)
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Dalle proprieta 1), 2) e 3) che definiscono una topologia e da quanto ora detto, si ha
allora che

n 0 ¢

. 17 chiuso
1e7f
2) €, UL, =chiuso

3) S, ¢ sono chiusi

Si definisce chiusura di una parte x di S l'intersezione di tutti i chiusi contenenti la par
te stessa; essa si denota con X.

Si prova subito che un insieme A & un chiuso se e solo se coincide con la sua chiusura.

Si prova facilmente che un sottoinsieme X di uno spazio topologico (S, ) & chiuso se e
solo se contiene tutti i suoi punti di accumulazione ed inoltre che l'unione di un insieme X con 1'in
sieme dei suoi punti di accumulazione coincide con la chiusura di X.

Un insieme D di uno spazio topologico (S, ¢ ) si dice denso in S se la chiusura Ddip
p ¢

o

coincide con S cioé se ogni punto di S-D @ punto di accumulazione di D (S-D & l'insieme, dei punti
di S non contenuti in D).

Esempio:

L'insieme dei razionali & denso in TR .

2. - APPLICAZIONE CONTINUA TRA SPAZI TOPOLOGICI. -

Dati due spazi topologici (S,% ) ed (S5',2") ed una applicazione (o funzione) f di § in 8',
si dice che f ¢ continua in x,€ S se, per ogni intorno U'x' di X('), trasformato di x, in 8', esiste in
S un intorno UXo di x, tale che per ogni x € Uy, st abbia iczx)e U;<6’

$:5=3, ¥xelU, => £ ¢ U .
a Q

- } . . . . 3 . N . . .
Se, per esempio, S' =TR 1a definizione di continuita ora data coincide evidentemente

N

con la seguente: si dice che una funzione £:S —T. & continua in x, se per ogni reale &7 0 esi-
ste un intorno Uxo tale che per ogni x €Ux, risulti if(x)—f(xo)l( €.

Si dice che un'applicazione & continua in S se & continua in ogni suo punto.

Si dimostrano subito le seguenti proposizioni:
Teorema 2.1. -

CONDIZIONE NECESSARIA E SUFFICIENTE PERCHE' £:(S,%) —» (8', ') SIA CON-
TINUA E' CHE LE CONTROIMMAGINI DEGLI APERTI DI S' SIANO APERTI DI S

Teorema 2.2, -

1L, PRODOTTO DI DUE APPLICAZIONI CONTINUE E' UN'APPLICAZIONE CONTINUA

Un'applicazione f: (S,% ) —> (S',%") si dice aperta se I'immagine di ogni aperto di S
risulta un aperto di S'. Un'applicazione pud essere aperta e continua. Se l'applicazione f & biuni-
voca, aperta e continua prende il nome di omeomorfismo.

Si definisce cio® omeomorfismo un'applicazione biunivoca (cio@ biettiva) f: (S,E ) —
-3 (S',%") tale che sia f sia -1 siano continue, cioé una applicazione biunivoca e bicontinua tra S
ed S'.

E' evidente che il prodotto di due emeomorfismi nel senso dell'applicazione successi-
va di essi @ un omeomorfismo.

Un omeomorfismo f: (S,%) —» (S!, G ') trasforma gli aperti di S in aperti di S' ed inol-
tre ogni aperto di S' proviene da un aperto di S; esso dunque pone una corrispondenza biunivoca
tra le due topologie T e &'. Poiche le proprieta topologiche di uno spazio S sono definite dagli a-
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perti della topologia, due spazi topologici omeomorfi si possono identificare.

3. - OPERAZIONI TRA SPAZI TOROLOGICI, -

a) Topologia relativa. -

Dato uno spazio topologico (S, % ) sia X un sottoinsieme (non vuoto) di S. In X si pud de
finire una topologia “&' considerando aperti di X le intersezioni degli aperti di S con X.

Ae T &5 A=A0X AeT

}

51 prova subito che in tal modo si ottiene una topologia @'in X. La topologia &' si di
ce ottenuta per. relativizzazione della topologia % in X. Il sottoinsieme X dotato di questa topolo-
gia prende il nome di sottospazio topologico di S.

Se X & un insieme aperto di' S, gli aperti di € ', che pertanto sono intersezioni di aper
ti di S con X aperto di S, sono anche aperti di % . Cosi non ¢, ovviamente, se X non & un aperto
di S.

3

b) Prodotto di spazi topoligieci, -

Dati due spazi topologici (S, ) ed (S', ') si consideri il prodotts cartesiano S x
x S' degli insiemi S ed S' (cioé l'insieme delle coppie ordinate (x, x') con x & S ed

Si definiscono aperti in S x S' i sottoinsiemi di S x S' ciascuno dei quali risulta unione
di prodotti cartesiani Ax A'conAe¢% edA'e "'

Si verifica subito che gli aperti cosi definiti in S x S' costituiscono una topologia che
prende il nome di topologia prodotto e si denota con € x T!.

L'insieme S x S' dotato di tale topologia prende il nome di prodotto topologico di S x S'.

Evidentemente i prodotti A x A', al variare di A in & ed A' in &' costituiscono una ba
se per la topologia prodotto.

Come esempio si consideri il prodotto topologico dell'asse x reale, dotato della topo-
logia naturale, per l'asde y reale dotato della topologia naturale. Si ottiene, come & facile verifi-:
care, la topologia naturale di W\.Q', gli elementi della base essendo formati da tutti i possibili ret
tangoli di BR* con i lati paralleli agli assi.

L'applicazione
pr(x,x) ¢ Sx8' —»xe§

risulta manifestamente continua. Essa prende il nome di prima proiezione.

Analogamente l'applicazione
3 v 1 . t [}
P f(x) € xSl x€S

risulta continua e prende il nome di seconda proiezione.

La nozione di prodotto topologico tra due spazi topologici si generalizza facilmente ad
un numero finito qualsiasi di spazi.

¢) Spazio topologico quoziente, -

Ricordiamo che, dato un insieme S ed una relazione d'equivalenza R tra gli elementi
dell'insieme, resta definito l'insieme quoziente S/R = X che ha come elementi le classi d'equiva-
lenza {x} conx € S.

L'applicazione

p:S—X = S/R

che fa corrispondere ad un elemento x € S l'elemento {x}eX si chiama applicazione naturale.

Se (8,T) & uno spazio topologico,. definiamo come aperti di X = S/R quei sottoinsiemi
di X le cui controimmagini, tramite p, siano-aperti di 5. Gli aperti di X cosi definiti costituiscono,
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come subito si verifica, una topologia %' in X, Essa prende il nome di topologia quoziente.

Lo spazio topologico (X, % ') si dice spazio quoziente di (S, &) rispetto alla relazione
d'equivalenza R. Evidentemente 1'applicazione naturale p: S ~»X tra i due spazi topologici (5,% )
ed (X, ‘¢ ') & continua.

4. - ASSIOMI DI SEPARAZIONE. -
Si dice che uno spazio topologico (S, %) & di Hausdorff o che & separato se in esso vale
il seguente:

Assioma di Hausdorff: per ogni coppia di punti distinti x ed y dello spazio topologico
(S, € ) esiste un intorno Ux di x ed un intorno Uy di y ad intersezione vuota, cioé:

x,y €5, X#&y > 2 U, U, [ you, =4
Esempio:
Lo spazio topologico dell'esempio 3 di par. 1, non & di Hausdorff.
Proviamo ora il:
Teorema 4.1, -
IN UNO SPAZIO DI HAUSDORFF OGNI PUNTO E' UN CHIUSO. -

Dimostrazione:

Se x & un qualsiasi punto dello spazio S di Hausdorff, si consideri l'insieme S-(x) (cioe
1'insieme ottenuto togliendo ad S il punto x); per ogni y € S-(x), esiste un intorno Uy di y che non
contiene x (per l'assioma di Hausdorff) e quindi che & tuito contenuto in S-(x). Dunque ogni punto
di S-(x) & interno ad S-(x), cioe S-(x) & un aperto, quindi x & chiuso; onde l'asserto.

Si noti che ci possono essere spazi topologici in cui ogni punto & un chiuso ma che non

sono di Hausdorff (si osservi che nella dimostrazione precedente si & sfruttato solo in parte l'as-
sioma di Hausdorff).

Uno spazio t*opologico si dice regolare se vale il seguente:

Assioma di regolarita: per ogni elemento x di uno spazio topologico (S, &) e per ogni
chiuso C con xé C esiste un intorno Ux di x ed un aperto A contenente C ad intersezione vuota.

Si osservi che esistono esempi di spazi regolari che non sono di Hausdorff e spazi di
Hausdorff che non sono regolari, Ma se uno spazio topologico & regolare ed in esso ogni punto &
un chiuso, allora & anche di Hausdorff,

Uno spazio topologico (S, @ ) si dice normale se in esso vale il seguente:
g

Assioma di normalitd: per ogni coppia di chiusi C1, Cg9 con C1NCQ = § esiste un aper-
to A1 contenente C1 ed un aperto A2 contenente Co tali che A1 Ag = .

Uno spazio normale in cui ogni punto € un chiuso risulta evidentemente di Hausdorff ed
inoltre anche regolare ma, in generale, non sono veri i viceversa.

Esaminiamo alla luce dei precedenti assiomi, alcuni esempi di spazi topologici.

Esempio 1: __A U ’ ASc
Sia (S, % ) lo spazio topologico costituito dall'as / ; /"\x > ADU =@
se reale ™ dotato della topologia naturale. Esso &, come - \-—\./ (’C ° -
gia osservato, di Hausdorff. E' uno spazio topologico rego ADC
lare. E' anche uno spazio topologico normale. /,,\\ AR
N \\_. R’ A2 C:z. J
Esempio 2: A‘ A A‘ﬂ/‘\a:::(f)

Sia (S, % ) lo spazio topologico dell'esempio 3 di A, B
par. 1, Cap.1V. Tale spazio non & di Hausdorff, non & rego { ’
lare né normale. e C

T = (’A"?S/' S)



43,

5. - ASSIOMI DI NUMERABILITA'. SEPARABILITA' DI UNO SPAZIO TOPOLOGICO. -

Si dice che uno spazio topologico (S,% ) soddisfa la primo assioma di numerabilita quan

do:

I. - Ogni punto di 5 ammette un sistema fondamentale di intorni numerabile.

Si dice che uno spazio topologico (S,% ) soddisfa al secondo assioma di numerabilita o
che & a base numerabile quando:

IT. - L.o spazio S ammette una base per gli aperti che sia numerabile.

Per esempio la topologia naturale in R"™soddista al IT assioma di numerabilitd, una
base numerabile essendo costituita dagli intorni sferici a raggio razionale e con centro a coordina
te razionali (cfr. par. 1, Cap. IV).

Osserviamo che il 1T assioma di numerabilitd implica il primo. Infatti per ogni punto
x di 5 gli aperti della base numerabile di S che contengono x costituiscono un sistema fondamenta-
le di intorni di x e tale sistema & numerabile in quanto & una parte di un sistema numerabile.

I1 I assioma non implica perd il II assioma di numerabilita. .
Si dice che uno spazio topologico {S,% ) & separabile quando:

In S esiste un sottoinsieme D, denso in S, ciod tale che D = S, che risulti numerabile.

Esempio:

La retta numerica & separabile perché i razionali sono numerabili.

(Ricordiamo che se D ¢ un sottoinsieme denso in S ogni punto di S-D & punto di accumu
lazione di D e quindi, in modo intuitivo, ogni punto di S pud essere "'approssimato' mediante pun-
ti di D). Se S & separabile allora i punti di S possono essere approssimati da punti di un insieme
che risulta numerabile, cioe da successioni di punti. Di qui l'interesse per lo studio di spazi se-
parabili.

Proviamo ora il:

Teorema 5.1.

OGNI SPAZIO TOPOLOGICO (S, % ) A BASE NUMERABILE, CIOE' PER IL QUALE -
VALGA IL II ASSIOMA DI NUMERABILITA', E' SEPARABILE. -

Dimostrazione:

Si scelga per ogni aperto della base numerabile B di S un punto. Sia D l'insieme, ov-
viamente numerabile, che cosi si ottiene. Proviamo che D & denso in S; si tratta ciog di dimostra
re che ogni punto x di S-D & di accumulazione per D.

Sia Uy un qualsiasi intorno di x; esistera allora un aperto della base B contenuto in Ux.
Tale aperto contiene un punto di D (per il modo in cui D & stato costruito) distihto da x, cioé x &
punto di accumulazione di D; onde l'asserto.

E' importante osservare che uno spazio separabile pud non esserea base numerabile.

Osserviamo infine che se uno spazio topologico (S,% ) soddisfa al I oppure al II assio-
rma di numerabilita oppure € separabile; tutti i suol sottospazi godono di tali proprieta.

Cosi se n spazi topologici soddisfano al I oppure II assioma di numerabilita, oppure
gsono seprabili, anche il loro prodotto topologico gode delle stesse proprieta.

6. - NOZIONE DI COMPATTEZZA. -

Dato uno spazio topologico (S, % ) si dice ricoprimento aperto di S una famiglia di a-
perti di S tale che; per ogni elemento x di S, esiste un aperto della famiglia contenente x; cio ta-
le che 1'unione di tutti gli aperti della famiglia risulti tutto S.

Uno spazio topologico (S, % ), che nel resto del paragrafo supporremo di Hausdorff, si
dice compatto se da ogni suo ricoprimento aperto si pud estrarre un numero finito di aperti che co-
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stituisce ancora un ricoprimento di S.

Un sottoinsieme X di uno spazio topologico (S, G ) si dice compatto se lo & nella topolo
gia relativa.

Lo spazio ER.W dotato della topologia naturale non & compatto in quanto che se si consi-
dera il ricoprimento aperto di R costituito dagli intorni sferici con centro in un punto qualsiasi
fissato in TR™ e raggio un qualsiasi intero, si vede subito che da tale ricoprimento non si pud e-
strarre un numero finito di intorni che ricopra tutto lo spazio. In modo del tutto analogo a quanto
detto per /l?n si prova il

Teorema 6.1. -

e e
UN SOTTOINSIEME ILLIMITATO DITRQNON PUO' ESSERE COMPATTO. (Un insieme di IR b
si dice limitato se esiste unintorno sferico che lo contenga completamente, illimitatoincaso contrario).

Dimostrazione:

Se X & un sottoinsieme di TR che ammette un punto x di accumulazione non appartenen
te ad X, cioé se X non & chiuso, X non pud essere compatto. Infatti se consideriamo i complemen
tari delle sfere chiuse di centro x e di raggio 1, 1/2, 1/3, ...., 1/n,.... essi soro degli aperti
che costituiscono un ricoprimento di X {(perché x non appartiene ad X) da cui non & possibile e-
strarre un ricoprimento finito, Cid perche x & punto di accumulazione per X; supponiamo infatti
che sia possibile estrarre un ricoprimento finito e chiamiamo con 51, S2, ..., S, ... le sfere
chiuse di centro x i cui complementari costituiscono quel ricoprimento finito. Sia Sy la sfera di
raggio minimo tra esse; il complementare di Sy, deve contenere tutto X. Dunque tale sfera Sy non
contiene punti di X e cid in contraddizione con il fatto che x ¢ punto di accumulazione per X,

. N N . M .
Abbiamo cosi provato che un sottoinsierme compatto di R deve necessariamente es-
sere chiuso e limitato. Si dimostra che vale anche il viceversa cioé che esiste il seguente:

Teorema 6. 2.

(’E‘EOREMA DI HEINE-PINCHERLE-BOREL) OGNI SOTTOINSIEME CHIUSO E LIMI-
TATO DI R™E' COMPATTO E VICEVERSA.

Per un qualsiasi spazio topolegico (S, G ) di Hausdorff si provano facilmente i seguen
ti teoremi:

Teorema 6.3.

UN SOTTOINSIEME CHIUSO DI UN QUALSIASI SPAZIO TOPOLOGICO COMPATT@.RI
SULTA COMPATTO.

Teorema 6.4.

OGNI COMPATTO DI UNO SPAZIO TOPOLOGICO E' CHIUSO.

Teorema 6.5.

IL PRODOTTO TOPOLOGICO DI n SPAZI COMPATTI RISULTA ESSERE UNO SPAZIO
TOPOLOGICO COMPATTO.

Si prova anche, pitt in generale, il seguente teorema di Tijinov:

Teorema 6.6.

1L PRODOTTO TOPOLQOGICO DI UNA QUALSIASI FAMIGLIA (cfr. par. 3, Cap.{V) DI
SPAZI COMPATTI RISULTA ESSERE COMPATTO.

Uno spazio topologico (8,E ) si dice localmente compatto se ogni punto x di S ammette
un intorno compatto. Per esempio TR (che non & compatto) localmente compatto perche per ogni
suo punto una qualsiasi sfera chiusa di centro in quel punto risulta essere un intorno compatto del
punto (per il teorema I).

Proviamo ora il teorema:

Teorema 6.7,

SE £:X+»Y E!' UN'APPLICAZIONE CONTINUA TRA DUE SPAZI TOPOLOGICIX ED Y
e K UN SOTTOINSIEME COMPATTO DI X ALLORA {(K) E' UN SOTTOINSIEME COMPATTO DIY.
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Dimostrazione:

Se {Ui} iel & un ricoprimento aperto qualsiasi di f{K), f‘l(Ui) ier risulta un ricopri-
mento aperto di K (in quanto, mediante f che & continua, le contrdimmagini degli aperti sono aper-
ti). Poiché K & compatto da { §l'€CU;)}f£€Isi pud estrarre un ricoprimento finito del tipo f'l(Ul),
f"l(U,: ), f'l('Ug), s f‘l(UI;). Ma allora Uy, Usg .... Uy costituiscono un ricoprimento finito
di f(K), onde l'asserto.

Come applicazione del teorema supponiamo che X sia uno spazio topologico compatto
qualsiasi ed Y l'asse reale R.. Si ha allora che ogni applicazione continua f del compatto X in R
ciog ogni funzione continua definita suX ed a valori’reali & tale che f(X) risultaun insieme chiuso

7. - NOZIONE DI CONNESSIONE. -

Uno spazio topologico S si dice connesso se non esistono due aperti Ay ed Ag (AlLé;%Q)

tali che:
[ — ] .
S=A,UA,, A0A =¢
Un'altra definizione di connessione equivalente a quella data & la seguente:
Uno spazio topologico S si dice connesso se non esistono due chiusi C1 e Co (Cqy, Coff)
tali che

S:C’iucﬁr ’ cd_ndl'-:(ﬁ

Chiamando clopen un insieme che sia simultaneamente aperto e chiuso si ha un ulterio
re definizione di connessione equivalente alle precedenti:

Uno spazio topologico (S, % ) si diee connesso se gli unici clopen sono $eds.

Esempio di spazio topologico connesso & R conla topologia naturale.

Si dice che un sottoinsieme X di uno spazio topologico (S, ) & connesso se tale & il sot
tospazio topologico X nella topologia relativa.

L 4
Si dimostrano le seguenti due proprietd di connessione:

I. - La chiusura di un insieme connesso & connessa.

1I. - Se A e B sono die sottoinsiemi connessi di Se se AAB # §, allora AU B & connes
80, mentre cid pud non essere vero per ll'intersezione.

7 )i/\\B 4
S a

Dato uno spazio topologico (S, % ) in S rimane definita la relazione seguente:

x, vy €5, xRy & esiste un connesso contenente x e y.

Dalla proprietd II di connessione segue subito che tale relazione & di equivalenza. Con
seguentemente S risulta suddiviso in classi ciascuna delle quali per la II proprietd & connessa. La
classe fx} & il massimo connesso contenente x nel senso che ogni connesso contenente x & conte-
nuto nella classe %x} Per la proprieta I tale classe {x‘& & un chiuso (infatti la {x} , data dalla chiu
sura di {x , & un insieme connesso per la I proprieta; ‘f)oiché essa contiene {x} non pud che coinci-
dere con {xz che & il massimo connesso contenente x).

La classe fx} si definisce componente connessa di x. Dunque tali compbnenti connesse
sono dei chiusi connessi’

Se le componenti connesse sono in numero finito, ciascuna di esse € un clopen. Infatti
il complementare di zx & un aperto (essendo {x} un chiuso) ma & anche un chiuso essendo 1'unio-
ne di un numero finito di chiusi. Tale complementare di {X'E. ¢ dunque un clopen. Ne segue imme
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diatamente che {x} & un clopen. Questo non & detto che sia il caso se le componenti sono in nume
. . . - —
ro infinito.

Si dimostra la seguente proposizione:

III. - Siano (S, G ) ed (S', & ') due spazi topologici e sia £:S-+S3' un'applicazione conti-

nua di Sin S'. Se X & un sottoinsieme connesso di S.allora f(X) ¢ un sottoinsieme connesso di S',

Dalla precedente proposizione discende come corollario che se S ed S' sono due spazi
topologici omeomorfi, allora se S & connesso anche S' & connesso.

Uno spazio topologico si dice totalmente sconnesso se la componente connessa di cia-
scun punto si riduce a quel punto.

Uno spazio topologico con topologia discreta € totalmente sconnesso.

Un altro esempio di spazio topologico totalmente sconnesso € la retta razionale dotata
delle topologia relativa indotta dalla topologia naturale in T, . Se, infatti, x ed y sono due raziona
1i distinti si pud trovare un irrazionale ¢\ compreso tra x ed y tale che le due semirette aperte in
cui & suddivide la retta TR , che sono degli aperti nella topologia naturale, determinano come a-
perti nello spazio topologico relativo dei razionali due insiemi ad intersezione nulld e con unione
che coincide con 1l'insieme dei razionali stessi., Quindi x ed y non possono appartenere ad una stes
sa componente connessa. Ne segue che la componente connessa di x si riduce al solo x. B

Osserviamo infine che se n spazi topologici sono connessi anche il loro prodotto topolo
gico & connesso. Ne segue che R™ & connesso dal fatto che R & connesso.

8. - CAMMINI IN UNO SPAZIO TOPOLOGICO. SPAZI LINEARMENTE CONNESSI. -

Dato uno spazio topologico (S,% ), che nel seguito supporremo di Hausdorff, chiame-
remo cammino di S un'applicazione (o funzione) continua 1 dell'intervallo reale chiuso = I =
:{d{; GTR/O _gt_z_._i} (dotato della topologica naturale)in S:

(1) Litel— Bes Mww,,__\

“\

I punti 1(0) €d 1{1) sono detti rispettiva /——-\
mente origine ed estremo del cammino I(t). L'im- \ )

magine di 1 in S si denoteré al solito con Iml.

2/
Il cammino 1(t) si dice nullo o identico (c;) -

se esso & un'‘applicazione costante (ciog 1(t) = peS -"“

con p fisso per ognit & I). [r,;/

Chiamasi opposto o inverso del cammi
no l e si indica con 1-1 il cammino costituito dalla v
funzione 1-1(t) = 1(1-t), t €I. Evidentemente si ha 0
che 1-1(0) = 1(1) ed 1-1(1) = 1(0) e che le immagini
dei due cammini 1 ed 1! coincidono.

pr

L3

>

Dati due cammini k, 1 tali che 1'esiremo di k coincide eon l'origine di 1 (¢ioe K(1) =
= 1(0)) si definisce prodotto kK1 tra essi il cammino h dato da:

ho(t) = kK(2£) | £t &1i/2
(2) W) = L (2t-9), /1 &t £1 .

i

2

Si noti che 1'applicazione h: I — S definita in (2) risulta continua perche k{1)=1(0)=h(1/2)
inoltre la sua immagine in S coincide con l'unione tra immagine di k¥ e 1'immagine di 1.

Osserviamo che l'insieme dei cammini rispetto al prodotto sopra definito non costitui-
sce gruppo; cio per diverse ragioni. Per esempio, il prodotto pud non essere definito o pud non e
sistere 1'elemento neutro o l'inverso di 1 in senso gruppale. Nel paragrafo seguente faremo per'ér—
vedere come, a partire dalle nozioni introdotte, si possa costruire in modo opportuno un gruppo:
il gruppo di omotopia.
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Un cammino 1 si dice chiuso se la sua origine coincide con il suo estremo, cio& 1{0)=
1{1). Ogni cammino nullo risulta evidentemente chiuso.

Uno spazio topologico (S,% ) si dice linearmente connesso {cio® connesso per linee e
cammini) se ad ogni coppia di punti pe q di S si pud associare un cammino 1 che ha origine in p ed
estremo in q (cio& 1{0)=p ed 1(1) = q).

Poiché l'immagine di un cammino risulta un connesso nella topologia di S (infatti 1'in-
tervallo I & connesso e l'applicazione 1:I -~» S & continua, onde Iml & connessa, come risulta dalla
proposizione III del par. 8) si ha il:

Teorema 8.1:

UNCO SPAZIO TOPOLOGICO LINEARMENTE CONNESSO RISULTA CONNESSO.

Si noti che in generale non vale il viceversa della proposizione precedente: esistono
cioe degli spazi connessi che non sono linearmente connessi. Un esempio al riguardo & il seguen-
te. Si consideri il sottospazio S di .2 costituito dall'origine e dal grafico della funzione
Lo, (1459 (XGTR“O) . Proviamo che S & connesso. Denotati con S*, S~ i sottoinsiemi di S ri-
spettivamente costituiti dai punti del grafico della funzione per x>0 e per x £ 0, si ha S = stus-u

U(0, 0). Ciascuno degli ingiemi St ed S~ risulta evidentemente connesso (perche la funzione sen(1/x)
per x >0 & continua e la semiretta positiva di TR & connessa; e analogamente per S~). Poich? la
chiugura di un insieme connesso & connessa (efr. Proposizione I, par. 8, Cap.1V) e la chiusura
St di ST risulta costituita da St e dall'origine di T (che & punto di accumulazione di st si ha che
st & connesso. Analogamente per S-. Tutto S risulta dunque connesso in quanto S=S*y S-, ed inol
tre ST S™ = (0, 0)#0 (cfr. proposizione II, par. 8, Cap.IV). -

I1 sottospazio S non risulta perd linearmente connesso perché l'origine ed un qualsiasi
altro punto di S non possono essere uniti da un cammino. Cio si prova facilmente osservando che
la funzione che ha come grafico S non & continua nell'origine.

Dato un qualsiasi spazio topologico S in esso si pud definire la seguente relazione R,
che risulta, come subito si prova, di equivalenza:

R:x Ry &> esiste un cammino che ha origine in x ed estremo in y.

Tale relazione d'equivalenza determina in S una suddivisione in classi. Ogni classe
prende il home di componente linearmente connessa.

Una componente linearmente connessa € un connesso e quindi & contenuta in una ben
determinata componente connessa di S.

In definitiva, dato uno spazio topologico S, esso ¢ suddiviso in componenti connesse
ciascuna delle quali & a sua volta suddivisa in componenti linearmente connesse. Nell'esempio
precedente le componenti connesse di S sono 87, S~ e l'origine.

Proviamo ora il:

SE {:8 —+ S' E' UN'APPLICAZIONE CONTINUA TRA GLI SPAZI TOPOLOGICI S ED S'
UN CAMMINQ DI 5 ST MUTA IN UN CAMMINO DI S'.

Dimostrazione:

Un cammino di S & un'applicazione continua 1:I —» S e 1'applicazione f 0 1: I —»S' & an-
cora continua perché & il prodotto di due applicazioni continue e cioé¢ & un cammino in S' immagine
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mediante f del cammino Iml di S. Dunque se S & linearmente connesso, Imf ¢ $8'¢& linearmente
connessa.

Si osservi infine che {per le proposizioni Il e V del par. 7) si ha:
Teorema §.3. -

I TMMAGINE DI CAMMINO 1 DI S RISULTA ESSERE UN COMPATTO (se S & di Hau-
sdorff) ED INOLTRE UN CHIUSO DI S.

9, - OMOTOPIA IN UNO SPAZIO TOPOLOGICO. -

Due cammini k ed 1 di uno spazio topologico S tall che abbiano la stessa origine p e lo
stesso estremo 4(p=k(0)=1(0) e q= k(l) 1{1)si dicono omotopi e si scrive k as1 se esiste un'appli-
cazione (o funzione) continua w di 12 % (s,t) & qﬁ\f‘ 0 <s<£ 1, 0« 1} (dotato della topologia na
turale in S):

(1) ¢ : (s,t) e " W (k)€ S .

tale che:
kf) (O’{;.} = T(H o £ t <4
(2) plat) = LE
’ 7
L?(S,O>: k)= L) b
L? (“;«'i): k(’l): /V@) ~ =~ -L

Osserviamo che per ogni fissato so di I, 1'applicazione (‘{)so diIin S, data da:

@ - - . tel—> @(ot)el

risulta essere un camming (cioe-& continua) ch¢ ha origine in p ed estremo in q ed immagine con-
tenuta in Im(§> . In base alla (2) si vede che (igs=o coincide con k e LP =1 coincide con 1. Al varia,
re di sg da 0 ad 1 il cammino “* s varia con continuitd passando da k ad 1 e descrivendo tutto

Im

‘il:; /) /—-\\\\

S
) Ax/wﬁ\
. | 9,\_,,/ S

\.,MM

I 4 S
Un cammino chiuso 1 di origine p si dice omotopo a zero e si denota conl~ 0 se esso
& omotopo al cammino costante la cui immagine coincide con p (per esempio se S & unacorona cir
colare nel piano con la topologia naturale un cammino chiuso che ha nel suo interno la parte del
piano non appartenente ad S, non & omotopo a zero mentre ¢ omotopo a zero ogni cammino chiuso
che non abbracci tale parte).

a
Si dimostra il seguente teorema: /_< o
Teorema 9.1. g
a) LA RELAZIONE DI OMOTOPIA TRA CAMMINI )
AVENTI LA STESSA ORIGINE E LO STESSO ESTREMO E' DI
EQUIVALENZA: N
b) SE k ED 1 SONO CAMMINI ARBITRARI TALI CHE &5 + T
M
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k~ k', 11" ED INOLTRE E!' DEFINITO IL PRODOTTO k1l (CIOE' k(1)=1(0)) ALLORA E' DEFINITO

I PRODOTTO k'l" ED INOLTRE:
/ -2 -4
3 U ) R
K { Ao K K -~/ K )

7/

¢) SE k E' UN CAMMINO ARBITRARIO ED 1 E' UN CAMMINO NULLO TALE CHE AB-
BIA SENSO IL PRODOTTO kl (O ANCHE 1k) ALLORA SI HA:

d) SE k, 1, m SONO TRE CAMMINI ARBITRARI TALI CHE ABBIA SENSO IL, PRODOT-
TO k1 ED Im ALLORA HA SENSO ANCHE IL PRODOTTO (kl)m E k(lm) ED INOLTRE SI.HA:

(K{}”W ~s K(Wem)

e) SEk ED 1 SONO DUE CAMMINI ARBITRARI TALI CHE k(0)=1(0) e k(1)=1(1) ALLO-
RA ST HA: A 4
» £ ) . -
K v e @» Ké ~ 0 ) /@ K A9
Sia 0-un punto fissato in uno spazio topologico S. Si consideri l'insieme 56.dei cammini
chiusi di S aventi 1'origine e 1'estremo coincidenti in 0. Per tali cammini ha senso 1l prodotto di
due qualsiasi di essi in quanto hanno 1'origine e 1'estremo in comune.

Ind. rimane definita la relazione di omotopia, che & di equivalenza. Essa determina
quindi una partizione in classi degli elementi di 6€nogni classe 1} , classe d'omotopia di origine
0, essendo costituita da tutti i cammini- di % omotopi ad 1. Sia -O-(O) l'insieme di tali classi di omo
topia. In (7 (0) si pud introdurre un'operazione di prodotto ponendo:

(4) (kbi} = (d}

una volta osservato che; in forza della b) della proposizione I, se k' ed 1' sono due qualsiasi elementi
rispettivamente delle classi %k} ed gl) , k'l' risulta un elemento della classe {kl{ e quindi il pro
goloic‘ro definito in (4) & ben determinato, non dipendendo dalla scelta del rappresentante nelle classi

kt ed m

Rispetto a tale operazione di prodotto-a(O) costituisce un gruppo. Infatti per la d) di
proposizione I vale la proprieta associativa; inolire esiste l'elemento unitd che & dato dalla classe
i 'O» dei cammini omotopi al cammino costante 0 (c1oe che manda tutto I nell'unico punto 0) come
£:.]L ricava dalla c) della proposizione I. Infine ogni | l} £L2(0) ammette l'inverso dato da fl} -1

L'lQ (efr. b) di pro;pos1z1one 1); 1nfatt1 p01che lml per la e) di proposizione I si ha 11- 0,171
A\.O e quindi {12— f1-1 = (11‘1} =0ef1-1 ¢ 1 1} = {0},

11 gruppoﬁ(O) prende il nome di gruppo fondamentale o gruppo di omotopia o gruppo di
Poincaré dello spazio-topologico S relativo ad 0. Ci proponiamo di provare che:

Teorema 9.3,

SIANO S UNO SPAZIO LINEARMENTE CONNESSO ED 0, 03 DUE SUOI QUALSIASI PUN-
TI. I GRUPPI FONDAMENTALI {2(0) ED.{}(01) SONO ISOMORFTI.

Dimostrazione:

Sia m un fissato cammino di origine 0 ed estremo 03, certo esistente perché S & linear

mente connesso. In forza della b) della proposizione I si ha che se k~k' risulta anche m-1 k'm ~

~ m-1k m; quindi, fissata la classe i k§ €.£2(0) ad essa si pud far corrispondere la ben determina
ta classe elemento di.() (01) data da { m-1k rn}. Rimane dunque determinata l'applicazione:

Pk Qe —> ik mb e Qo)

Essa € biunivoca e l'inversa & data evidentemente da

-1 .
K ke e o) —> fmi JZ €00)

Inoltre si ha come subito si verifica:

b ({KH2) = g (i) peii2)
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Dunque 'Vb & un isomorfismo tra {) (0) ed .{L(01), onde l'asserto.

Per la proposizione precedente, .se S & uno spazio topologico linearmente connesso, il
gruppo d'omotopia non dipende dal punto 0 (a meno di isomorfismi). Il gruppo astratio definito da
1. (0), dove 0 & un qualsiasi punto di S, si denota semplicemente confl e si continua a chiamare
gruppo di omotopia di S.

Uno spazio topologico linearmente connesso si dice semplicemente connesso se il suo
gruppo di omotopia si riduce ad un unico elemento, cioé se due qualsiasi cammini chiusi di origi-
ne 0 sono sempre tra loro omotopi. Per esempio ®., ’};2’“ s /}:Rmdotati della topologia naturale sono
semplicemente connessi, come ¢ facile provare.

Y

Evidentemente il gruppo di omotopia & un invariante per omeomorfismi di S e quindi
le sue proprietd sono degli invarianti topologici di S.

In definitiva lo studio del gruppo.a equivale. allo studio delle proprietd di connessic
ne dello spazio topologico S. Proviamo ora il:

Teorema 9.4.

SE f B! UN'APPLICAZIONE CONTINUA f:S —>S' TRA GLI SPAZI TOPULOGICI 5 ED

S) 1L, GRUPPO DI OMOTOPIALL(0) DI S RELATIVO AD UN PUNTO 0€ S RISULTA OMOMORFO

AL GRUPPO DI OMOTOPIA (L(0') DI S' RELATIVO AL PUNTO 0' = £(0) & S'.

Dimosgtrazione:

Ad ogni cammino chiuso 1 di origine 0 in S si pud far corrispondere il cammino chiuso
di S' di origine 0' dato da f © 1 (cfr. proposizione II, par. 9, Cap. V). Si prova subito che se k ed
1 sono cammini chiusi di origine O:

(5) Folel)= (fox)(fe?)
Q kvl = forn{et

Data la classe di omotopia f‘k ¢ £2(0) rimane allora determinata la classe di omotopia f o ke £3(0')
(in forza della (6)). Nasce cosl l'applicazione:

L§7 : {kg‘» ¢ LL@) —2n H ° Kf ¢ o)
In virtt della (5) 1'applicazione L? risulta essere un omomorfismo. E' cosi provata la proposizio-
ne III.
Si pud infine dimostrare il:

Teorema 9.5.

SE R ED S SONO DUE SPAZI TOPOLOGICI LINEARMENTE CONNESSI, DENOTATO
CON T IL LORO PRODOTTO TOPOLOGICO, SI HA CHE LO SPAZIO T E' LINEARMENTE CON-
NESSO ED IL SUO GRUPPO FONDAMENTALE E' ISOMORFO AL PRODOTTO DIRETTO DEI GRUP
PI FONDAMENTALI DI R E DI S. )

In particolare il prodotto topologico di due spazi semplicemente connessi ¢ semplice-
mente connesso.

Esempio 1. -

E il

o
/,Z'R dotato della topologia naturale od un qualunque intorno sferico di N € semplice-
mente connesso ed il suo gruppo di omotopia si riduce al solo elemento nullo.

Esempio 2. -

s o
Sia € una. circonferenza del piano £ dotata della topologia relativa indotta in ("(..: dal-

la topologia naturale di cui & dotato "H{". Essa & linearmente connessa. Sia 0 un punto di . Be
si percorre tutto a partire da 0 una sola volta in un verso L
fissato si-ottiene un cammino chiuso, di origine 0, 1y che non &@

& evidentemente omotopo a zero. Si prova facilmente che ogni
altro eammino chiuso di origine 0 che si ottiene percorrendo
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(con legge eventualmente diversa) a partire da 0 una sola volta nel verso di 15 & omotopo ad 1,. E'

anche evidente che ogni altro cammino 1 chiuso e di origine 0 si ottiene (a meno di cammini omoto

pi a zero) percorrendo tutto ? a partire da 0 nel verso di 15 un numero n(n ¢ Z) di volte e cioe 1

¢ omotopp al prodotto di lg n volte per se stesso. Di qui segue subito che il gruppo di omotopia
L1(0)di © & isomorfo al gruppo additivo degli interi Z(+).

La corona circolare del plano/FE dotata della topologia relativa indotta su di essa dal
la topologia naturale in R* , & omeomorfa al prodotto topologico della circonferenza per un inter-
vallo aperto di ‘{ . Dalla proposizione IV si ha allora che il suo gruppo
di omotopia & isomorfo a Z(+). Una superficie cilindrica & omeomorfa al
la corona circolare e quindi & isomorfa a Z(+). a

Esempio 4.

I.a superficieteorica (toro) & il prodotto topologico di due cir-
conferenze e quindi il suo gruppo di omotopia & isomorfo a Z32.

Esempio 5.

Si definisce n-toro il prodotto topologico di una circonferenza
n volte per se stessa. Il suo gruppo di omotopia, per la proposizione IV,
& zn,
BEsempio 6.

I1 prodotto topologico di un intorno circolare per una circonferenza si chiama toro pie
no. Il suo gruppo di omotopia & isomorfo a Z(+) per la proposizione IV,

Esempio 7.

2
E! facile provare che lo spazio topologico ottenuto dal pianofiule> togliendo n punti (pia
no con n buchi) ha il gruppo di omotopia isomorfo a Z&.

Esempio 8.

™3
Una superficie sferica di ;@ {con la topologia relativa indotta dalla topologia di /RS)
¢ semplicemente connesgsa percheé ogni cammino chiuso & evidentemente omotopo a zero. Dunque

N

il suo gruppo di omotopia & nullo.

Esempio 9.

v
L'1Bersuperf1c1e sferica di x;’\. di centro nell'origine e raggio unitario, cioé il luogo
dei punti di ,,Q: tali che:

N
. ~ 2
.Z_ X, =4
: b=l
con la topologia relativa risulta semplicemente connessa e quindi il suo gruppo di omotopia & zero.

Esempio 10,

5i consideri l'insieme SUy delle matrici quadrate A del secondo ordine ad elementi

complessi, tali che: e ;
AA¥= 4  det A= 44

Si prova subito che tali matrici sono del tipo
lo. b '* o L by
- ,
A - — - O, e A= « a (- /
— 1‘ }:) Q_, ;; / LA (:2/ 1 o Bt i / 4 ),

Posto QA =X+ | Xe L= Xz + ! X4, ogni md’glce si pud rappresentare mediante un punto di 'Qd}
appartenente all'i aersuperflcle sferica = di'R" di centro nell'origine e raggio 1 (in quanto aa+bb =
= x%+x§+x3+x4 = 1). Dunque SUg $i pud identificare con E . Si vede 1mmecllatamente chez & uno
spazio topologico (con la topologia relativa indotta in = dalla topologia naturale in K ) linear-
mente connesso e semplicemente connesso {cfr. esempio 9). Dunque SUo & uno spazio topologico

semplicemente connesso.
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Esempio 11,

i e

Sia C un cerchio del piano }:Q (inclusi i punti della
sua circonferenza) dotato della topologia relativa. Si consideri
la relazione d'equivalenza definita nel modo seguente: se P € un
punto interno a C la classe d'equivalenza determinata da P sia
costituita soltanto dal punto P; se P & un punto di la classe di
equivalenza & costituita da P e dal punto P' diametralmente op-
posto di P. Sia K lo spazio topologico quoziente di C rispetto al
la suddetta relazione d'equivalenza (cfr. par. 4, Cap. V). In mo
do intuitivo si pud dire che K si ottiene identificando le coppie di
punti diametralmente opposti di C e lasciando inalterati i pun-
ti interni a C. Se {P} ¢ K @ costituito da un punto P interno a
C,un sistema fondamentale di intorni di { P} in K & dato dal sistema degli intorni circolari di cen
tro P -contenuti in C. Se éP} & K & costituito da una coppia di punti P, P' diametralmente oppo-
sti su (? , un sistema fondamentale di intorni di {P} & costituito dai sottoinsiemi di T di K ciascu
no ottenuto nel modo seguente: siano U ed U' due intorni circolari del piano di centri P e P' e rag-
gio r; si ponga V = c/lu, V' = C/\U'. Dal sottoinsieme VU V' di C, qualora si facciano le identi-
ficazioni relative dei punti di EnV « €N v diametralmente opposti, si ottiene un sottoinsieme T

N

di K intorno del punto ! PE . K risulta essere uno spazio topologico evidentemente linearmente con
nesso. Ci proponiamo di determinare il gruppo di omotopia di K. Sia { O} un punto di K costituito
da una coppia di punti diametralmente opposti 0, 0' di £ . 11 diametro 0 0' di Cin K & l'immagi-

ne di cammini chiusi di origine 0§ qualora si identifichi 0 con 0'), omotopi evidentemente tra lo
ro ma ciascuno non omotopo a zero, in quanto & chiaro che mediante una deformazione continua non
si pud ridurre il diametro 0 0' al punto %0} .

10 - OMEOMORFISMO LOCALE TRA SPAZI TOPOLOGICI. -

Un'applicazione f: S=S' continua dello spazio topologico S sullo spazio topologico S'
prende il nome di omeomorfismo locale se per-ogni punto P di S esiste un intorno aperto di P in
S ed un intorno aperto V' di P' = f{P) in S' tale che l'applicazione f, ristretta a V, risulta un omeo
morfismo tra Ve V' (do;cati delle topologie relative). h

Si ha subito il:

Teorema 10.1.

UN OMEOMORFISMO LOCALE f:S-» S§' DELLO SPAZIO TOPOLOGICO S SU 8' RISUL-
TA UN'APPLICAZIONE APERTA. INOLTRE LA TOPOLOGIA RELATIVA DEL SOTTOINSIEME
DI S DATO DA f-1(P'), CONTROIMMAGINE DI UN QUALSIASI PUNTO P! DI $', RISULTA DISCRE
TA.

E' opportuno illustrare i concetti sopra esposti con alcuni esempi.
Esempio 1.

Siano S = (;;2 1l'asse reale (dotato della 0
topologia naturale), S' = @ una circonferenza del ; /\\
piano di raggio 1 (dotata della topologia ottenuta per = AP
relativizzazione da gquella naturale di R®) in cul ( Y
sia fissato un punto 0 ed un verso di percorrenza ed P/ ¢ )}
f:S -2 S' 'applicazione che associa ad ogni s & s=R ’
il punto P & S' = estremita dell'arco orientato
0 P di lunghezza s. Manifestamente f & un'applica- .
zione continua., Mostriamo che essa ¢ un omeomor C= P
fismo locale. Infatti per ogni s ¢R  si consideri
1'intervallo aperto V diR di centro s e semilarghez
za T . L'immagine V' di V mediante f risulta evidentemente e -P', dove P! ¢ il punto diametral
mente opposto (antipodale)-di P(s). Evidentemente la f ristretta all'aperto V di R risulta essere
un omeomorfismo tra V e V', Dunque la f & un omeomorfismo locale. S5i osservi che la controim-
magine mediante ¢ di P(s) & { risulta costituita da tutti i punti di R datidas +2kW (k intero)
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e quindi risulta essere un sottoinsieme discreto di ,’R

i
Come ¢ noto, la funzione complessa logz = log I | +i arg z, z & ¢, & olomorfa (cioé

derivabile in modo complesso) in tutto il piano complesso ,é meno la semiretta negativa (o nulla)
dell'asse reale x. Il Riemann costrul perd una superficie I ad infiniti fogli, che prende il nome di
superficie di Riemann, su cui la funzione log z risulta ovunque olomorfa e tale che la F risulti
semplicemente connessa e dotata di un omeomorfismo locale con ZZ . In tale omeomorfismo loca-
le la contrimmagine di un punto di % & costituita dalla successione di punti, ciascuno per ogni
foglio della superficie/che costituiscono un insieme discreto in F.

Esermapio 3.

y
Sia E; una circonferenza del piano di centro 0 e sia r una retta dello stesso piano ester
na alla circonferenza. Indichiamo con A, B i punti

d'incontro con £ della retta per 0 parallela adr e (6 D

con C, D quelli della retta perpendicolare. Sia S' /

lo spazio topologico i cui punti sono quelli di r e la )

direzione di r P}, ¢ come topologia quella che am- Bi 9\ 4 .
mette come base per gli aperti gli intervalli aperti

di r ed i complementari degli intervalli chiusi di

(questi ultimi costituiscono un sistema fondamenta

le di intorni per Pl,), Sia poi S = € (dotata della c
topologia di cui all'esempio 1) l'altro spazio topo- o' *,
logico. Si consideri 1'applicazione f:PeSsP'e S

che consiste nel proiettare da 0 un punto di (@ su S'.

La f & continua ma non ¢ biunivoca (si noti anche che la controimmagine di Péo ¢ costituita dai pun
ti A'e B). Essa perd risulta essere un omeomorfismo locale. Infatti per ogni P # A, BsiaVla
semicirconferenza aperta contenente P e gli estremi A e Be V' = r(r=S'-(P.,)); l'applicazione f
ristretta a V,risulta evidentemente un omeomorfismo tra Ve V'. Per P = A, sia Va la semicir-
conferenza aperta contenente A di estremi C e D, e V! I'aperto di S' dato da S'-(0'). La f risulta
ancora un omeomorfismo tra Vp e V'. Infine per P = B la f risulta un omeomorfismo tra 1'aperto
Vg, dato dalla semicirconferenza aperta contenente B e di estremi CD e l'aperto V' = S'-(0').

L3 -

11. - SPAZI TOPOLOGICI LOCALMENTE LINEARMENTE CONNESSI E LOCALMENTE SEMPLI-
CEMENTE CONNESSI. -

Uno spazio topologico S si dice localmente linearmente connesso se per ogni punto P
di S e per ogni intorno aperto U di P esiste un intorno aperto V di P con V< U, tale che per ogni
PV esiste un cammino 1 di U di origine P ed estremo P.

Si noti che la definizione di spazio linearmente
connesso € quella di spazio localmente linearmente connes
so sono tali che I'uno non implica I'altra. Infatti esistono
spazi topologici addirittura sconnessi, e quindi non linear-
mente connessi, che sono invece localmente linearmente
connessi {per esempio se S ed S' sono due spazi localmente
linearmente connessi ad intersezione vuota, la loro unione
¢ uno spazio sconnesso che risulta anche linearmente scon
nesso).

Viceversa si possono dare esempi di spazi che
sono linearinente connessi ma non linearmente localmente
sconnessi.

Esempio 1.

______ 2‘

Nel piano T}? sia I, il segmento di estremi (1/n), -1), (1/n,+1). Si consideri il sotto-
spazio di - dato da S = 'f,%“ -I13,19,....,1,,.... . Evidentemente S risulta linearmenteé connesso,
ma non localmente linearmente connesso perché, scelto un intorno circolare C di 0 (si noti che
0 appartiene ad S) di raggio < 1 e posto U = S/ C, non & possibile trovare un intorno V di 0, con
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V ¢ U tale che per ogni punto P di V, 0 e P pos

sano essere l'origine e l'estremo di un cammino C | E
di U. Cid perche U risulta sconnesso ed inoltre v
1'intersezione con S di cgni intorno circolare di /

\\ N

Y

0 di raggio { 1 & sempre sconnesso.

Esempio 2.
— T

i
) e piu in generale ogni aperto con I Iz T

. T . . : - -ty
nesso di ”{ & uno spazio topologico linearmente 1
connesse e localmente linearmente connesso.

Uno spazio topologico S si dice localmente semplicemente connesso se per ogni punto
P e per ogni intorno aperto U di P esiste un intorno aperto V di P, con VC U, tale che ogni cam-
mino chiuso 1 di origine P con Iml¢ V risulta omotopo & zero in U,

Si noti che la precedente definizione —
e quella di spazio topologico semplicemente con / _\S

; - X i
hesso sono tali che 1'uno non implica 1'alira, co /jé\
me si pud vedere dagli esempi che seguiranno. d V.
£
Osserviamo intanto che ogni aperto A con ( (@
N —

e R
nesso di R risulta localmente semplicemente

connesso (infatti per ogni punto P di A e per ogni A

intorno aperto U di P, preso un intorno circolare =

V di P, con VC U, certo esistente, esso risulta \ /
semplicemente connesso in V e quindi in U). S

Y

Un aperto A difk non semplicemen-
te connesso (per esempio la corona circolare nel piano) da un esempio di spazio topologico non sem
plicemente connesso che risulta perd localmente semplicemente connesso.

Diamo ora un gsempio di spazio topologico che risulta semplicemente connesso ma non
localmente connesso. In ﬁi sia I, il seguente chiuso di estremi nei punti (1/n, 0, +1) e (1/n, O,———l)
Si consideri il sottospazio S di dato da S = TR =14, I, ooy Ine ool S risulta evidentemente
connesso ed anche semplicemente connesso. Esso
non & perd localmente semplicemente connesso. In.
fatti sia U la intersezione di S con un intorno sferico -
di centro 0 e raggio < 1. U non risulta semplicemen

te connesgso (pur essendo linearmente connesso). In

fatti un qualsiasi cammino chiuso 1 di U concatenato ™
con uno degli intervalli In non & omotopo a zero in U 0 \
anche se & omotopo a zero in S. Cid accaie inoltre >
per l'intersezione con S di ogni intorno sferico di cen 3 / ‘j
tro 0 e di raggio ( 1. E' cosi provato che S non ¢ lo- /}é 3 [ —

X

Az

calmente semplicemente connesso.
Si prova subito il:

Teorema 11.1:

SE f:S —=>S' E' UN OMEOMORFISMO LOCALE DI S SU S' ED S' E' LOCALMENTE LI-
NEARMENTE CONNESSO O LOCALMENTE SEMPLICEMENTE CONNESSO, ALLORA ANCHE B8
RISULTA TALE.

12. - SPAZIO DI RICOPRIMENTO UNIVERSALE DI UNO SPAZIC TOPOLOGICO. -

Se £:S¥~>S & un omeomorfismo locale tra gli spazi topologici S* ed S, allora manife-
stamente le proprieta locali dello spazio topologico S* coincidono con quelle di S e viceversa. Quin
di lo studio delle proprieta locali si pud effettuare su st invece che su S se lo studio dello spazio '
S presenta delle difficolta maggiori di quelle di S* (come accade per esempio se S non & semplice-
mente connesso mentre S* lo &).
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Si pone allora il problema di indagare se, dato uno spazio topologico S, si possa co-
struire uno spazio S%, addirittura semplicemente connesso che sia localmente omeomorfo ad S;
cioe tale che esista un omeomorfismo locale f:S*¥—>9. La risposta & sempre affermativa, sotto
opportune condizioni per S, come mostriamo nel seguito.

Sia dato uno spazio topologico S linearmente connesso, localmente linearmente connes
80, localmente semplicemente connesso (per esempio un aperto di ’TPW) e _sia P uno dei suoi pun-
ti. Sia 4 p l'insieme di tutti i cammini di S di origine P. Suddividiamo a@,, in classi d'equiva-
lenza ponendo in ciascuna classe L =4 1} l'insieme dei cammini omotopi ad uno di essi 1. Manife-
stamente 1 cammini della classe L. = {1; hanro tutti lo stesso estremo P' che denoteremo anche
con P! = f(L)¢ 8. Indichiamo con S¥ 1'insieme delle classi L. Nasce allora l'applicazione naturale
1L & Sx——>- f(L) € S che fa corrispondere ad ogni classe L l'éstremo di tutti i suoi cammini.

Introduciamo ora in S¥ una topologia
nel modo seguente: sia A un aperto di S ed 1 un fis
sato cammino di origine P ed estremo in A; si con
sideri un cammino x, tale che Imx ¢ A avente per——
origine l'estremo di 1. Sia inolire X = gl xg C s*
la classe di tutti i cammini y omotopi al prodotto 1 x
e sia infine A¥ = A¥(A, 1) I'insieme delle classi X ot
tenute tenendo fissi A ed 1 e facendo variare x. E' ©
chiaro che A¥ 2 un. sottoinsieme di S¥. Si consideri
ora la famiglia )a‘ degli A¥ al variare comunque
dell'aperto A e del cammino 1 (1 sempre soggetto al
la conc’L,j(zione che il suo estremo sia in A). Si noti
che ‘)Q " non costituisce una topologia di S% percheé
I'unione di due elementi di ﬁ non €, in generale,
ancora un elemento di , (come mosira la figura) anche se ll'intersezione di due elementi di ﬁ*
se non € vuota, appartiene ancora ad . Sia w(;*”
la famiglia dei sottoinsiemi di S¥, ciascuno co-
stituito da unione di elementi di ﬁ . Per quanto >

precede, llintersezione di due elementi di &
& ancora elemento di & e cosi per l'unione (in ba

se alla hsﬁg\essa definizione). Inoltre S* e § apparten
gono a b . g

¥
Dunque 4 costituisce una topologia

per S% di cui. A¥ & una base per gli'aperti.

¥*
Lo spazio topologico (S¥, T prende P
il nome di spazio di ricoprimento universale per S.

'

E' immediato provare che se P & un qualsiasi punto di S lo spazio S}f di ricoprimento
universale di S ottenuto a partire da P; & omeomorfo a quello S¥ ottenuto a partire da P.

Dunque la scelta del punto P non & essenziale per la costruzione di S¥.
Proviamo ora:il:

Teorema 12, 1:

L'APPLICAZIONE f:L € §*—» f(L) € S RISULTA UN OMEOMORFISMO LOCALE DI
$* SU S. INOLTRE SE S E' SEMPLICEMENTE CONNESSO f RISULTA UN OMEOMORFISMO E

QUINDI S¥ D S SONO OMEOMORFI. /

£

Dimostrazione:

Cominciamo con il provare che l'appli
cazione f & continua, Sia A un qualsiasi aperto di S.
Per ogni cammino 1 di origine in P ed estremo in
A si consideri 'aperto A¥(A, 1) dello spazio topolo-
gico S*. Se si varia comunque 1 I'unione degli aper
ti A* che si generano in questo modo risulta un aper
to di S¥. Ma esso evidentemente coincide con f~1(A).
Dunque e controimmagini mediante f degli aperti di
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S sono aperti di S¥, cioe f & un'applicazione continua.

Proviamo ora che f & una applicazione aperta. Sia A* un qualsiasi aperto di S¥; si trat
ta di provare che f(Ax) = A & un aperto di 5, cioé per ogni Q di A esiste un intorno V di Q tutto con
tenuto in A. Il punto Q@ proviene mediante f da un elemento L. = 51}- di Sx, cioé Q=f(L). Poiche A¥*
¢ un aperto di S¥ esiste un intorno U di Q in S tale che UX(U, 1) risulta tutto contenuto in AX Eg-
sendo S localmente linearmente connesso esiste un intorno aperto V di Q, con VC U tale che ogni
Q' di V & congiunto a Q da un cammino 1' tutto contenuto in U. Ma al].ora{l'} ¢ un elemento di U*

e quindi di AX, Dunque f(U¥) >V, ma essendo f(UX)&A si ha VCA.

Proviamo infine che f & un omeomorfismo locale. Sia L = §1} un qualsiasi elemento di
S¥. Poiche S & localmente semplicemente connesso esiste un intorno aperto V del punto f{L) &S
tale che ogni cammino chiuso di origine f(L) e contenuto in V risulti omotopo & zero in S. L'aper-
to Vx(V, 1) di SX contiene L. ={1{ ; ciod & un intorno aperto di I.. Proviamo che f, ristretta a V*,
risulta iniettiva (ciog & tale che muta elementi distinti in elementi distinti). Siano X ed X' due e~
lementi di VX(V,1). Allora X = glx} , X' = §1 %'} ove x ed x! sono due cammini di origine f(L) e
tutti contenuti in V. Se accade che f(X) = f{X'), l'estremo di x deve coincidere con 1'estremo di x'.

IS

Dunque x! x-1 & un cammino chiuso di origine f(1.), tutto contenuto in V, onde esse £ omotopo a ze
ro, cio® x~ x' da cul segue 1 x ~1 x' e quindi X = X'. Poiche f ¢ aperta, V1 = f(V*) ¢ un aperto di
S. Dunque la f & biunivoca tra vE e V1 oltre ad essere continua ed aperta. Dunque f & un omeomor

fismo tra V¥ e V1.

Se S & semplicemente connesso, fissato curnunque un punto Q di S, esiste un'unica clas
se di omotopia di cammini di origine P ed estremo Q; dunque f‘l(Q) si riduce ad un solo elemento,
cio® & biunivoca € pertanto & un omeomorfismo essendo continua ed aperta.

Osservazione:
Si noti che nel dimostrare la precedeg ?’/\
te proposizione interviene in modo essenziale l'ipo
tesi che S sia localmente linearmente connesso e lo A
calmente semplicemente connesso, Infatti se si par /‘\\J
tisse da uno spazio S che non fosse per esempio lo- (’ }\ I
calmente linearmente conriesso si potrebbe ugual- G ACA 4 %
mente costruire lo spazio S¥ ma l'applicazione f po \_’/«{Z{ | ‘
trebbe non essere aperta come mostra l'esempio 1, B

par. 12, Cap..V. In tal caso fissato un intorno circo
lare U & WR* di centro 0 raggio < 1, posto A=UAS,
l'aperto A¥ di S¥ relativo al punto P=0 risulta costi-
tuito da tutte le classi di omotopia dei camnmini di o
rigine 0 contenuti nel semicerchio di U a sinistra dell'asse y (diametro AB incluso) aventi quindi
estremi riei punti di tale semicerchio incluso il diametro AEB. Dunque f(A¥E) & costituito dal suddet
to semicerchio, ma esso non & un aperto della topologia di S proprio perché i punti del diametro
AB non sono interni a tale semicerchio.

Dalla proposizione I del par. 12 e dalla proposizione precedente segue subito il:

Teorema 12.2.

1L.O SPAZIO TOPOLOGICO S¥ DI RICOPRIMENTO UNIVERSALE DELLO SPAZIO TO-
POLOGICO S RISULTA LOCALMENTE LINEARMENTE CONNESSO E LOCALMENTE SEMPLICE
MENTE CONNESSO (tale essendo supposto S).

Proviamo ora il:

Teorema 12, 3.

LO SPAZIO DI RICOPRIMENTO UNIVERSALE $¥ DELLO SPAZIO TOPOLOGICO S E!
LINEARMENTE CONNESSO.

Dimostrazione:

Occorre provare che fissato un elemento L, & S¥, comunque si consideri un elemento
X . . . s PR . N . o .
L & S* esiste un cammino di S¥ di origine L, ed estremo L. Ora Lo lo si pud scegliere coinciden-
te con la classe di omotopia dei cammini di S di origine P), Dato comunque L = gl} & S¥ sara:
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{+te I 4’1{}:}63 I{Osbs})

Si consideri ora per ogni fissato s con 04 s £ 1 'applicazione di I in S data da:
‘@s: tel — ﬁ(tS) e$
Essa & un cammino di origine P e di estremo il punto 1(s) di Iml. Si consideri l'elemento di S¥ da-
to da {ls§ . L'applicazione:
I¥: geT — {{ }es*ﬁ
- ' 3
risulta evidentemente continua e quindi & un cammino di SX. Inoltre si ha ]_x(d) = {lo} = L, ed 1¥(1)=
= {1& =1 = L. Quindi I¥ & un cammino di $¥ di origine L, ed estremo L, onde l'asserto.
Omettiamo la dimostrazione del seguente:

Teorema 12.4.

L.O SPAZIO DI RICOPRIMENTO UNIVERSALE $¥ DI S RISULTA DI HAUSDORFF (S sup
ponéndosi di Hausdorff).

Cosi pure omettiamo la dimostrazione del:

Teorema 12.5.

LO SPAZIO DI RICOPRIMENTO UNIVERSALE S¥ DI S RISULTA SEMPLICEMENTE
CONNESSO.

13 - SPAZI METRICI -
Un esempio notevole di spazi topologici si ottiene a partire dalla nozione di spazio me-
trico di cul ora parleremo.

Si dice che in un insieme S & definita una metrica se ¢ data un'applicazione d di Sx S
:’LHYQ tale che:

(1) dixy)=0 & x=y  ¥xye§

(2) a (fx,?’)= Cl {Y;X)
(3) d(x,y) + cf{y} z) > d (x) z) Fo%/z¢€ S

Un'applicazione d: S x S—~>E cosi definita si dice distanza.

Come conseguenza della condizione 3) si vede che d(x, y) > 0; infatti ponendo z = x nel
la 3} si ottiene d(x, y) + d(y, x) =2 d(x, y)z d(x,x) =0 =>d(x, y);O.

Uno spazio metrico cosi definito si indica con(S, d).

1) Sia S = "R l'asse reale e d la distanza pitagorica tra due punti.ﬂ? & uno spazio metri
co.

2) Sia S = @2 il piano (x, y) e d la distanza pitagorica.tra due punti del piano. Il piano
S € uno spazio metrico.

3) In IR™ si definisce distanza tra due punti x = (x1, x5,...,xy) edy =(y1, ¥9,...,¥n)

d (X, )’) = \’xﬂ%—:—sz-){)z

Tale distanza in ? I gode ovviamente delle proprietd 1), 2). Si prova inolire che & soddisfatta an-
che la proprietad 3). Dunque : N pigpetto alla distanza d cosi definita risulta uno spazio metrico.

ponendo
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4) Consideriamo 1'insieme C(a,b) delle funzioni continue per a <¢x <b. Se X(x) ¢Cla,b), Y(x)¢

C(a, b) definiamo »
0! (X}Y) = Sup i)((')(}- Y@‘"!

e éxth
Quando si definisce la distanza d(X,Y) tra due funzioni mediante la relazione precedente, 1'insieme C(a,b)
delle funzioni continue nelllintervallo a £ X £ b diviene uno spazio metrico, come si verifica subito.

5) Dato un insieme S(# ) qualsiasi si definisce una metrica in S se si pone d(x,y) = 1 per x f y
e d(x, x) = 0. Tale metrica prende il nome di metrica discreta.

Dato un insieme S ed un suo elemento X si definisce intorno sferico di X di raggior >0 (r e'ﬁ?’)
1a totalita dei punti x di S tali che d(x, X) { r.

Si dice aperto in uno spazio metrico S ogni sottoinsieme A di S tale che ciascun suo punto am-
metta un intorno sferico contenuto tutto in A.

Si prova facilmente il seguente teorema:

Teorema 14.1,

UN INTORNO SFERICO E' A SUA VOLTA UN APERTO NEL SENSO DETTO.
Gli aperti cosi definito rendono uno spazio metrico, uno spazio topologico.

. : : . . N .1 70 . . ‘s
Si osservi che in generale per uno spazio metrico pud non valere il II” assioma di numerabili-
ta (cio& pud non accadere che uno spazio metrico ammetta una base per gli aperti che sia numerabile).

Per gli spazi metrici le due nozioni di separabilitd e di base numerabile coincidono; cid & con-
seguenza del precedente teorema e del seguente:

Teorema 14.2. -

OGNI SPAZIO METRICO SEPARABILE E' A BASE NUMERABILE.

Dimostrazione. -

Sia S uno spazio metrico separabile e sia D 1l'insieme numerabile denso in S. Si considerino
intorni sferici con centro in un punto di D e raggio razionale, La famiglia di tali intorni sferici & nume-
rabile e costituisce una base pex gli aperti di S come facilmente si prova.

Si prova inoltre che:

Teorema 14.3. -

UNO SPAZIO METRICO E' UNO SPAZIO DI HAUSDORFF.

Sia S uno spazio metrico ed f:S 3 "2 un'applicazione continua di S in?@ . Cio equivalen a di
re che per ogni x ¢ S comunque si scelga un £ reale positivo esiste un reale e(x) >0 tale che per ogni y
con d(x,y) SE si abbia ff(y)—f(x)g €.

Noi diremo che una funzione f:S —>1P & uniformemente continua se, comunque se scelga un rea
le £ >0, si possa trovare un reale O;>>0 tale che per ognix, y &S con dix, y) ¢ [ ¢ risultl l f(y)--f(x)['::g.
Naturalmente ogni funzione uniformemente continua risulta anche continua, ma in generale non vale il vi-
ceversa, a meno che S non sia compatto. Infatti si dimostra il seguente:

Teorema 14.4. -

SE S E' UNO SPAZIO METRICO COMPATTO OGNI APPLICAZIONE CONTINUA £:S —3 n%(ci‘.oé
ogni funzione continua definita su S ed a valori reali) RISULTA UNIFORMEMENTE CONTINUA.

Vale la seguente definizione:

Uno spazio metrico in cui una successione fondamentale risulti anche convergente si dice spa-
zio metrico completo.

Esempio:

™
L'insieme E, dei razionali, dotato della topologia naturale di 1= costituisce uno spazio me-
trico. La successione dei razionali 1;1,4; 1,41; 1,414; .., non & conergente in Er anche se nel campo
dei reali converge a 2,

-
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CAP. V - GRUPPI TOPOLOGICI. -

1. - NOZIONE DI GRUPPO TOPOLOGICO. -

Si dice che ¢ dato un gruppo topologico quando & dato un insieme G dotato di una struttu
ra di gruppo U (cio& una legge di prodotto tale che rispetto ad esse G risulti un gruppo) ed una stru‘c»
ura topologica z cfr. Cap. V) in modo che sia continua 1l'applicazione:

(1.1) L:(e,b)eGx6 — o E'e &

ove G-x G & dotato della topologia prodotto (G x(Z; (cfr. par. 4, Cap. V).

Quanto detto equivale: ad imporre che per ogni a, b é G e per ogni intorno Ugp-! di
ab~! ¢ G, esiste un intorno U, di a ed un intorno Uy di b tale che per ogni a' & Uy e per ogni b'€U, ri
sulti a'b'~le Uabfl. b

Dalla continuitad dell'applicazione (1.1) segue subito che sono continue le due applicazio
ni seguenti (G x G, come sopra, dotato della topologia prodotto):

(1.2) 3:(@,&)6 Gx6 —>obek
(1.3) L: aelG —> %G

Viceversa dalla continuita di g ed h segue facilmente la continuita della f.

Un gruppo topologico & quindi dato dalla terna (G, & , G ) con la condizione che Tappli
cazione f risulti continua oppure le applicazioni g ed h risultino continue.

Supporremo nel seguito di questo capitolo, salvo esplicito contrario avviso, che la to-
pologia (g di G sia separata (o di Hausdorff). Un gruppo topologico sara in seguito denotato con G
sottintendendo la struttura di gruppo e quella topologica.

Un gruppo topologico si dice compatto, connesso, soddisfacente al primo o secondo as-
sioma di numerabilita ecc. se tale € la sua struttura topologica.
r

Un gruppo topologico si dira abeliano, semplice, ecc. se tale € la sua struttura gruppa
le.

2. - PRIMI ESEMPI DI GRUPPI TOPOLOGICI -

Esempio 1.

Consideriamo gli insiemi: Z dei numeri interi, Q dei razionali,@ dei reali, Z{ dei
complessi nei quali sia data cgme legge di composizione gruppale la somma ordinaria e come topo
logia quella naturale in e e quella relativa (indotta dalla naturale)in Z e Q.

I gruppi suddetti costituiscono altrettanti gruppi topologici in quanto sono evidentemen-
te continue le applicazioni:

fg : (a,, E) —> a+b
U

h: a —> -& p
Tali gruppi topologici sono abeliani;flP e {# sono connessi e localmente compatti ma
non compatti; Z e Q sono totalmente sconnessi. Inolire Z & localmente compatto (ogni punto in Z
& aperto e chiuso), mentre @ non ¢ localmente compatto.

Esempio 2.

4
Gli insiemi Q, ’TQ e ¢de11’esempio precedente ai quali sia tolto lo zero ed in cul sia da
ta co legge di composizione gruppale il prodotto ordinario e come topologia quella naturale per
! @ge quella relativa (indotta dalla naturale) per Q costituiscono al trettanti gruppi topologici.
Sono infatti continue le applicazioni:
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% ' {a, L)-‘—'> o, b
-

'W - Q > O

Tali gruppi topologici sono abeliani. Inoltre IR -(0) non & connesso ed & costituito da due componen

ti connesse {i reali > 0 ed i reali £ 0). Invece ,Q"-(O) & connesso (perché & omeomorfo ad R2 me
no un punto). @ & totalmente sconnesso.

Esempio 3.

IL.e matrici qua?_drate di ordine n sui reall si possono rappresentare biunivocamente co-
me punti dello spazio ’EZ . Precisamente la matrice A= ” G—é()‘“ si rappresenta mediante il punto
di coordinate a31,212, .- .., ain, . .-»821,---582ns - - -5 8p1s .. -0 A0 Le matrici degeneri costitui-

scono un sottoinsieme di km che indicheremo con A . ’Ikm%é dotato della topologia naturale ed
induce nell'insieme "IRM- A\ una topologia relativa. Lo spazio topologicow -4\ (nella topologia
suddetta) risulta sconnesso e precisamente costituito da due componenti connesse {(come si pud fa
cilmente provare) di cui una & costituita dalle matrici con determinante > 0 e 1'altra dalle matri-
ci a determinante < 0. I1 gruppo GL(nj;Q ) delle ma;(:rici quadrate non degeneri sui reall si pud rap
presentare dungue biu{ﬁvocamen’ce con i punti di R". A. Esso risulta un gruppo 'topqlogico (rispet-
to alla topologia di TRM -4 ) in quanto evidentemente le applicazioni:

9: (A B¢ GL(mR)X 6L (nR)—> AB € &L (nR)
h: A€ GLMB)—> A €L(nR)

sono continue. Tale gruppo & sconnesso e costituito da due componenti connesse per quello che si
e vi%’co. Non & compatto ma localmente compatto;é a base numerabile e quindi separabile (perché
’H?ﬂ & a base numerabile).

Esempio 4.

Leé matrici quadrate d'ordine n sui complessi si possono rappresentare biunivocamen-
. : ; . . W ]
te come punti dello spazioJR?*™ . Precisamente la matrice A = “a,';m-{- L :QZ'( || si rappresenta
mediante il punto di coordinate:

0' " ! " / " / »
Y14 ; 0"4’1 Pt a’-um aA.aw,' - am-m aﬂm,- S JRopr
- . s . . D2t -

Le matrici degeneri costituiscono un sottoingieme di R che indicheremo con A . La topologia
naturale di RWH induce nell'insieme .‘7{2’”— A una topologia relativa. I1 gruppo GL(n, ¢) sa
ra topologicamente identificato con’ﬁ.}?'71 —-A . Esso diventa allora un gruppo topologico in q_uarﬂcc?
l'operazione di prodotto e di inverso risultano continue nella topologia suddetta. Nel seguito tale
gruppo topologico si denotera ancora con GL(n, ? ). Esso risulta linearinente connesso e quindi
connesso, come subito si prova; non ¢ compatto ma & localmente compatto;inolire & a base numera
bile.

3. - TRASLAZIONI E SISTEMA FONDAMENTALE DI INTORNI DELL'UNITA'.

In un gruppo topologico G risultano evidentemente omeomorfismi le seguenti applica-
zioni:

(3.1) T,

a9

XeE —> axe & Yae &

4 .

(3.2) T, : X6 —> xXa€b
(3.3) To 1 xeG —> x e 6
(3.4) Se. 1 Xe G —>axd' e

Le (3.1) e (3. 2) prendono il nome rispettivamente di traslazione sinistra e traslazione
destra relativa all'elernento a & G. Esse trasformano l'unitd u di G nell'elemento a.
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Denotato con 8% 1'insieme delle traslazionisinistre di G si ha che il prodotto di due tra
slazioni Tg, Tﬁ (cioe l'applicazione successiva di esse) risulia ancora una traslazione (infatti T§.
Tg(x) = T%(bx) =abx-= T:b(x)) e precisamente la traslazione T:b. Inoltre si ha che l'inverso del
la traslazione T§ risulta essere la traslazione T:—l. Dunque 0% risulta un gruppo rispetto al prodotto
suddetto e 1'applicazione:

o aéé“—-—>TSéQs

o
risulta essere un omeomorfismo, anzi, come subito si prova, un isomorfismo.

Analogamente si procede per l'insieme 0d delle traslazioni destre.

Sia gUhg j¢7 un sistema fondamentale di intorni aperti dell'unita {u) di G. Mediante
la traslazione TS tale sistsema si trasforma in un sistema di intorni aperti del punto a (perché Tasl
N . 1 .

& un omeomorfismo), {Ta (Uu) }'lé'(;‘ .

Tale sistema di intorni aperti del punto a ¢ G & un sistema fondamentale di intorni di
a, come ors proveremo.

Infatti sia A un qualsiasi aperto contenente a. Si consideri l'aperto T;-l (A); esso con
tiene (u) (perché a ¢ A). Poiche (fﬁ z(; €T & un sistema fondamentale di intorni di (u) esistera

certamente U.u contenuto in Tg_1 (A). Ma allora T:(U}i) & contenuto in A, onde l'asserto.

Si & cosi provato che in un gruppo topologico G basta la conoscenza di un sistema fonda
mentale di intorni aperti dell'unitd = per ottenere un sistema fondamentale di intorni aperti in o-
gni punto di G e quindi una base per gli aperti id G. Dunque la topologia di G € completamente de-
geritta da un sistema fondamentale di intorni aperti dell'unitd (o, se si vuole, di un qualsiasi
punto di G, perché mediante una traslazione ci si pud sempre ridurre all'unita). Da quanto pre
cede segue anche che se un gruppo topologico G & tale che un suo punto ammette un sistema fonda
mentale di intorni aperti numerabile allora in G vale il I assioma di numerabilita.

Proviamo infine il seguente:

Teorema 3.1.

CONDIZIONE NECESSARIA E SUFFICIENTE PERCHE' UN GRUPPO TOPOLOGICO G
SIA DI HAUSDORFF E' CHE L'UNITA' (1) DI G 3IA UN CHIUSO (NELLA TOPOLOGIA DI G).

2 . L4
Dimostrazione:

Basta evidentemente provare che, se (u) & chiuso, G & di Hausdorif (cfr. proposizione
1I, par. 5, Cap. V). Siano dunque a e b due punti distinti di G. Allora c = a b-1 & diverso da ().
Poiche (u) @ un chiuso il complementare di {u) & un aperto e quindi esiste un intorno aperto Ue di
(c) non contenente (w). Per definizione di gruppo topologico esiste allora un intorno aperto Ug di a
ed un intorno aperto Uy di b tali che x y'1 ¢ Ug per ogni x €Uy, ¥y éUp. Uy ed Up non hanno punti
in comune in quanto, in caso contrario, denotato con z un punto di U, /1U}, si dovrebbe avere zz~1=

N

=1 € Uy il che & escluso perche Uu. non countiene (u), onde l'asserto.

4. - SOTTOGRUPPI DI UN GRUPPO TOPOLOGICO. SOTTOGRUPPI NORMALI. GRUPPO QUO-
ZIENTE. -

Sia G un gruppo topologico ed H un sottogruppo di G nella sua struttura gruppale. L'in
sieme degli elementi di H & un sottospazio di G con la topologia relativa indotta in H dalla topolo-
gia di G. Si prova subito che 1'applicazione:

ng 2 (Xg )€ Hx H—> Xy’ie H

risulta continua nella suddetta topologia di H. Dunque H risulta un gruppo topologico. Esso prende
il nome di sottogruppo topologico di G.

Se H & un sottogruppo normale di G (rispetto alla struttura gruppale di G) si dira che
2880 & un sottogruppo topologico normale di G.

Sia G un gruppo topologico, non necessariamente di Hausdorff, ed H un suo sottogrup-
po normale. Rimane allora definito nella struttura gruppale di G il gruppo quoziente G/H i cui e~
lementi sono le classi { x} = xH=Hx(x ¢ G) ed il prodotto & definito da:



62.

x4} = %7}
Denotiamo poi con:
" e6 —> (1 /b

I'applicazione naturale di G su G/H. In G/H rimane definita la topologia quoziente {cfr. par. 4,
Cap. V). In essa gli aperti sono i sottoinsiemi di' G/H le cuicontroinmagini mediante p risultano
aperti in G. L'applicazione p risulta allora manifestamente continua. Proviamo ora il:

Teorema 4. 1.

L'APPLICAZIONE p: x € G—~>{ x} € G/H E' APERTA, CIOE MUTA APERTI DI G IN
APERTI DI G/H.

Dimostrazione:

Sia A un aperto di G; si tratta di provare che p(A) & un aperto di G/H e cioé che p~Ip(A)
& un aperto di G. Si ha (essendo p~lp(x) = p~ 1); x} = xH):

PURA) = L H)

D'altra parte risulta evidentemente:

U, )= ;fg (Ay)

®

e quindi si ha:
: PP @)= T{A(Ay)

Ma, per ogm y &G, essendo A un aperto, risulta Ay ancora un aperto (perche la traslazione Td
muta A in Ay ed & un omeomorfismo). Dunque il secondo membro della relazione precedente & un
aperto essendo unione di aperti, onde l'asserto.

Proviamo ora il:

Teorema 4.2. .

II. GRUPPO G/H, RISPETTO ALLA TOPOLOGIA QUOZIENTE, RISULTA UN GRUPPO
TOPOLOGICO CHE PRENDE IL NOME DI GRUPPO QUOZIENTE DI G RISPETTO AD H.

Dimostrazione:

Si tratta di provare che l‘appll cazione:

. (fa, 183)e(6 o W6/h)—> fa HbE e &/H

risulta continua rispetto alla topolo ia quoziente di G/H; cio® dimostriamo che, scelto comunque
un int orno aperto V{gp-1}di { ab~ ? in G/H esiste
un intorno aperto Va1 difa} ed uno V fp di b}

in G/H tale che per ogni {x} € V fa} ed {y} € Vin} 6 / @jﬂu> ‘v o
rlsultazx} {y {xy"]j‘ & V{ab 1} . Consideria- 121
mo l'aperto p~ (V fab- ]} ; esso contiene ab-~ 1, Es

sendo G un gruppo topologico dovra esistere un in
torno aperto Uy di a ed uno Uy di b tali che per o-

//“-\_..—-—-—._-___—-—-—-—-—T d

gni x € Uy ed y €Uy, risulti xy-lée p-1(V ab-1} ). -~ Y '{, L
Gli insiemi p(U,) e p(Up) di G/H risultanc aperti di (/.]:"*‘2£> ‘ ib(
G/H, in quanto p & aperto (cfr. proposizione I), con !
tenenti rispettivamente la classe a e la classe b, 5 -

yA
Dunque V, = p(Ua{) e Vy = p(Up) sono due intorni a- 77/ ;7/ / / / 7 /

perti dl{ § fbf in G/H. Proveremo ora che per
ogm?x}é V{aﬁ s iyfé V{b} risulta xy~ e V ap-1

P {V ) { ok’
. f -1 ; bt a4 UD
Poiche fxfé‘- p(U ), non & restrittivo suppore x&U,. f___- * } 7/ \{‘“bfr

T —
Analogamente non & restrittivo supporre y € Uy,. Da
quanto detto precedentemente risulta allora \ /__
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'{:x y‘lzg- p-l(v {ab-l} ) e quindi {x y'l} = Ex} {yf-“l €V ,p-1 . La proposizione II & cosi provata.

Dimostriamo ora il:

Teorema 4. 3.

SE G E' UN GRUPPO TOPOLOGICO ED H UN SUO SOTTOGRUPPO NORMALE CHIU-
SO, NELLA TOPOLOQGIA DI G, IL GRUPPO QUOZIENTE G/H E' DI HAUSDORFF.

Dimostrazione:

Basta provare, in virtl della proposizione I, par. 3, Cap.. VI, che 1'unité§ v} = H di
G/H risulta un chiuso nella topologia di G/H. Poiche H, per ipotesi, & un chiuso di G, il comple-
mentare di H in G & un aperto A di G. Poiché p: G~ G/H & un'applicazione aperta, p(A) risulta

un aperto-di G/H. D'altra parte manifestamente p(A) & il complementare di fv f in G/H. Dunque
w ¢ & un chiuso in G/H, onde l'asserto.

Notiamo infine che (come conseguenza delle proposizioni V, par. 7, Cap. V e III par. 8,
Cap. V) si ha:

Teorema 4.4. ¢

SE G E' UN GRUPPO TOPOLOGICO COMPATTO O CONNESSO ED H UN SUQ SOTTO-
GRUPPO NORMALE CHIUSO IL GRUPPO QUOZIENTE G/H RISULTA COMPATTO O CONNESSO.

Inoltre, essendo l'applicazione p:G -—ac)G/H aperta, si ha:

Teorema 4.5,

SE G E' UN GRUPPO TOPOLOGICCO ED H UN SUO SOTTOGRUPPO NORMALE IN G/H
VALE IL I o II ASSIOMA DI NUMERABILITA' A SECONDA CHE CIO' ACCADA IN G.

5, - ESEMPI DI SOTTOGRUPPI DI GRUPPI TOPOLOGICI. - -

I. gruppi topologici Z, Q, ’?fb\ e % » rispetto all'operazione di somma ordinaria, consi
derati nell'esempip 1, par. 2, Cap. VI sono tali che Z & sottogruppo normale di Q, Q sottogruppo
normale di 5% ed "R sottogruppo normale di /Q

I gruppi topologici Q-(0), ’R -(0), )4?;/ -(0) (ciog rispettivamente Q, R e Q// ai quali si
tolga 1'origine) rispetto al prodotto ordinario, considerati nell'esempio 2, par. 2, ,Cap. VI, sono
tall che Q-(0) & sottogruppo normale di ;LQ -(0) ed 7‘;?—(0) sottogruppo normale di @l -(0). iInoltre
il sotto_ijnsieme Q+ dei razionali positivi costituisce un sottogruppo normale di Q-{0). Cost il sottoin

sieme |V dei numeri reali positivi costituisce un sottogruppo normale di ’P -(0).

Nel gruppo topologico GL(n,@) delle matrici reali d'ordine n non degeneri di cui all'e
gempio 3, par. 2, Cap. VI, l'insieme delle matrici con determinante positivo costituisce un sotto
gruppo normale di GL(n,?). ’

____ = m* .

Nel gruppo topologico GL{n, /[R ) (identificato ai punti di /}? come nell'esempio 3, .
par. 2, Cap. VI) si consideri l'insieme delle matrici ortogonali cio® delle matrici A & GL(n)R ) )
per cul A'A = U (U = matrice unitaria). Esso costituisce un sottogruppo topologico di GL{(n, R )
che si denota con O{n). Proviamo che O(n) & un chiuso di n* . Infatti si consideri l'applicazione:

L‘? : A & /[:PM2---—~>' o e /g?,hz « = }O{}bk“

ove

o= 5 a0 A- Nl

“{,‘5 xS
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L'applicazione L{) consiste nel far corrispondere alla matrice A la rmatrice oK = A/K. Latlf e con-,
tinua e l'immagine mediante (F di O(n) risulta essere chiaramente la matrice U = H 5},;( ” " di 'ﬂ%""

anzi Lf'z'l(U) = O(n) (in quanto la condizione AA = U equivale a_scrivere: %= Oy ). Poiche

U ¢ T-R “ & un chiuso allora O(n) =LP"1(U) risulta un chiuso di K™ . Ne segue che O(n) & un chiu

so anche di GL{n, ). Se A ¢ O{n) si ha, come gia osservato:

s
ol =1

hs
e quindi: S=t

iad sd 2

- Yv
Z Z O‘Rs
hze &= 2

G
ne segue che A £ O(n) appartiene all'ipersuperficie sferica di T}? con centro nell'origine e raggio
n
e ’ 2

m
Dungue O(n) & un insieme chiuso e limitato di 7{? e pertanto O(n) é compatto.

Se indichiamo con O1(n) ed O~(n) gli elementi A di O(n) con det A = +1 e det A = -1 ri-~
spettivamente si ha: *

Q-i‘(m) U" O?m}:: 0 )

2

(infatti se A € 0(n) si ha (det A)2=1). Inolire O(n) ed O (n) sono dei chiusi in TE’M e quindi in O(n)
(perche 1'applicazione det: A ¢ '[Rmzs-—-!%- detA & continua e OT(n) /A O~(n)=p). Ne segue che O(n)

& sconnesso, OT(n) ed O~ (n) sono compatti (essendo dei chiusi contenuti in un compatto). Si potreb
be provare che Ot(n) ed O™ (n) sono linearmente connessi e quindi connessi, cio& O™ (n) ed O~ (n) co
stituiscono le componenti connesse di O(n). Il sottoinsieme O%(n) risulta evidentemente un sotto~
gruppo normale di O(n) che si denota anche con SO(n). Il gruppo quoziente di O(n) per SO(n) & costi
tuito da due soli elementi dati da O*(n) ed O (n) pensati come classi, cioé & isomorfo al gruppo, r:l
spetto al prodotto ordinario, costituito dai due elementi +1 e -1.

Esempio 5.

2
Nel gruppo topologico GL(n,¢ )} (identificato ai punti di (}sz ,(cfr‘. esempio 3, par.
2, Cap. VI) si consider{ l'insieme delle matrici unitarie, cioé l'insieme della matrici A ¢GL(n, ;;?;”_)

per cul A A; = U (At = matric? trasposta coniugata, U = matrice unitaria). Esso costituisce un sot
togruppo topologico di GL(n, ), che si denota con U(n), come subito si prova.

2m
Proviamo che U(n) & un chiuf,o di ’sz . Si consideri infatti la applicazione:

P AR > L e R d= [l

D L

La [P & evidentemente continua. L/'immagine mediante lf’di U(n) risulta costituita da un solo ele-
mento M rappresentativo in /@2”‘1 della matrice unitaria di GL(n,%/), anzi (f"l(u)=U(n) (in quan
to la condizione A A4 = U equivale a: Ay = O(hk)- Ne segue che U(n) = ¢~ (u) & chiuso di TR:'”L B
in quanto controimmagine mediante ﬂ? del chiuso u di TR?™. Proviamo ora che U(n) ¢ un insieme
limitato di Ra«n"-. Se A € U(n) si ‘kll\s, come gia osservato

Q. a -
SZ:f;rsks':L

dove

e quindi
m

"
e { ) ! t
, Z 2 .
z- Z [(th)"{_ ({Q/hs) ]"' Y [} &%5': &'hS +1Qh5
hzy 6= e
Ne segue che A € U(n) appartiene all'ipersuperficie sferica di centro nell'origine e raggio \}n di

2m”  onde 1'asserto. Perché U(n) & un sottoinsieme chiuso e limitato di JK?™ esso risulta es-
sere un compatto. Dunque U(n) & un gruppo topologico compatto.

Le matrici A di U(n) con det A = 1 costituiscono evidentemente un sottogruppo topolo-
gico di U(n) che si denota con SU(n). SU(n) risulta.un chiuso di U(n), come subito si prova; quindi
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si pud dire che SU(n) & un gruppo topologico compatto.

I gruppi U(n) ed SU(n) prendono il nome rispettivamente di gruppo unitario ¢ gruppo
unitario speciale,

Sia R il gruppo topologico dei reali rispetto alla topologia naturale ed all'operazione di
somma prdinaria. In }‘?\' il sottoinsieme Z degli interi relativi costituisce un sottogruppo normale
chiuso. Il gruppo topologico quoziente T = IR /Z prende il nome di 1-toro. Esso, come spazio to-
pologico, & omeomorfo ad una circonferenza. Quindi & compatto, connesso e a base numerabile.

N
e Sia ’ng{“‘il gruppo topologico delle n-ple ordinate dei reali (rispetto alla topologia natu-
rale d]@\ ed all'operazione di somma data da (x1, X9, ...., Xg)Hy1, yo.....,yn)=(x1+y1,X9%y2, ..
.s Xptyp)). In TRM':'LI sottoinsieme ZM delle n-ple ordinate di numeri interi costituisce un sotto-
- gruppo normale chiuso. Il gruppo topologico quoziente T = TRM/ZH prende il nome di n-toro. Es-
so risulta, come facilmente si prova, connesso, compatto, a base numerabile. Per n=2 si ottiene
il 2-toro che topologicamente & omeomorfo ad una superficie torica. ¢

6. - PRODOTTO DI GRUPPI TOPOLOGICI. -

Siano Gy=(Gq, S 1s :Z: 1) e Gg = (Gz,g 2, LEZ) due gruppi topologici, Nell'insieme pro-
dotto cartesiano Gq x Gg (cio¢ nell'insieme delle coppie ordinatei(gy, gg) con g1 €Gy, gy €Gy) ri-
mane definita la struttura di gruppo prodotto diretto &1 @ o (precisamente ponendo (g1, g9) @
(g1, g9) = (glg'l, gfzgé)). Inoltre rimane definita la struttura topologica prodotto /51 x %’2 (preci
samente scegliendo come base per gli aperti in G; x Gg tutti i prodotii cartesiani tra gli aperti di
%1 e gli aperti di Ga).

Rispetto a tali strutture, gruppale e topologica, Gy x Gy risulta essere un gruppo to
pologico, come ¢ facile provare. Esso prende il nome di prodotto topologico tra i due gruppi e si
denota con G{& Gg. Quanto detto si generalizza immediatamente al caso di n gruppi topologici.

Esempio.

———e .

Si consideri il prodotto topologico Tl dato dall'l-toro (cfr. esempio 6 del paragrafo
precedente) per se stesso. Si prova subito che esso & isomorfo con il 2-toro. Cosi il prodotto to-
pologico dell'l-toro n volte per se stesso & isomorfo all'n-toro.

La nozione di prodotto di gruppi topologici si estende anche al caso di una qualsivoglia
famiglia di gruppi topologici. Precisamente sia % o T e f, una famiglia qualsiasi di gruppi to-
pologiei ( % pud anche essere infinito) e si consideri 1'insieme prodotto cartesiano G = [ 614
(cfr. par. 3, Cap. V). In esso si definisce la struttura CX di gruppo prodotto ponendo: <eR

{%"‘z"ozeﬁ, {%":}deﬁ’; = 7{ i 3; Leﬂ,

P
Sia poi 0 la struttura topologica prodotto di G (cfr. par. 3; Cap. V). Cosi l'insieme G rispetto al
la struttura di gruppo %/ ed alla struttura topologica 6 risulta un gruppo topologico, come subito
sl prova. Tale gruppo topologico prende il nome di gruppo topologico prodotto.

In base al teorema di Tijnov (cfr. par. 7, Cap. V) si ha:

Teorema 6. 1.

1L PRODOTTO TOPOLOGICO DI UNA QUALSIAST FAMIGLIA DI GRUPPI TOPOLOGI-
CI COMPATTI E' COMPATTO,

Si ha inoltre:

Teorema 6. 2.

IL PRODOTTO TOPOLOGICO DI UNA FAMIGLIA NUMERABILE DI GRUPPI TOPOLOGI
CI, PER CIASCUNO DEI QUALI VALGA IL I OD IL II ASSIOMA DI NUMERABILITA', E' TALE
CHE PER ESSO VALE IL I O IL II ASSIOMA DI NUMERABILITA'.
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7. - OMOMORFISMI E ISOMORFISMI TRA GRUPPI TOPOLOGICI. -

Siano G e G' due gruppi topologici e (-F : G =»G' un'applicazione di G su G' che sia con
tinua ed aperta rispetto alle topologie di G e G' e tale che:

(1) ¢ (a. E) = Qe P-) \7/ a,be &

cioe tale che sia un omomorfismo tra le strutture gruppali di G e G'. La applicazione prende il no
me di omomorfismo del gruppo topologico G nel gruppo topologico G'. (Se (.P risulta iniettiva o sur
gettiva essa prende pill propriamente il nome rispettivamente di monomorfismo o epimorfismo).
fismo & un omeomorfismo tra le topologie di G e G' che & anche un isomorfismo tra i gruppi G e
G'.

Se G & un gruppo topologico ed H un suo sottogruppo normale, la applicazione naturale
h:xeb6 > {xle G/H
risulta essere un omomorfismo tra il gruppo topologico G ed il gruppo topologico qtioziente G/H.
Infatti, in forza della proposizione I, par. 4, Cap. VI, la risulta continua ed aperta ed inoltre

soddisfa manifestamente la (1). Tale situazione & del tutto generale in quanto vale il seguente teo-
rema fondamentale sugli omomorfismi tra gruppi topologici:

Teorema 7.1.

SIA : G G' UN OMOMORTFISMO DEL GRUPPO TOPOLOGICO G NEL GRUPPO TO
POLOGICO G'. SI HA ALLORA CHE:

a) Im E!' UN SOTTOGRUPPO TOPOLOGICO DI G'.

b) Ker g7 = L() ‘1(U') E' UN SOTTOGRUPPO TOPOLOGICO NORMALE DI G (chiuso se G' & di Haus-
dorff); ‘

c) V‘ x G LA CLASSE {x} =X Ker‘{’ E!' COSTITUITA DA TUTTI E SOLI GLI ELEMENTI DI G
CHE HANNQ LO STESSO CORRISPONDENTE ‘L'O(x) IN G';

d) L'APPLICAZIONE:

P-: {xie 6//keup —> O& e Lamg :

RISULTA UN ISOMORFISMO TRA IL GRUPPO TOPOLOGICO QUOZIENTE G/Ker Cf ED IL GRUP
PO TOPOLOGICO Im L{?

Dimostrazione.

Le a), b), e) sono di immediata dimostrazione anche in forza del teorema fondamenta
le sugli omomorfismi tra gruppi (cfr. Cap. II). Per dimostrare la d) basta provare che feun omeomor
fismo e quindi, essendo § manifestamente biunivoca, ¢ e §~1 mutano aperti in aperti. Sia dunque -
A un aperto di Gr/Kelr'Qf7 . Poiche l'applicazione naturale p: x € G-—:>{x} & G/Ker (P & continua
p'l(A) ¢ un aperto di G, onde C{) (p‘l(A)) = @ (A) & un aperto di G' (perché ‘70 & aperta per defini-
zione di omomorfismo tra gruppi topologici) contenuto in Im ‘{" Viceversa sia A' in aperto . di Im ¢
Allora L{7‘1(A') & un aperto in G (perché "70 & continua per definizione) e quindi p(({fl(A‘) & un a-
perto di G/Ker L(J, onde l'asserto. .

8. - PROPRIETA' DI CONNESSIONE DI UN GRUPPO TOPOLOGICO. -
- Sia G un gruppo topologico ed uy la sua unitd. Se a & un elemento di G indicheremo con
i aj la componente connessa di a in G; porremo poi H = u}.

Se : G G & un omeomorfismo dello spazio topologico G, mediante (f? ogni componen
te connessa di G si muta ancora evidentemente in una componente connessa di G. Precisamente si

g @n= [go]

(1)
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Dimostriamo ora il:

L.

Teorema 8.1,

LA COMPONENTE CONNESSA H DI G E' UN SOTTOGRUPPO INVARIANTE DI G. INOL
TRE ST HA:

Fal
3) oo H= Has=[o]

CIOE' LE COMPONENTI CONNESSE DI G COINCIDONO CON LE CLASSI LATERALI INDOTTE DA
H IN G E QUINDI IL GRUPPO QUOZIENTE G/H E! COSTITUITO DA QUESTE CLASSI LATERALI.

Dimostrazione.

Per ogni y.H si consideri 'omeomorfismo di G:

$ N -1
W= T, 1 xeb6—> Yx e
Si ha L? (u) = y e quindi per la (1), essendo y ¢ H

¢lHl= [gew]=[y]=H
xeld = P& = X e H

Ne segue che:

e quindi

¥xyeH=>yx'eH
cioé H & un sottogruppo di G.

Per ogni a & G si considerino le traslazioni sinistre TZ:

- £
Ts: xeb—> Gxeé
Ciascuna di queste iraslazioni & un omeomorflsmo di G tale che TS( ) = a. Quindi, per la (1),
TS(H a:[ Ma risulta” TS(H) = aH onde a7 = aH. In modo analogo si prova sfruttando la trasla--

zione destrct Td, che [a* = Ha, onde la (3) cio® H & un sottogruppo invariante e le clasgsi latera-
1i coincidono con le componenti connesse di G. Ne segue l'asserto.

N

Osserviamo che nella dimostrazione precedente si & sfruttato in modo essenziale il fat
to che in G le operazioni di prodotto e di inverso sono continue, a norma della definizione stessa di
gruppo topologico.

Osserviamo anche che poiché H & chiuso in G (essendo H una componente connessa di
G), G/H risulta di Hausdorff (cfr. par. 4, Cap. VI).

Un gruppo topologico si dice totalmente sconnesso se la componente connessa di ogni
punto si riduce a gquel punto. In questo caso evidentemente G/H & isomorfo a G. Diamo ora alcuni
esempi.

Esempio 1. -

I1 gruppo @-(0) (numeri razionali cui si tolga lo zero) rispetto al prodotto ordinario ri-
sulta totalmente sconnesso; infatti la componente connessa dell'unita si riduce alla stessa unita
(cfr. par. 8, Cap. V).

IIserapio 2. -

N

- . st
I1 gruppo ‘FR -(0) rispetto al prodotto & costituito da due componenti connesseP ed7p
(reali positivi e negativi rispettivamente) La componente connessa dell'unitad & costituita da
Essa & un sottogruppo invariante in | —(0) ed il quoziente (R —(O))ﬂg'{~ & dato-dal gruppo (+1, -1)
rispetto al prodotto, dotato della ‘tOpOlogch discreta.
Esempio 3.

11 gruppo C}L(n”:—:> ), come anche il gruppo O(n), sono costituiti da due componenti con-
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nesse, una fatta di matrici con determinante positivo ed una con determinante negativo. La prima
delle due classi (det 3> 0) risulta essere un sottogruppo normale; il gruppo quoziente risulta iso-
morfo a (+1, -1) rispetto al prodotto.

9. - ISOMORFISMO LOCALE TRA GRUPPI TOPOLOGICI, -

Di speciale importanza per i gruppi topologici sono le cosi dette proprietd locali, cioé
quelle proprieta determinate dal comportamento del gruppo nell'intorno dell'unita. Ci occuperemo
in questo paragrafo della nozione di isomorfismo locale, una tra le pilt importanti.

Due gruppi topologici G e G* si diranno localmente i somorfi se esistono un intorno U
dell'unita (w) di G, un intorno U' dell'lunita g,é'") di G' ed un omeomorfismo f di U su U' che goda del
le seguenti proprieta:

(a) v,y xy eV = {(xg f0)fpeV’
(b) ‘X{ x’,yl'f X{),{é V > {{X’) 4 / Je UV .

Dalle a) e b) segue subito che:

(c) §(U J= W
-t } -
N 1= 6]
(a) se x x'e V= {(x) = H(Xl
Sia : G =G' un omeomorfismo locale dello spazio topologico G sullo spazio topologi

co G' che sia un omomorfismo del gruppo G sul gruppo G'. Esso risulta un omomorfismo del grup
po topologico G sul gruppo topologico G' (si ricordi che un omeomorfismo locale risulta un'applilég
zione continua ed aperta). Ebbene allora G e G' sono logcalmente isomorfi. Infatti esiste un apert—a
U contenente (u) ed un aperto U' contenente (u') tale che P , ristretto ad U, risulta un omeomorfi-
smo tra U ed U'. Questo omeomorfismo soddisfa manifestamente alle proprieta (a) e (b) perchée &
un omomorfismo gruppale. Si & cosi provato il:

Teorema 9.1. .

'SE ESISTE UN OMEOMORFISMO LOCALE TRA G E G' CHE RISULTI UN OMOMORFI
SMO DI GRUPPO, G E G' SONO LOCALMENTE ISOMORFI.

Si osservi che due gruppi topologici possono essere localmente isomorfi senza che e-
sista un omomorfismo che sia un omeomorfismo locale tra essi.

Esempio 1. -

Siaq? il gruppo topologico additivo dei reali edﬁ{ il gruppo delle rotazioni nel piano
(che si pud identificare con una circonferenza in cui sia fissato un punto ed un verso di percorren
za) rispetto alla operazione di applicazione successiva di due di esse. I due gmtppl sono localmen
te isomorfi in quanto, detto V l'intervallo aperto dlﬂa di centro O e semiapertura T e V' l'insie-
me delle rotazioni di angolo =M< L & +T” , la corrispondenza che associa ad ogni ol elemento di V
la rotazione di angolo ¢l risulta un omeomorfismo tra V e V' che gode evidentemente delle proprig
ta (a) e (b).

Enunciamo ora (senza dlmostrarle) le seguenti proposizioni che danno una no‘cevole in-
formazione sui gruppi localmente isomorfi:

Teorema 9. 2.

SIA G UN GRUPPO TOPOLOGICO ED N UN SUO SOTTOGRUPPO NORMALE CON LA
TOPOLOGIA RELATIVA DISCRETA. ALLORA IL GRUPPO G E G/H=G' SONO LOCALMENTE I-
SOMORFTI.

Osserviamo che la precedente proposizione da un metodo per costruire gruppi local-
mente isomorfi ad un dato gruppo.
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Teorema 9. 3.

SIANO G E G' DUE GRUPPI TOPOLOGICI CONNESSI E LOCALMENTE ISOMORFI. AL
LORA ESISTONO UN GRUPPO K E DUE SOTTOGRUPPI NORMALI N ED N' DI K DOTATI DELLA
TOPOLOGIA RELATIVA DISCRETA TALI CHE G RISULTA ISOMORFO A K/N E G' ISOMORFO A
K/N'.

Nell'esempio 1 il gruppo K coincide con(@ , N coincide con il sottogruppo ridotto al
solo elemento nullo, N' con Z, gruppo additivo degli interi. K/N 2 isomorfo adTR e K/N' & isomor,
fo ad¥® .

Intuitivamente la proposizione 9,3afferma che due gruppi localmente isomorfi, anche
se non sono isomorfi, lo sono a meno di sottogruppi normali discreti.

10. - IL. GRUPPO DI RICOPRIMENTO UNIVERSALE DI UN DATO GRUPPO TOPOLOGICO.

Sia G un gruppo topologico di Hausdorff che supponiamo linearmente connesso, local-
mente linearlmente connesso e localmente semplicemente connesso (cfr. par. 9, 12, Cap. V). In
forza di quanto detto nel paragrafo 13 Cap. V, a partire dallo spazio topologico G rimane determi
nato lo spazio topologico cx ricoprimento universale di G, i cui elementi sono le classi di omoto-
pia dei cammini di origine u, Rimane inoltre determinata l'applicazione naturale:

(1) e A

1
ove a = f(A) & l'estremo di tutti i cammini ¢l della classe A = gc\" ;

Ci proponiamo intanto di introdurre in modo opportuno in G¥ una struttura di gruppo.
Siano A e B due elementi di G¥; essi sono individuati rispettivamente da due cammini di origine
nell'unitd e dati da: i

d: TeT—dliek
G : tel — gltie &

con I intervallo chiuso Ot 1 di TR . Pertanto A = j«} , B = fel, f(a) =a=o1), £(B) =b =

$(1). Per ogni t¢& I si consideri 1'elemento di G dato da a -(’3 (t) (prodotto nel gruppo G di a per @(t);
si ottiene cosi 1'applicazione: - .

(2) e :t’eI——>cL(§€(§*

,

che & manifestamente continua e quindi & un cammino di G. Si ha:

(3) \(@J(B)(o) - o (&(3}(1): a b

Dunque il cammino a { ha origine in a; ha senso allora considerare il prodotto di of (che & un cammi
no di estremo in a) per il cammino a (3 . Si congideri la classe di omotopia C =€ ol (a (:3)} , costi-
tuita da cammini di origine u (in quanto ol , e quindi ® {a 3) hanno origine inu). Si prova subito che
C non dipende né dalla scelta di ¢{ in A = goi (r , né dalla scelta di (2 in B = %(3} , ma solamente

da A e B. Si ha poi C ¢ GX. T .

Si definisce allora prodotto di A per B in GX 1'elemento C:
{4) AB=C
3i prova abbastanza facilmente che, rispetto al prodotto cosi definito, G¥ risulta un

gruppo la cui unitad U coincide con la classe dei cammini chiusi omotopi a zero di origine y,

Si prova inoltre che lo spazio topologico GX, rispetto all'operazione di gru ppo sopra de
finita risulta essere un gruppo topologico.

In forza della seconda relazione della (3) si ha che l'estremo del cammino « (a(i) ri-
sulta essere l'elemento ab, quindi:
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3\ ) B N
o d(ar)={O=ab=Jw i) <. ~ .
. . &
Cid prova che l'applicazione naturale: .
* A U
{: =6

risulia un omomorfismo sul gruppo topologico G
(si ricordi che f & continua ed aperta). o .

Poiche f & un omeomorfismo locale ( oh “\

si ha che G e GX sono localmente isomorfi {cfr. &6 -

proposizione I, par. 9, Cap. VI). . 77 ) 6
D |

Sia N il nucleo (o Kernel) dell'omomor

fismo f. Dalla proposizione I, par. 11, Cap. V, si ol -

ha che N & dotato della topologia relativa discreta. U (5

Inoltre, indicato conﬁ-(u) il gruppo fondamentale k

di G (i cui elementi sono le classi di omotopia dei J

cammini chiusi di origine u), si ha:

AN E v &=Ace D)

Dunque N ={l(w). Si ha poi subito che il prodotto i =
definito mediante la (4) in G*e quindi in N coincide \ T (‘
con il prodotto del gruppo fondamentale 2 (w). In A I 7
base al teorema fondamentale sugli omomorfismi v
si ha che GX/N & isomorfo a G.

Si & cosi provato il:

Teorema 10.1.

DATO UN GRUPPO TOPOLOGICO DI
HAUSDORFF G LINEARMENTE CONNESSO, LO
CALMENTE LINEARMENTE CONNESSO E LO-
CALMENTE SEMPLICEMENTE CONNESSO, SI
RIESCE A COSTRUIRE UN GR UPPO TOPOLOGI
CO G* (RICOPRIMENTO UNIVERSALE DI G) CHE
RISULTA DI HAUSDORFF. SEMPLICEMENTE
CONNESSO, LOCALMENTE LINEARMENTE CONNESSO, LOCALMENTE SEMPLICEMENTE CON
NESSO, ED UN OMOMORFISMO f:G% ~>CG CHE RISULTA UN OMEOMORFISMO LOCALE IN MODO
CHE N = KERK COINCIDE CON IL GRUPPO DI OMOTOPIA {] (1) DI G. QUINDI G* E'LOCALMEN
TE ISOMORFO A G ED INOLTRE G*/N E' ISOMORFO A G. -

Si pud provare il:.

Teorema 10.2.

SE N E' UN SOTTOGRUPPO NORMALE DI UN GRUPPO TOPOLOGICO-G DOTATO DEL
LA TOPOLOGIA DISCRETA ALLORA N E' COMMUTATIVO.

Dalle proposizioni I e II segue un'altra interessante proposizione:

Teorema 10.2.

SE G E' UN GRUPPO TOPOLOGICO DI HAUSDORFF LINEARMENTE CONNESSO, LO
CALMENTE LINEARMENTE CONNESSO, LOCALMENTE SEMPLICEMENTE CONNESSO, IL GRUP
PO FONDAMENTALE DI G RISULTA COMMUTATIVO.

Osserviamo infine che si pud dimostrare la proposizione seguente:

Teorema 10.4,

SIANO G E G'* GRUPPI TOPOLOGICI DI HAUSDORFF LINEARMENTE CONNESSI, LLO
CALMENTE LINEARMENTE CONNESSI, LOCALMENTE SEMPLICEMENTE CONNESSI. SE G'¥
E' SEMPLICEMENTE CONNESSO E LOCALMENTE ISOMORFO A G ALLORA G'¥ E' ISOMORFO
AL GRUPPO DI RICOPRIMENTO UNIVERSALE G* DI G.
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Dalle proposizioni I e IV si ha allora:

Teorema 10.5.

FISSATC UN GRUPPO TOPOLOGICO G DI HAUSDORFF LINEARMENTE CONNESSO,
LOCALMENTE LINEARMENTE CONNESSO E LOCALMENTE SEMPLICEMENTE CONNESSO E-
SISTE ED E' UNICO, A MENO DI ISOMORFISMI, UN GRUPPO G* SEMPLICEMENTE CONNESSO
LOCALMENTE ISOMORFO A G.
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CAP. VI - VARIETA' DIFFERENZIABILI -

1. - RICHIAMI SULLE FUNZIONI DIFFERENZIABILI -

Si consideri lo spazio TRH dotato della topologia naturale. Un punto X di H?M/e una n-pla
ordinata di numeri reali che si denotera nel seguito con (x!, x2, ...., x?). Ricordiamo che R™
& uno spazio topologico linearmente connesso, di Hausdorff, a base numerabile, seprabile, local-
mente compatto ma non compatto. Sia poi A un aperto di Ra,

Si dice funzione a valori reali definita in A un'applicazione:

[: xe A—> feweR

che si denotera anche con:
t 2 -
>/= ][[X,,XZ/‘“/X%,) ) X =[X))(/'“/)( }(-'F

La funzione f sara detta continua se essa & tale rispetto alla topologia naturale diﬂnE:
ed alla topologia indotta in A da quella di R 1 (si osservi che in tale topologia indotta gli aperti so
no.tutti e soli gli aperti di [R™ contenuti in A).

La funzione f:A"‘>’R dicesi differentiabile di classe ck o ¢k . differenziabile {ove k
& un intero; 1) se f & continua insieme con tutte le sue derivate parziali fino a quelle di ordine K
incluso.

La funzione f : A——~>TR si dice differenziabile di classe C® o C® - differenziabile o,
semplicemente, differenziabile se f & continua insieme con tutte le sue derivate parziali di ordine
comunque elevato.

La funzione C® - differenziabile f: A—> T si dice analitica in A se per ogni punto
Xq di A esiste un intorno sferico di x, tutto contenuto in A in cui la f & sviluppabile in serie di Tay
lor cio& in cui la serie di Taylor di f, di origine x,, & convergente ¢ converge a f. Non tutte le fun
zioni C® - differenziabili sono perd analitiche, come mostrano i seguenti esempi.

Esempio 1. -

Sia y(x) la funzione diR inR definita dalla relazione:

2
.Q,-'/i/x de X;L-O
Y &) =
0 A X =0

La y(x) & continua per ogni x ailR (si noti che lim gg)x) = y(0) = 0). Inolire per x # 0 es
s =4

sa & analitica. Si prova subito invece che, per x = 0, la y(x)}, pur essendo C®© . differenziabile,
non & analitica (si noti che la derivata k-esima di y(x), calcolata per x = 0 vale zero, e quindi se
y(x) fosse analitica in x = 0 dovrebbe esistere un intorno di x = 0 in cui

o ;
o 2 () ar =
ma c¢id non & perché per x # 0 & chiaramente y(x) >0).
Esempio 2. -
E! facile provare che la seguentis'4 funzione f: RM—> | & C® - differenziabile ma
non analitica: ( '2__ mf g X ¢ S

«((X): '2

o) Ae Xé,@t,‘:}
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ove S & l'intorno sferico di 2 ™ con centro nell'origine e raggio 1.

Data una funzione continua f:A —>TR si dice supporto di f la chiusura dell'aperto in cui
f & diversa da zero. Nell'esempio 1 il supporto di y(x) coincide con tutto IR ; nell'esempio 2 il sup
porto di f(x) coincide con S, chiusura di S. Sé A & connesso ed f:A —> R & analitica si prova che
il supporto di f coincide con tutto A (a meno che f non sia identicamente nulla in A).

2. - OMEOMORFISMI DIFFERENZIABILIL. -

Sussiste il seguente teorema (di cui omettiamo la dimostrazione) noto con il nome di
teorema di invarianza della dimensione o teorema di Brower-Lebesgue:

Teorema 2.1. -

SIA A UN APERTO DI 'h’im EBUN APERTO DI ’Pn_ SE ESISTE UN OMEOMORFISMO
TRA GLI APERTI AE B, ALLORA m=n,

Dati due aperti A e B di R (dotati della topologia indotta per relativizzazione da quel
la naturale di '/R™) un omeomorfismo:

! 2 e ! 4
Y ox= (<. x")e A—> x'= (X‘/ X x")e B
potra essere rappresentato da un gruppo di n equazioni del tipo:

L 1 e
X2 X't (x %y, x™)

i 2 m
N 2 xS
(1) X' = X (>(/ X;'*’/x )
] {m -4 Z -
X’ = X /X)X/»»-)X )
. AR A NG w) . . . . .
dove le ¥ X IR X sono, come subito si prova, funzioni continue in tutto A.

Poiche ilpz A —»B & un omeomorfismo le equazioni (1) si potranno invertire nelle:
U' 12 1o
(2) X = X (X /X/"‘/X )

che rappresentano le equazioni dell'omoemorfismo (,F_lz B->A. Le funzioni x' = Xi(x') = Xi(x'l,
x'2, .. ..,x'N) sono continue in tutto B.

L'omeomorfismo @ : A -».B & detto essere ck _ differenziabile se sia le funzioni x'(x)
che le funzioni xi(x') sono Ck - differenziabili rispettivamente in A e B. L'omeomorfismo A—>B
si dice C®-differenziabile o diffeomorfismo se le suddette funzioni sono di classe C®. Si dice poi

La funzione y = x3 & un omeomorfismo le 1nj§ . La sua inversa ¢ x =\/ y. Questo
omeomorfismo non & differenziabile (anche se y = x3 lo &) perché x =\/_y non ¢ differenziabile nel
1'origine.

Proviamo ora il:
Teorema 2.2. -

DATO UN OMEOMORFISMO Ck - DIFFERENZIABILE (k > 1) TRA DUE APERTI DI
RAPPRESENTATO DALLE (1) E (2) LE MATRICI JACOBIANE DEI SISTEMI (1) E (2):
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=1%1 T-1EE

SONO AMBEDUE NON DEGENERI E L'UNA INVERSA DALL'ALTRA.

Dimostrazione. -

E' sufficiente provare che JJ' = U (U matrice unitaria). Dalle (1) e (2) segue che:
. : 11l 1,2 " tm [, 1.2 )
(3) X'= X' [X (X X5 X )/,.- X {X X.,.X)J

Derivando la (3) rispetto ad <7 ed applicando il teorema di derivazione delle funzioni composte (e
cioe & lecito perche si tratta di funzioni di classe almeno cly si ricava:

ox _ 5 . > oxtax!

axl T T o X Dxid
e cid sta a significare che il prodotto righe per colonne delle matrici J e J' & proprio la matrice
unitaria U.

O

3. - SPAZI PARAMETRIZZABILI E VARIETA' TOPOLOGICHE. -

Uno spazio topologico S si dice parametrizzabile di dimensione n o parametrizzabile
con n parametri se ammette un ricoprimento aperte {U’a} ae e per ogni a un omeomorfismo cg
di U, in un aperto c4(Uy) di T'EW (dotato della topologia naturale). Gli omeomorfismo cy vengono

etti carte, U, dominio (o dominio coordinato) e ¢, (Uy) codominio della carta cy. L'insieme
%Ua, ca} aeJ‘&Pdi tutte le carte prende il nome di atlante dello spazio parametrizzabile S. Diremo
che un punto P € S "appartiene alla carta c,'' se P & elemento del dominio Uy di c,.

R . . 1 .9
~ Se P ¢ U, ad esso corrisponde, mediante I'omeomorfismo ¢y un punto xg =-(xa,x§, Cas xg)
di (IP ; 1 numeri reali xg, xazl, .. .xral prendono il nome di coordinate del punto P nella carta cy. E
videntemente pud accadgre che P appartenga a due o pilt carte (anche infinite); in tal caso ad esso

sono associate pill coordinate a seconda della carta che si considera.

Siano U, ed Up due aperti del ricoprimento ‘{Uaj{'ae & diSconUyyUy # 0 e sicon-
siderino gli insiemi c4(Uy AAUp) e cp(U, /) Up) che sono aperti non vuoti di R™ La corrispondenza

(1) C,o Q;i e (o ((/’a n Ub)-——> Cy (UQ’M/»)

& un omeomorfismo (in quanto prodotto di due omeomorfismi) che associa ad un punto x, del pri-
mo insieme un punto x, del secondo insieme, ove x, = (x1, x, ., Xp) ed xy = (X%, %€, ..., xﬂ)
sono le coordinate di uno stesso punto P ¢ Uaﬂ Uy nella carta ¢, e nella carta ¢y rispettivamenté.
Dunque la (1) si pud rappresentare mediante equazioni:

v (, 4 2 “ *
(2) X, = )(h (X.,v Xaywn=, XQ) b= 4.m

ove le funzioni a secondo membro sono continue in
tutto 1'aperto c,4(U, f} Up). Le equazioni (2) danno
il legame intercorrente tra le coordinate di P nelle
due carte ¢, cp. L'omeomorfismo inverso di (1):

a’

.— -1 / )
3 CaoCy 2 G (UAU) = G (Ua )

sara a sua volta rappresentato dalle equazioni:

(4) X, = XL (xyxe..x1)

dove le funzioni a secondo membro scno continue
in tutto cp(U, 1UL). Gli omeomorfismo (1) e (3)
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prendono il nome di- cambiamenti di coordinate relativi alle carte ¢

5 € Cp, mentre le equazioni (2) e (4) so
no dette equazioni dei cambiamenti di coordinate (1) e (3).

Un atlante di uno spazio parametrizzabile viene detto cK - differenziabile se tutti i suoi cam-
biamenti sono omeomorfi CX - differenziabili; viene invece detto C® - differenziabile o, semplicemente
se tutti i suol cambiamenti di coordinate sono diffeomorfismi. Viene infine detto analitico se tutti i suoi
cambiamenti di coordinate sono diffeomorfismi analitici.

Osserviamo che la dimensione di uno spazio parametrlzzablle S & un carattere intrinseco del-
lo spazio nel senso che se ammette un atlante 3 Ug, c,; ac ‘/5 su ‘Ié? ogni altra carta (U', ¢') di S deve a-
vere codomini 1n? ; quindi ogni altro atlante di S & su 7™ (e non su RM conm # n).

- Infatti se la carta (U', ¢') ha codominio in TR™, detto U, un dominio dell'atlante {Ua: ca}a‘
su ?Q , ad intersezione non vuota con U' (un tale aperto U certamente esiste perche {Ua} ‘6 € un
ricoprimento di S), l'omeomorfismo: acv

ot s (U AV )—> ([UiaV))

é tra l'aperto Ca(UaA U") di TR e l'aperto (U, AUY) di TEM (31 osservi che U, AU' & un aperto di S; me-
diante 1'omeomorfismo ¢, esso si muta nell'aperto e (U, AT & cy(Uy) di ﬁ? ; analogamente per c'(Uy (1U')).
Per il teorema di Brouwer-Lebesgue allora deve essere m = n,

2 o : . . I3 .
Sia 2 un intorno sferico 1con‘cenuto con la sua chiusura Z nel codominio ca{Uy) della carta cy
di un atlante di S. Il sottoinsieme cg (Z) di S, la cui chiusura & contenuta in U, & detto sferoide relativo
alla carta considerata. Esso risulta linearmente connesso e quindi connesso, e semplicemente connesso.

Inoltre la sua chiusura risulta compatta. Cid perché di tale proprietd gode 1'intorno sferico > e 1'applica
zione

¢ un omeomorfismo.
Si prova facilmente il

Teorema 3.1, -

LA FAMIGLIA DI TUTTI I POSSIBILI SFEROIDI RELATIVI ALL'ATLANTE {Ua’ Cag ae o DT
S COSTITUISCE UNA BASE PER LA TOPOLOGIA DI S

Dimostrazione:

Se A & un qualsiasi aperto di S per ogni P ¢ A si consideri una carta (U, Ca) contenente P. In
TR" si consideri un intorno sferico 3 con centro Xg = ca(P)
e contenuto con la sua chiusura nell'aperto ¢, x (A7) U,). Lo
I sferoide cg (41) e contenuto in A e contime P Dunque A si

-\ ,f/ O ‘i< ‘ \ pud ricoprire di sferoidi relativi all'atlante considerato e
i
|

— T ————

cio prova l'asserto.

- \\.

Q : B S

Dalla proposizione precedente segue subito che:

Teorema 3.2. -

UNO SPAZIO PARAMETRIZZABILE S RISULTA
LOCALMENTE CONNESSO, LOCALMENTE LINEARMEN-
TE CONNESSO LOCALMENTE SEMPLICEMENTE CONNES

!/ ; ]
by -‘
G: . ) i SO, LOCALMENTE COMPATTO.
| .

) Sia V uno spazio topologico di Hausdorff a base nu-
—. P ' merabile parametrizzabile di dimensione n. Dungue esiste
ra almeno un atlante di V su Rn_ Si consideri allora la f_al
miglia (non vuota) di tutti gli atlanti di V (essi sono tutti su
* K1 per 1'osservazione precedente sul carattere intrinseco
della dimensione di uno spazio parametrizzabile). L'unione di questi atlente & ancora un atlante M/ il qua-
le contiene tutte le possibili carte di V.

La coppia costituita da V e dau/ prende il nome di varietd topologica di dimensione n e si de-
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nota semplicemente con Vi (1'indice n std ad indicare la dimensione intrinsecamente legata a ). Tl pren-
de il nome di atlante universale della varieta topologica e V sostegno della varietd topologica. Per 1'ipote
si fatta su V che sia a base numerabile si ha che il sostegno di una varieta topologica & separabile ed e u-
no spazio di (cio & tale che da ogni ricoprimento aperto se ne pud estrarre uno numerabile).
Questo ultimo fatto porta come conseguenza che da ogni atlante della varieta topologica se ne pud estrarre
uno numerabile. Ci si pud quindi limitare nello studio di V, alla congiderazione di atlanti numerabili. Cio
costituisce chiaramente una notevole semplificazione.

4. - ESEMPI DI SPAZI PARAMETRIZZABILI E DI VARIETA' TOPOLOGICHE. -

Esempio 0 -

La nozione di carta, atlante, varieta topologica trae origine dal fatto intuitivo seguente: in geo
grafia si pone, come & ben noto, il problema di rappresentare sul piano la superficie terrestre che si pud
assimilare ad una superficie sfericaZ di’fR?’. ' noto che non si pud rappresentare in modo biunivoco e
bicontinuo tutta una superficie sferica in un aperto del piano. Il problema allora si risolve ricoprendo di a
perti (nella topologia indotta suz da quella naturale di 'HQ&) ciascuno omeomorfo ad un aperto del piano. -
Questi omeomorfismi prendono il nome di carte (geografiche):l'insieme della carte costituisce un atlante
(geografico). L'unione 1L di tutti i possibili atlanti & I'atlante {niversale di > e la coppia (¥ ,V ) & una va
rieta topologica di dimensione 2. Un punto P di 7 appartenente a due carte diverse ha in generale coordi-
nate diverse nelle due carte. Il legame esistente tra queste coordinate & il cambiamento di coordinate tra
una carta e llatra.

Esempio 1. -

Sia B la circonferenza di Rz con centro nell'origine e raggio 1, dotata della topologia indotta
su  da quella naturale di TR2. Indichiamo con 01, 09 i punti di coordinate (0,1) e (0, -1) rispetiivamente.
Poniamo poi Uy = @ - 01 edUg = ‘6 -0y. Gli aperti Uy, Ug di \6 costituiscono un ricoprimento di €. La
applicazione di Uy sull'asse x che consiste nel proiettare da 0y i punti P € Uy sull'asse x, risulta eviden-

N y ' y temente un omeomorfismo di Uy su K che denoteremo con

3o

cq. Analogamente la proiezione di Uy da 0g sull'asse x e
un omeomorfismo che denoteremo con Cy.

I due omeomorfismi:

C'.i H ]Pe U’ — Xa 67R

(1) ,
Cz . Pf;vzb‘—““> XZGLQ

- . P Yo .
| costituiscono un atlante di E/ su/)E . Dunque {C & uno spazio
parametrizzabile di dimensione 1.

Poiche E & uno spazio di Hausdorff e a base nume-
rabile, se ad esso si associa 1'atlante costituito da tutte le
possibili carte su'&? si ottiene una varietd topologica di di-

4
mensione 1 che denoteremo con 1

Osgserviamo che il cambiamento di coordinate relativo alle carte ¢1 e cg dell'atlante (1) risulta
essere definito tra gli aperti (4 (Usn Uz)::'ﬂe- 0 e Cz{gjl[' Uz}ﬂE-Ued avere equazioni (come subito si prova):
¥

(2) Xa= 4
]

Poiché le equazioni (2) (definite in /IR—(O)) sono analitiche si ha che il cambiamento di coordinate suddetto
risulta analitico. Ne segue che 1'atlante (1) & un atlante analitico.

Esempio 2. -

Sia > l'ipersuperficie sferica di TR con centro nell'origine e raggio 1, dotata della topologia
indotta da quella naturale di R, Indichiamo con 01 ed 0y i punti di coordinate (0,0,....,0, 1) e {0,0, ...
., 0, -1) rispetttivamente.
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Poniamo Uy = = -(01) ed Uz = > -(05). Gli aperti
Uy, Ug di 3. costituiscono un ricoprimento di > . L'applica
zione di Uy su n-lxl, ., «0-1) che fa corrispondere
ad un punto P & U1 il punto xllg_- ﬂen-l che si ottiene interse
cando la retta 01P con 1! Rn— di equazione < = 0 (cioe la
‘proiezione da 0q di Uy su ’}En'l) rigulta manifestamente un
. omeomorfismo. Analogamente la proiezione da 0y di Ug su
;?Qn‘l(xl, C. . x0-1) risulta un omeomorfismo.

I due omeomorfismi:

- Y el
61 e Pé Jf— — Xl: (XI‘, xlz,.. X;n )ef{;{m

1
C. - - - ( i 2 n-t a
i PeT, —> %= (4 %, 4R
costituiscono un atlante di > su ﬂZn’l. Dunquez & uno spazio parametrizzabile di dimensione n-1.

Poiche 2 & uno spazio topologico di Hausdorif e a base numerabile (perche tale éRn), se ad
esso si associa 1'atlante costituito da tutte le possibili carte su/,ﬁg n-1 gj ottiene una varieta topologica di
dimensione n-1 che denoteremo con £ pn-1-

Osserviamo che il cambiamento di coordinate relativo alle carte ¢ € €2 dell'atlante (3) risul-
ta essere definito tra gli aperti c1(U1} Ug) = {Rn-1_(0) e cz(Ulﬂ Ug) = ’}Rn—l-(o) (dove (0) indica 1'origine
delle coordinate di fFRn—i) ed avere equazioni (come subito si prova):

: b
v X
t
XQ_ -

@ dzo«; 7

Poiche le equazioni (4) (definite in 1;2“‘1-(0)) sono analitiche, segue che 1tatlante (3) & analiti~
co.

Si noti che per n = 9 gi ottiene il caso dell'esempio precedente.

Tsempio 3.

e

i Sia V = 72 dotato della topologia natura
le e sia'f,z{/ l'insieme di tutti gli omeomorfismi tra due
aperti AeB ai TR0 (al variare comunque di A e B). La
coppia ( ﬂz’“,'[}-) > una varieta topologica di dimensione
n. Dunque \n si pud considerare esso stesso come u
na varieta topologica rispetto agli omeomorfismi sud-
detti (si ricordi che v=THR ed Hausdorff e a base nu-
merabile).

Tsempio 4.

A
Sia V un aperto non vuoto ai K e sia VV
l'insieme di tutti gli omeomorfismi tra un aperto A € V (V & dotato della topologia relativa indotta da quel
la naturale di TR™) ed un aperto B di R al variare comunque di AinVeBinR" La coppia (V, ) e
dna varieta topologica di dimensione n (si ricordi che V & di Hausdorff e a base numerabile).

Esempio 5.

Sia V uno spazio topologico omeomorfo ad
un aperto di/g2 N Esso & uno spazio parametrizzabile
(un atlante essendo costituito da una sola carta data dal
1'omeomorfismo suddetto). Inoltre V & di Hausdorff € :% {
base numerabile {perché omeomorfo ad un aperto di !
Se si associano a V tutte le possibili carte su /H?% si ot

\
tiene una varieta topologica di dimensione n. -r—«-»—}—
S N . . ! ¢ b
Per esempio si considerl la funzione contl \ ' ,/‘x t .

! .
]
U

1

.
4
1
N

nua z = f(x, y) definita in un aperto A di 2(x, yreda



78,

valori reali. L'insieme V dei punti di R3 di coordinate (x, y, z = f(x,y), con (x, y) & A risulta essere u
no spazio topologico, con la topologia indotta da quella naturale di T3, evidentemente omeomorfo ad A.
Dunque V & uno spazio parametrizzabile e qualora lo si doti di tutte le possibili carte in /H?Z risulta una va
rieta topologica Vo di dimensione 2.

Questo esempio si generalizza immediatamente se si considera una funzione z = f(xl, %2,
.., x) a valori reali, continua in un aperto A di TRH

Esempio 6. -

Sia S uno spazio topologico, A un aperto (# @) di TR ™ edf: S—>A un omeomorfismo locale di S
in A (cfr. 8 11, Cap. V). S risulta essere parametrizzabile di dimensione n. Infatti, per ogni P di S esi-
ste un intorno aperto Up di P in S ed un intorno aperto UEP' di P' = f(P) in Ae ﬂzn, tale che 1'a];plica/zj,one f,
ristretta ad Up, risulta un omeomniorfismo tra Up ed Up,. Tale omeomorfismo & una carta di S su K. Al
variare di P in S si ottiene un atlante di S in TRH e cid prova l'asserto.

Se S & di Hausdorff e a base numerabile lo si pud strutturare a varietd topologica dotandolo del
1'atlante universale costituito da tutte le sue possibili carte su n

Esempio 7. - Sia S uno spazio di Hausdorff linearmente connesso, localmente linearmente connesso, lo-
calmente semplicemente connesso ed S¥ il suo spazio di ricoprimento universale (cfr. 8 13, Cap. V). Se

S & parametrizzabile di dimensione n anche S & parametrizzabile di dimensione n, come subito si prova os
servando che esiste un omeomorfismo locale f: S¥—=>S (cfr. § 13, Cap. V). Sia ora V,, una varieta topologi
ca il cui sostegno V sia linearmente connesso. Per la proposizione II, § 3, Cap. VII, lo spazio V risulta lo
calmente linearmente connesso localmente semplicemente connesso, oltre che di Hausdorff. Possiamo al-
lora considerare il ricoprimento universale V¥ di V, che, per quanto detto sopra, é parametrizzabile di

N

dimensione n ed & inolire di Hausdorff. Se esso & anche a base numerabile lo si pud dotare di una struttura

universale di V,
Esempio §. -

Sia S l'insieme costituito dall'asse x e dall'asse y di ’[P‘L(x,y). In S chiamiamo intorno Ug, di
un punto x, dell'asse x un qualsiasi intervallo aperto 4 y
dell'asse x contenente xq; intorno Uy, di un punto yo *
dell'asse y l'insieme Uy, = (Uo -(0))U(y,), ove Ug &
un intorno dell'origine sull'asse x (nel senso anzidetto).
Chiamiamo poi aperto di S un qdalsiasi sottoinsieme Yo A -
A di S unione di intorno nel senso anzitutto (cioe tale '
che per ogni punto di A esiste un intorno suddetto del

punto tutto contenuto in A). La famiglia degli aperti ' ' U‘m

cosi definita in S costituisce, come subito si prova, u ] __'r——"“-“ﬂ‘ )

na topologia per S. ‘L_‘M_' S e ’ ’7,1;1
Lo spazio topologico cosi ottenuto non & di Uo ’

Hausdorff. Infatti se y1 ed yy sono due punti distinti

dell'asse y comunque si consideri un intorno Uyl di yq ed uno Uyz di y9, la loro intersezione non & mai vuo
ta.

Lo spazio S non & a base numerabile. Infatti selg & una base per gli aperti di tale spazio, per
ogni y dell'asse y si consideri un intorno Uy = (U,-(0)) U{y); poiche Uy & un aperto deve esistere un aperto

By€ contenente y e contenuto in Uy. Osserviamo che per quanto ora detto B, intereseca Y'asse y sola-
mente nel punto y (perché U, interseca l'asse y solamente nel punto y). Si ottiene cosi l'applicazione:
y«-—--}By € che & iniettiva per l'asservazione precedente. Ne segue cheB contiene un sottoinsieme che,

essendo in corrispondenza biunivoca con i punti dell'asse y, ha la potenza del continuo che & maggiore di
quella’del numerabile. Onde ® non pud essere numerabile.

Lo spazio S & separabile. Infatti, sia Q 1l'insieme (numerabile) dei punti a coordinata raziona-
le dell'asse x. Evidentemente ogni punto x dell'asse x & di accumulazione per Q; inoltre anche ogni punto
y dell'asse y & di accumulazione per Q, in quanto, scelto comunque un intorno Uy = (UO—(O)) , di v esso
contiene elementi di Q poiche (U, - (0)) N Q # ¢. Dunque Q, che & numerabile, & denso in S onde S & sepa
rabile.

Lo spazio S & parametrizzabile di dimensione 1. Infatti per ogni intorno Uy dell'asse x l'appli
cazione identica ¢ un omeomorfismo di Uy inlR e per ogni intorno Uy = (Ugy-(0) 1'applicazione che fa
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corrispondere ad y lo zero di TR e si riduce alla identita in (UO—(O)) & anche un omeomorfismo, essendo ma
nifestamente biunivoca ed anche bicontinua (rispetto alla topologia di S e iR ). In tal modo dunque si co-
struisce un atlante di S che risulta essere addirittura analitico. S dotato dell'atlante costituito da tutte le
possibili carte su R non si pud considerare una varietd topologica in quanto S non & di Hausdorff né a base
numerabile.

5. - VARIETA' DIFFERENZIABILI ED ANALITICHE. -

Sia V uno spazio parametrizzabile di dimensione n, (vedi par. 3) di Hausdorff e a base nume-
rabile e che ammette un atlante differenziabile. Nell'insieme degli atlanti differenziabili di V (che non &
vuoto per ipotesi) introduciamo la relazione ¥. dicendo che l'atlante {Ua, C‘"go\,eB & in relazione median-
te X con l'atlante U;), Cl'c»g be 2 allorquando 1'unione dei due atlanti considerati ¢ ancora differenziabile
(cio® ge il cambiamento di coordinate tra carte de’j‘. due atlanti i cui domini siano ad intersezione non vuota
sono dei diffeomorfismi). E! facile verificare che E & una relazione d'equivalenza; essa determina percio
nell'insieme degli atlanti differenziabili di V una suddivisione in classi d'equivalenza. Ciascuna di tali clas
si prende il nome di struttura differenziabile di V. La coppia costituita da V e da una delle sue strutture
differenziabili éUa, 0373 coedd viene detta varieta differenziabile di dimensione n e si denotera sempli-
cemente con V. Lo spazio V si dira sostegno della varietad differenziabile; l'atlante unione di tutti gli a-
tlanti della struttura differenziabile di V, si dice atlante universale di Vy {esso ovviamente & un atlante
differenziabile).

Una varieta differenziabile V,, si dice compatta o connessa se tale & il suo sostegno. Pin in ge
nerale tutte le proprietd topologiche del sostegno si trasferiscono alla varieta.

Una varieta differenziabile V,, si dice orientabile se esiste un atlante {Ua, Ca} ac R della
sua struttura differenziabile tale che tutti i cambiamenti di coordinate:

Lo L 4 2 "v)
XE - XL(XQ‘,/XO\,/---/)(OV
di tale atlante sono tali che: .
v
L L] (oxXy
OLLLL -\)P' = Q;QHE- =7 ‘ >0
» (BX @

Un tale atlante si dice orientato.

In modo del tutto analogo a quanto precede, pur di sostituire l'analiticita alla differenziabilita,
si giunge alla nozione di siruttura analitica e di varietd analitica di dimensione n.

B Dal-teorema 2.2 e dall'ultimo capoverso del par. 3 si ha che:

I. - UNA VARIETA' DIFFERENZIABILE (O ANALITICA V, RISULTA LOCALMENTE CONNESSA, LOCAL
MENTE LINEARMENTE CONNESSA, LOCALMENTE SEMPLICEMENTE CONNESSA, LOCALMENTE COM
PATTA, SEPARABILE.

6. - ESEMPI DI VARIETA' DIFFERENZIABILI ED ANALITICHE. -

Ese_n_l_Ei_o 1. -

{ %=
Sia @ la. circonferenza di }k di cui all'esempio 1 del par. 4. Essa, dotata della topologia-in-
dotta da quella naturale di /H?f', & uno spazio topologico di Hausdorff a base numerabile. L'atlante
4 U, ei§ i=1,2 di \§, di cul sempre all'esempio 1 del par. 4, risulta analitico perché il cambiamento di
coordinate (2) dell'esempio & analitico. Tale atlante determina su ( una struttura analitica LL , costituita
da tutti gli atlanti analitici di “@ ciascuno dei quali & tale che l'unione di esso con l'atlante | Uj, °i§ i=1,2 e
ancora un atlante analitico. La coppia (f , W) risulta allora una varietd analitica che continueremo a deno
tare con [ 1. Suddetta varietad & connessa e compatta perché tale ¢ lo spazio topologico.

L'atlante J{Ui, (:;§ j=1 o Don & orientato perche det J = dxg/dxq = - 1/x% £0. Si ha invece che
1'atlante g (Ul,cl); (Usg, cI)) é ove &
¢

i Pel,—>-Xa¢ IR Xa= 2 (P)



80.

¢ orientato in quanto il cambiamento di coordinate del suddetto atlante & x4 = - 1/x1 e quindi det J'=+1 /xl"/\O
Dungue \61 ammette un atlante orientato € pertanto & una varietd orientabile. .
Esempio 2. - ¥ Y

Sia z l'ipersuperficie sferica di %di cui \g ;2_1
all'esempio 2 del par. 4. Essa, dotata della topologia \E
indotta da quella naturale di & uno spazio topo]ogico L &
di Hausdorff a base numerabile. L'atlante Ui, Cifi=1 Cor A
di 4 di cui sempre all'esempio 2 risulta analitico perche' . & A(;C,,
il cambiamento di coordinate (4) dell'esempio & analitico. e 1% N
Tale atlante determina suz una struttura analitica UL co > ;A
stituita da tutti gli atlanti analitici di Z ciascuno dei qua /"
1i & tale che l'unione di esso con l'atlante :Uj,¢; E i=1,2 \ /
& ancora un atlante analitico. La coppia (X, ’U") r‘ls,ulta el
allora una varieta analitica che indicheremo con "‘n 1. ) O{L

Tale varietd & connessa e compatta perché tale & lo spazio topologico Z . E' facile provare che tale varie
ta & orientabile.

.

Esempio 3. -

Sia V = ’ER dotato della topologia naturale e sia [l 1'insieme di tutti gli omeomorfismi differen
21ab111 tra due aperti A e B di "Té‘m(al variare comunque di A e B). 7/(./ Risulta una struttura differenziabile
di K e la coppia ( PM (,L ) & una varietd differenziabile di dlmr-‘nsmne n (perché R”e uno spazio di Hau-
sdorff e a base numerabile). Quando nel seguito si parlera di TR ™come varieta differenziabile si alludera
a tale varieta. Suddetta varieta & orlentablle perché l'atlante costituito dall'identita di TR™E orientato.

La coppia costituita da ﬂ? e dall'insieme b di tutti gli omeomorfismi analitici tra aperti di
. . . N . - . ~ 1y . . * a I
risulta una varieta analitica e quando in seguito si parlera di H-Emcome varietd analitica si riferira a tale
varieta.

Esempio 4. -

Sia V, una varieta differenziabile linearmente connessa e sia gUa, ca} ag J& 1l suo atlante uni
versale. Indlchlamo con V¥ il ricoprimento universale del sostegno V di V, ed f: VE eV 1'omeomorfismo
1oca1e di cul alla proposizione I, par. 13, Cap. V. Supponendo che V¥ sia a base numerabile, siano P¥ ¢ VE,

= f(P¥) & \/% e Uy un dominio dell'atlante universale di Vy contenente P. Poiché f & un omeomorflamo» lo
cale esiste un intorno aperto A¥ di P¥, in V¥ ed.un intorno ctperto A di P in Vp, tale che f, ristretta ad A®
risulta un omeomorfismo tra A¥ ed A. Mediante v U

l'inverso di tale omeomorfismo l'aperto U, A / \//;t \\
4

si muta in un aperto U¥ di A¥X, L'applicazione:
K= Ca,O'f'.'-U):—> Ca (UQ,AA) /“—‘\\
_" YNA ‘ ;\)
‘ / / F / )

con o
Ca, (UQJ’E A) & ’ﬂ;\)
[+ 7] / "/' )

& un omeomorfismo di U¥ in un aperto di Tl? Tin
quanto prodotto di due omeomorfismi). \~4———-—--"’/

N

Dunque per ogni P¥ di V¥ siamé in gra
do di costruire un intorno aperto UX di P¥ ed un o
meomorfismo k di U¥ in un aperto di /HQM'. In tal e . " o ~_
modo, al variare di P¥ in V¥ si costruisce un a- ' I Co |
tlante di V¥ su R™. Esso risulta differenziabile 7 y"
(in quanto 1 cambiamenti di coordinate sono oppor 712 /
tune restrizioni dei cambiamenti di coordinate del e
1'atlante di V) e determina una struttura differen ’/ C n A)
ziabile UL su V¥. La coppia (V¥, [l,) & una varieta Pt ‘: / / /, p /
differenziabile di dimensione n che denoteremo con ; o 4 Vi
V}‘l e che prende il nome di ricoprimento universa- i .
le della varietd V.

Osserviamo che quanto detto si estende subito ad caso di uno spazio topologico S che sia di
Hausdorff e a base numerabile e che ammette tra un omeomorfismo locale {:5 —>Vn con la varieta differen
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ziabile V.

Esempio 5. -
1yt 1 .2 n
Sia A un aperto dlfﬂ\ , z=1f(x", x%, ..., x*) una funzione differenziabile su A. Indichiamo con V lo
insieme dei punti di A in cui risulti f(xl, x2, L, xBYy=0e non si annullino tutte le derivate parziali del-
la f, cioé

¢ ,
\/:_-_— ? X é@m ?‘aﬁ z,Euz, 3((5(): ¢ ) G>_')_C_ non tutte nulle in x
{

OxX"

Supponiamo inolire che sia V # . Allora V risulta uno spazio topologico di Hausdorff, a base numera
bile con la topologia relativa indotta da quelle di R™ 11 teorema di Dini afferma che se in un punto P €& \d
& /?.ff/@ K # 0, allora l'equazione fxl, ..., Xk, ..., x1) = 0 si pud esplicitare rispetto alla variabile xk
in un opportuno intorno aperto del punto P su V. Da c¢id segue che per ogni punto P di V si pud trovare un
intorno aperto Up di P ed un omeomorfismo ¢p di Vp in un aperto cp(Up) di TRo-1,

L'insieme UXP, CF Pe ¥V costituisce un atlante di V su ’TRM“ che risulta differenziabile in virtl
del fatto che la funzione f(x: , ..., X & differenziabile in A. Tale atlante determina una struttura differe_rl
ziabile l, . La coppia (V, W) & una varieta differenziabile. Vp-1 4l dimensione n-1. Gli esempi 1 e 2 sono
casi particolari di questo esempio. ’

, . D3 . . L . .
Per illustrare quanto precede si consideri in Kﬂﬁ‘ {x, y, z) il cono con vertice nell'origine, di equazio

ne
2

3((><jZ) = X Y- z° =0

Si ha subito che f & differenziabile (anzi analitica) ed inoltre che, esclusa l'origine (vertice del cono) le de
rivate di f non sono mai tutte nulle. Dunque V nel caso attuale & costituito da tutti i punti della superficie
del cono tranne il vertice. Per quanto precede V si pud dotare di una struttura differenziabile ottenendosi

cosi una Vgy.

Questo esempio 5 arricchisce di molto la famiglia delle varietd differenziabili in quanto inseg”ria a
costruire una varietd a partire da una qualsiasi funzione differenziabile definita in un aperto di .

»

7. - SOTTOVARIETA" APERTE DI Vp. -

{ —
Sia V,, una varietd differenziabile di dimensione n e sia 1{ ‘}q, Ca }aé A il suo atlante universale.

Un aperto A(#f) dello spazio topologico V (sostegno di V), dotato della topologia indotta per relativizza-
zione da quella di V, & anch'esso uno spazio topologico di Hausdorff e a base pumerabile. Se si considera-
no tutti gli aperti Va tali che U, AA # § si ottiene un ricoprimento aperto SUa NA g acs’ » dove g{,/ &
definito dalla condizione seguente

/ .
ae b &> aedd U 0 A #0
Associando ad ogni aperto di questo ricopg‘i,mento la restrizione ¢y di ¢y ad Ua/]A, che & un omeo-
morfismoe di Uaﬂ A nell'aperto ca(Ua{\ A) di 7? , si determina un atlante ngQ‘ N A C-,az.§ di A.
/

ot A
Questo atlante € evidentemente differenziabile ed individua dungue in A una struftura differenziabile

che prende il nome di struttura differenziabile per
relativizzazione in A da quella di V. La coppia for
mata da A e da questa struttura & una varieta diffe
renziabile, avente come sostegno A, che viene det
ta sottovarietd aperia di Vg

Nel modo precedentemente esposto si posso-
no costruire svariati esempi di varietd differenzia
bili'a partire da varieta differenziabili note. Per
esempio, un qualsiasi aperto di M'pué essere do
tato di una struttura differenziabile: quella indotta -
per relativizzazione dalla struttura differenziabile
di K™ (vedi esempio 3, par. 6).

:a(P)‘=c;,l(P)

P U, A
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Osserviamo che in quanto precede ¢ essenziale che A sia un aperto di V. In caso contrario
Uaﬂ A non sarebbe un aperto di V e quindi ¢;(Uy/y A) non sarebbe un aperto di " (in quanto ¢4 € un omeo
morfismo).

Una varietd differenziabile V, non & in generale connessa (anche se & localmente connessa,
cfr. preposizione I, par. 5). Le componenti connesse di V, sono perd dei sottoinsiemi aperti di Vy. Infat-
ti se A & una tale componente connessa, per ogni P & A esiste almeno un intorno connesso di P in quanto
V, ¢ localmente connesso. Tale intorno & contenuto in A perché A, essendo la compcnente connessa di P,
& 1'unione di tutti i connessi contenenti P. Dunque ogni punto di A & punto interno, cio¢ A & un aperto.

Le componenti connesse di V,, possono dunque essere considerate come sottovarietd aperte di
V,. Una Vj & dunque l'unione di un numero finito od infinito di sottovarietd aperte connesse a due a due
prlve di elementi a comune. Per questo motivo lo studio delle varieta differenziabili pud limitarsi a quel-
lo delle varieta connesse.

8. - VARIETA' PRODOTTO. -
iano Vy, e V due varieta differenziabili di dimensioni n ed m rispettivamente e siano
§ U, Ca aeted {"U;v Qag o ¢ &, 1lororispettivi atlanti universali. Lo spazio topologico V x V'
prodotto dei sostegm delle due varietd ¢ di Hausdorff e a base numerabile in quanto sono tali gli spazi V e
V.

Si considerino gli aperti di Vx V! da11 da U, x Uy al variare comunque di a in A eda'in u@

Essi costituiscono un ricoprimento aperto 3 U V di Vx V',
P perto {Tax Vi, e e
Per ogni a € R , ale R, si consideri 1l'applicazione

(1) (% c;, (P P)e qu“tf;f-——-—b(éa(ﬂ/ ) e (V. ) x CQI(U}) < R ™

tra l'aperto U, x U' di Vx V' e l'aperto di IR ntm prodotto dell'aperto c,(Ug) di T}P e l'aperto c! '(Ua"
di ‘Km Essa e ev1dentemente un omeomorfismo. Al variare di a in edia'in ﬂ si ottiene cosi un atlan
te di V x V' dato da: * .

- -/ /
2) Vax U s (o X (o b
( o , Xl (Q,a')r:ftxﬁl/

Tale atlante risulta differenziabile. Infatti se il cambiamento di coordinate tra le carte (Ug, Ca)
ed (Up, cp) di Vy ha equazioni:

\

; L
(3) Xy = Xp (x¢

ed il cambiamento di coordinate tra le carte (U'

ats Cat) €d (Ug,, c};,) di V}, ha equazioni:

K

;L \
a Yo = Vi (Ya )

i
il cambiamento di coordinate tra le carte (U, x UL, ¢y x c') ed (Up x Ug;, Cp X c{),) dell'atlante (2) ha equa
zioni date dall'insieme delle (3) e (4) e quindi & differenziabile.

L'atlante differenziabile (2) individua in V x V' una struttura differenziabile che prende il nome
di struttura differenziabile prodotto di quelle di V,, e V' . La coppia costituita da V x V' e da questa strut
tura differenziabile & una varieta differenziabile di dlmensmne n +m si indica con V x V' . Essa viene
detta varietd prodotto delle varietd Vy e VI,

A partire da varieta differenziabili note, mediante 'operazione di prodoito sopra definito, si
possono ottenere svariati esempi di varietd differenziabili. Per esempio il prodotito di una retta per una
circonferenza & una Vg differenziabile (superficie cilindrica). I1 prodot’co di due circonferenze dotate di
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struttura differenziabile & una Vg differenziabile (superficie torica). Il prodotto di n circonferenze & una
Vp differenziabile (n-toro).

9. - L'ALGEBRA DELLE FUNZIONI DIFFERENZIABILI SU V.

Sia f una funzione continua di una varietd differenziabile V, 1117R e sia
universale di V. Per ogni a & j@ la funzione:

" __l ‘ ,MM"‘"—“
4 = +0 C : =y
(1) fo= o | / T
Has
definite nell'aperto cg4(Uy,) dim ed a valori in/}R & con-

tinua perché composta mediante le due funzioni ca1 ed f -
(ristretta ad Uy).

1'atlante

Una funzione f di V 1n’ﬂ9\ & detta differenzia-
bile se, per ogni at u% la funzmne f, definita in (1) &

differenziabile in tutto I'aperto ca(Uy). _ oo t
~ ¢ .
L'insieme ’j = —j' (Vy,) delle funzioni diffe- ' __};Cid:_
renziabili su V, & certo non vuoto perché ad esso appar "R"N

tengono almeno le funzioni costanti su V. In (V) si
pud definire 1'operazione di somma ponendo:

@) ({+9)p)= f01+ 9 - |
V)c ‘3 € 31 VPe ~ 8 o !

Infatti la funzione (f+g) sopra deflmta differenziabile perché risulta ovviamente:

(3) (3( +3,)a/= o+ ?W )V[a € deﬁ

e quindi (i+g) & differenziabile perch® somma delle funzioni differenziabili fy e gg. Cosi pure si pud defi-
nire in q} un‘operazione di moltiplicazione ed un'operazione di prodotto per un numero reale ponendo ri-
spettivamente:

@ (tg)e= {6
) ((5)P = ¢ fo
YieT  Yee®R | VPela

Si verifica infatti anche in questi casi che le funzioni f g e ¢ f sono differenziabili perche si ha:

(6) (}%;w = L &, Ya e vb
(7 (({“),

? IL'insieme (‘fdotato delle operazioni di somma, prodotto e prodotto per un coefficiente sopra
definite costituisce un'algebra sui reali come subito si prova, Essa viene detta algebra delle funzioni dif-
ferenziabili su V,

Si prova facilmente la seguente proposizione caratterizzante le funzioni differenziabili su Vy:

Teorema 9.1.

T CONDIZIONE NECESSARIA E SUFFICIENTE PERCH6 UNA FUNZIONE CONTINUA f DI V, IN
i~ SIA DIFFERENZIABILE SU Vp EY CHE ESSA SIA LOCALMENTE DIFFERENZIABILE, CIOE' CHE PER
OGNI PUNTO P DI Vy, ESISTA UN INTORNO Wp DI P IN CUI f SIA DIFFERENZIABILE (ove Wp e consi-
derato come sottovarietd aperta di Vp).
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Anche per le funzioni differenziabili su V, possiamo definire la nozione di supporto. Precisa-
mente 1'insieme dei punti di Vy, in cui la funzione differenziabile f & diversa da zero & un aperto di V,, per
cheé controimmagine dell'apertoqp\ -(0) di[R e perche la f & continua. La chiusura di tale insieme viene det
ta supporto della funzione f ed indicata con SUPP f.

Su una varietd analitica si definisce in modo del tutto analogo 1'agebra delle funzioni analitiche.

10. - CAMMINI DIFFERENZIABILI SU UNA VARIETA'.

Sia Vi una varieta differenziabile %Uw, C"'}‘ae Hs il sup atlante universale. Un'applicazione
LP continua di un intervallo aperto Igr dell'asse reale TR in V,, viene detta cammino di Vp avente come do-
minio di definizione l'intervallo I

Se (U, c4) & una carta di Vp tale che (}a A ({) (I@)_—r{-oallora:

(1) Iﬁ?w = ¢ :L [(‘0(2",?)/} U"*]

. . ) . . .
risulta essere un aperto, contenuto in I, , dell'asse realefgz. (in quanto, essendo (P continua, I ‘fd risulta

un aperto di I (#9 nella topologia indotta in I dalla topologia naturale
K /N

oY . R

®

in ,R edI Cf ¢ un intervallo aperto di@? ).

Rimane allora determinata l'applicazione:
- o TR
(ao® = Le T, —> ¢ L (tf{e 2
(2) [ ()D cf’“’ — la Lf R F
Essa si rappresenta mediante equazioni:

(3) Xo = CP;G’) te:ﬂfw A=42, .. m

ove le ‘L%’;(t) sono n funzioni reali e continue della variabile reale t.

Le equazioni (3) prendono il nome di equazioni del cammino (P nella carta considerata.

Se
11 cammino 'f si dice differenziabilejle sue equazioni sono differenziabili per ogni carta (Usg, cg)
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tale che (F(Tli ) N Vs 7750

Siano ora

3 . o
(4) Xg = Xy (x!) (4,0 = 1,2 - =)

/

le equazioni del cambiamento di coordinate tra le carte (Uy, c,) ed (Up, ¢p) ove Uy(Up # §. Nel caso in cui
L? (I.{) ) /A Uy Uy, = P se si hanno le:

(5) Xy = @t

come equazioni del cammino Lfnella carta (U'b,cb) il legame tra le (3) e le (5) & dato dalle seguenti equa-
zioni:

© Xy = QuUit)= x¢ (vl ()

P
R
ST
Si ha inoltre che: » ‘ g
‘ m, v % S
dot 3 axy 290
™ a4 e ox), ot

11. - SPAZIO DEI VETTORI TANGENTI IN UN PUNTO DI UNA VARIETA'. -

Sia P, un fissato punto di V. Denotiamo con @Po l'insieme dei cammini differenziabili di V,
tali che:

Due elementi LP e L{’ di @PO si dicono tangenti in P, se accade che relativamente ad una carta (U, cg),
con P, & Ua risulta: :

| (4).- (5%),

(2) at

)
Tale definizione non dipende dalla carta congiderata perché se (Uy, cb) € una altra carta con

P_ & Up risulta anche:
- ( d Y, )
"ot /i

o)
)

(4],

28]
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in forza della (2) e della (7) del par. 10 (scritta per Y e perl;E/,)

La relazione di tangenza in P, tra cammini di

o A
ﬁ'P & chiaramente una relazione d'equivalenza. La clag-~ e / “{
se di equivalenza determinata daléammmo Pe P, i ~
(cio2 1l'insieme dei cammini di 'p, tangenti a LF m P ) /
prende il nome di vettore tangente in Py al cammino {p . /
Esso sara denotato con ypo(tf) o semplicemente con v( (f)‘ / D e "\
ove cid non dia luogo ad equivoci. S ~ ‘

l'insieme delle classi di cammini tra loro tangenti, si di- S, f"
ce insieme dei vettori tangenti in Py alla varieta. \.

Sia dato un vettore vp (‘? Fissata una carta . /
(Ua, cy) con P, € Uy rimane de=term1nata la n-pla ordinat. N

di numeri reali data da

(4) \/m{é = (__‘9{“9_@) | i
L'. =0

Tali numeri dipendono soltanto dal vettore VP, ‘.P) e dalla carta (Ug, ¢5) ma non dal particola-
re cammino che individua quel vettore. I numeri va prendono il nome di componenti di vp ( (¥) nella carta
(Ua, c ) E' da osservare che vettori distihti danno origine ad n-ple di componenti distinté in forza della
stessa definizione che si ¢ data di vettore tangente in P, alla varietd V.

L'insieme dei vettori sopra considerati, cio¢ (f@) \}1(0)\% \4\

Se (Uy, cb) ¢ un'altra carta tale che P, ¢ U, in virth delle (7) del par. 10 calcolate in Py, le
componenti VJE) di Ypg L{)) nella carta (U, cp) sono legate alle componenti v] dalle relazioni:

v« j
(5) g Z_((?::‘; )va
j

Proviamo ora il seguente:
»

Teorema 11.1. -

DATA COMUNQUE UNA n-pla DI NUMERI REALIL vl (i=1,...,n) ed una carta di Vn(Uy, cg)
CON P, £U,, ESISTE UN VETTORE TANGENTE IN Py A V) CHE NELLA CARTA (Uy, cy) HA COME
COMPONENTI LE vi,

Dimostrazione. -

Se le vi(i =1, ....,n) sono tutte nulle, il cammino costante:
X té—j-gfy —> R eV,

(dove I ¢ un qualsiasi fissato intervallo dell’asse’H{ contenente 0, & tale che il vettore tangente in P, a
Lf)ha nella carta (Ug, ca) componenti tutte nulle cio& coineidenti con le vi.

Supponiamo ora che le vi(i =1, ..., n) non siano tutte nulle, cio2 che sia:
b ’ 2

R S

Ly o,
+0 Denotate con (x a) le coordinate di P, nella carta
(U,, c,) sl consideri un, fissato 1ntorno sferico
D - > di %Rn di centro in (xl) tutto contenuto
c,(Uy) (certo esistente perché c4(Uy) & un aper-
to di 7'2”) e sia r il suo raggio. Denotiamo poi
conl¢ llintervallo dell'asse reale di centro 0
e raggio 5) :

0T EwE
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ciog ‘ 5
— i, 1 /
4 = . 1 ¢ Q

() ¢= g Tek Ml

Sia (f\a : IT__> i’ 1'applicazione continua di I,{) in /]P di equazioni:

(8) Ko = %2+ vt

N

L'immagine di tale applicazione & contenuta 1nz e qu1ndl in cg(U,); infatti dalle (6), (7).ed (8) si ha:
L 2 2
2 (x; - - 2 (v )t = + < i
1= =
Si consideri infine 1'applicazione continua:

- - . =
R N i%, b Vo

i i

Essa & un cammino differenziabile che, nella carta (Ug, ca) ha equazioni date dalle (8) ed & tale quindi

ch (*F (0) = Py. Dalle (8) si ha anche infine: P .
(Z)=V"
df

Q

onde l'asserto.
Dalla proposizione T e da quanto detto nel sesto capoverso di questo paragrafo si ha il:
Teorema 11.2. -

VI E' CORRISPONDENZA BIUNIVOCA TRA I VETTORI TANGENTI IN Py A Vp E LE n-ple DI
NUMERI REALI, COMPONENTI DI TALI VETTORI IN UNA DATA CARTA.

Proviamo ora-che:

Teorema 11.3. -

DATE DUE CARTE (U,, c,) ED (Up, cp) CON Py ¢ Uy /) Up PER LE QUALI IL, CAMBIAMENTO
DI COORDINATE SIA ESPRESSO DALLE:

Xé:xi(xﬂ (vyj=1,...,m)

SE (V ) E (Vb) SONO DUE n-ple DI NUMERI REALI LEGATE DALLE (5), IL. VETTORE v DI COMPONENTI
(vl) NELLA CARTA (Ug, cy) COINCIDE CON IL VETTORE v' DI COMPONENTI (vb) NELLA CARTA {(Up,
Ch’.

Dimostrazione. -

; Il vettore v, di componenti (Va) nella carta (U,, c,), nella carta (Uys cp), per la (5), ha com-
ponenti Vh e.quindi coincide con il vettore v' (in forza anche deMa proposizione II).

Siano u, e v due vettori tangenti in P, a Vy le cul componenti nella carta (Ug, a) siano rispet
tivamente (ul) e (va) Si consideri il vettore w che nella carta (Uy, c,) ha componenti (w}) con:
o % L0
W, = TV, + V.

(tale vettore certamente esiste in virtti della proposizione I).

%)

s Il vettore w, che non dipende dalla carta (Ua, ca) considerata in virtd della proposizione III,
prende il nome di vettore somma di u e v e si denota con:

W= U + V
Se v e un vettore di componentl (Va) nella carta (U c ) e k & un numero reale, il vettore che,

nella carta (Ua, c ) ha componenti (k Va) in virtd della proposmlone ITT non dipende dalla carta considera-
ta e si denota con k v.

Nell'insieme dei vettori tangenti in Py a V,, rimane cosi definita 1'operazione di somma e di pro
dotto per un numero reale. Rispetto a tali operazioni siffatto insieme di vettori costituisce evidentemente
uno spazio vettoriale sui reali che denoteremo con Tpo. Esso viene detto lo spazio dei vettori tangenti in
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Py a V. —
Denoteremo nel seguito con ’Rwlo spazio vettoriale della n-ple di numeri reali somma diret-
ta dﬂR (pensato come spazio vettoriale) n volte per se stesso.

Fissata la carta (U,, cg) con Py € Uy si consideri ]'applicazione:

(9) (a: VeT — (V'“)Hv’%

che associa ad ogni vettore le sue componenti nella carta (U,, ¢y). Tale applicazione, per il teorema 11,2
risulta’ -~ biunivoca. Inolire essa conserva l'operazione di somma e di prodotto per.ung coefficiente (per
come sono state definite tali operazioni in TP ). Quindi & un isomorfismo di Tp  su '}E B . Ne segue che
TPo ha dimensione n.

Definizione: base naturale,

Si considerino gli n vettori:
=TS £ £

} gt -7 A I

che nella carta (U,, ¢ ) hanno rispettivamente componenti (1,0, ...,0), (0, ,0), , (0,0, ,1).
Essi costituiscono una base di TPO mquanto hanno come corris .pondegcl nell'lsomorfl sSMo (9) i vettor
(1, 0, ....,0), ...(0,0,....,1)dl Tg che costituiscono una base di ™.

Labasedi Tp datadaelg...veew.Cng 2 prende il nome di base naturale relativa alla carta
(Uy, cy). Stante l'isomorfismo (9) le componenti di un vettore v & TP nella carta (Ug, ¢,) coincidono con
le componenti di v nella base naturale {e1,)...... (eng). -

Osserviamo che il vettore Elaf ,. in forza della proposizione I (vedi {8)) risulta essere il vetto
re tangente in P, al cammino di equazioni:

Xe = X*+t k1< 2
Xo,,= )o<°u, (L= -2,-~~’VL)\

Tale cammino prende il nome di prima linea coordinata per P, relativa alla carta (Uy, ¢,). In
modo analogo si definiscono le altre linee coordinate per P, e si ha che i vettori della base naturale relati
va alla carta (Uy, cy) coincidono con i vettori tangenti alle n linee coordinate per P, della carta (Ua, c,).

Siano (Uy, cg) e (Up, cp) due carte di Vy tali che Py, ¢ U, /] Up ed il cambiamento di coordinate
tra le due carte sia dato da:

(10) Xl: - xg (Xq‘)) l;/ (} = 4,2 ... w

' , [

Denotate con {e1,, e 2a’ veveiiiis €ng | © T eZb:; U, -,en]b » 1le basi naturali di T relative alle
due carte risultera:

- L
(11) Lio = > ly 2L

J tr—
ove A, & la componente i-esima di'eJ" ; anella base €1 +..ewes €pp » Osservato che la componente

s-esima d1 (e/J)a nella base (e/1)a, ..., (e/n)a & data da 5 7, inforza della (5) (che rappresenta la legge
del cambiamento delle componenti quando si passa dalla carta (Ug, cg) a unlla (Ub, cp)) si ha che:

" v Oxy < s @%, '
(12) ALJ = Z o )P 05 = 2 )F.

! q
S$=1 fax foXg

Dalle (11) e (12) si ricava allora

(13) £

= —

/Qxﬁ) 2L
‘@X’ F-

LT Tn



89.

’T"R che esprime i vettori della base naturale relativa al-
la carta (U, ca), in funzione dei vetiori relativi alla
: base naturale nella carta (U, , Cb)'

Le (13) si invertono (pur di scambiare Ja carta
(U, ca) con la (Ub’ cb) nelles

& rxd
g GylL= Z(-—- >§uo.

ot
o= fexy

Le (13) e le {14) danno le leggi di cambiamento delle
basi naturali relative alle due carte considerate.

(4

. USSR

Cen (., Tfaw)

12. - VETTORI TANGENTI LUNGO UN CAMMINO. -

) Sia dato un cammino LP differenziabile di Vj il cui dominio di definizione ILIU sla l'intervallo a
perto ja, b] aiRR :

’ ‘
(1) E te T, —> ¢ltle V..
Sia inoltre P = t-{)(tc,) (to & ][(f, ) un punto fissato del suddetto cammino. Ci proponiamo di definire il vettore
tangente in P, al caramino L&) . ;
51 consideri 1'intervallo aperto I v definito inﬁe come:
Yy o= ] & -.°/ b't’[

e l'applicazione / di1 , in V., data da:
N n

(2) Yoo e I&f} —> Y@= (‘r’+ to) e V..

n

Essa risulta essere manifestamente un cammino differenziabile tale che:
0 e ..L\{/ L[/(O) = HV[(‘Z)::PO

Possiamo allora considerare il vettore tangente in P, al cammino "[/ . Tale vettore (cfr. par, 11) prende
il nome di vettore tangente in Py al cammino ¥ . Al variare di Py sul cammino Lf) sl ottiene in tal modo
una fampiglia di vettori tangenti lungo il cammino

Se (Ua, cg) @ una carta tale che U, contenga l'immagine del cammino ‘f’ e se in tale carta le e~
quazioni del cammino %Y sono date da: i .
(3) f _ ‘ s .
x'= @, (t
Le componenti v; nella carta considerata del vettore tangente v in un punto P, = ‘P('to) al cammino \/ﬂsono )

date da: VC: (f) 3 11 g?-; A
(4) ( qt )t"



90,

13. - CAMPI DI VETTORI TANGENTI AD UNA Vy. -

Si dice che & definito su V,, un campo di vettori tangenti v quando & data una legge che associa
ad ogni punto P di V, un vettore vp tangente in P alla Vp, clod vp €Tp. 11 vettore vp dicesi valore del
campo di vettori in P.

Se v e w sono due campi di vettori tangenti definiti su V, rimane determinato il campo di vet-
tori v + w che in ogni punto P di V, assume il valore vp + Y- Esso prende il nome di somma dei due cam-
pivew.

In modo analogo si definisce prodotto di un numero reale e per un campo di vettori w e si deno
ta con ¢ w il campo di vettori che per ogni punto P di V, assume il valore ¢ wp.

Rispetto all'operazione di somma e di prodotto per un numero reale sopra definito, 1l'insieme
dei campi di vettori definiti su Vi costituisce uno spazio vettoriale (esso risulta essere il prodotto diretto
della famiglia { Tp¢ p €Vn di spazi vettoriali). Tale spazio prende il nome di spazio dei campi di vettori
tangenti definiti su V.

Sia {Ua, Ca} af & 'atlante universale di V,, e sia v un campo di vettori tangepti definito su
V,. Per ogni carta (Uy, c,) e per ogni P di (Uy, ¢j) rimangono definite le componenti di vp nella carta:

o 1 % foe
= VG“‘ ()(Q‘/XQ,/... ’ XQ)

v
(1) Vo
ove xé, xi, ... sono le coordinate di P nella carta considerata.

Se accade che le n funzioni reali vg (x‘;)risultano differenziabili e cid per ogni carta (U, cg)
dell'atlante universale, si dice che v & un campo di vettori differenziabile sulla Vp.

Manifestamente la somma di due campi di vettori differenziabili ed il prodotto di un numero
reale per un campo di vettori differenziabili sono ancora campi di vettori differenziabill. Dunque l'insie-
me dei campi di vettori differenziabili costituisce uno spazio vettoriale 'U‘=} (Vy) (sottospazio di quello
dei vettori definiti su Vy). Lo.s;pazio?f prende il nome di spazio dei campi di vettori tangenti differenzia-
bili su Vp.

Si dice supporto di un campo di vettori differenziabile v di Vi, la chiusura delltaperto in cui v
¢ diverso da zero. Esso i denotera con supp v.

Notiamo che se v & un campo di vettori differenziabile su V, e (Ua,_ Ca):, {(Ups ¢h) soro due car
te di Vp ad intersezione non vuota, in ogni punto di U,/ Uy, tra le componenti vy e v]10 di v nelle due carte
sussistono le relazioni:

Al

. o v .
v ST (0% ¥
(2) V(> = Z-—— 5 \/CL

pt rexd

Osserviamo infine che dare un campo di vettori differenziabile su Vp significa dare un atlante
gUa, ca} a¢b di Ve per ogni a di JL una n-pla di funzioni vi(xg) differenziabili in cy(Uy) ¢on la condi-
zione che, se Uy /1Up # P, le funzioni relative in ¢,(U, /1 Uy) siano legate dalla (2). Infatti, fissato allora
un punto P di V, ed una carta (Uy, ca) il cui dominio contenga P, risulta determinato il vettore tangente in
PavVv, lecu componenti nella base naturale associata ad (Ua, Ca) sono date dalle v}:t(xa). La condizione
(2) ci assicura che se si cambia la carta il vettore tangente in P a V,, cosi definito non cambia; si ottiene
cosl di fatto un campo differenziabile di vettori su V, che ha come componente in (Ug, Ca) le funzioni
v3(x,) date.

f

14, - CROCHET ED ALGEBRA DI LIE SU UNA VARIETA' DIFFERENZIABILE. -

Nel presente paragrafo e nei successivi adotteremo la notazione di Einstein secondo la quale
quando in un'espressione compaiono uno o pitl indiei (la cui variabilita risulti nota dal contesto) ripetuti in
alto ed in basso si sottointende la somma rispetto ad essi.

Sia V, una varietd differenziabile eU lo spazio vettoriale sui reali dei campi di vettori diffe-
renziabili su V, e sia inoltre 5( Ua. Caf ac (@ 1'atlante universale di V.

Se u, v sono due qualsivoglia fissati campi di vettori differenziabili su Vyp, per ogni data carta
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(Uy, cy) dell'atlante di V,, rimangono determinate le componenti ué(xa) e via(xa) di u e v nella data carta.

Si consideri allora la n-pla di funzioni difjt‘erenziabili in ¢ (Uy) data da:
~.5 3 v
8 w! = vt Ve ou
%, X Vx5

Ci proponiamo di provare che se (Uy, cb) ¢ una carta ad intersezione non vuota con (Ug, ca) in Ugf) Uy, ri-
sulta:

/£ ——
(2) b:; —— ———————

Ne seguirad, in forza dell'osservazione finale del paragrafo precedente che le Wl date dalla (1) sono le com

ponenti nella carta (Uy, cg) di campo di vettori w differenziabile su Vy,- Esso prende il nome di crochet dei
campi di vettori u, e v e si denota con:

(3) W= I:f‘_[:r/ \_/_:I .

Risulta (efr. formula (2) del paragrafo precedente) che:

v fbx.’&‘ 1
(4) v, = Z2a \/E
& @xg

da cui, osservato che:

1 ~ .
xs D (w_g _ Bé
s

Q’Xi@xL - X x5 |7 xt

si ottiene subito la relazione

*

v ox$ vt ox

(5) —_— =
X OXE ok PXa
Analogamente si ha: ) .
k4
@'Ulj Qxeg n ‘UE Xy,
—— = — = d
(6) x> (bxti’: X, ©X,

Dalle (1), (5), (6) e dalla (2) del paragrafo precedente si ottlene con fac111 calcoli:

’])_ng[ b\,f(L VS »ut Usfb\/h vV @t&,

, 2l AL
nxd Lot 0 s xs ok x’

onde llagserto.

Nello spazio v-efntoriale,v‘ rimane dunque definito, per ogni u, v ¢ 1f i1 prodottof_g, y_] . Ri-
spetto.a tale operazione di prodotto lo spazio vettoriale costituisce un'algebra in quanto si verificano im-
mediatamente le seguenti proprieta :

FRES

(7) [9’,»;»,@’2/_] = ,;,V] + }V 1%
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(8) v ] = [y, v 4 [v v
2y v] = afvy]

L'algebra\»r sopra definita rigulta essere un‘algebra di Lie perche . si verifica subito che:

(10) ['}Z, T_j] =
o) [v, [y, vl + [ [ov]) + [ Twvd] =o

f\f prende il nome di algebra di Lie della varietd differenziabile V.

®

Esercizio. -

Si consideri T\ 3 (oppure un aperto di ’R:; # #) dotato della sua struttura differenziabile natura-
le (vedi esempio 3 di paragrafo 8) e siaV 1'algebra di Lie dei campi di vettori differenziabili di Vg. Con-
sidereremo coordinate dei punti e componenti dei vettori nella carta naturale di R3.

Come @& noto si definiscono per un campo differenziabile di vettori v (Vi, Vs VZ) di ’FRS la fun-

. . y
zione divergenza:

Vo= Vg Ve
CL/U( 5_;(} + fatj\j + faZ

ed il valore rotore:

\
_ [V D Vy ‘Mﬁ-@‘/z G‘Vq ’b‘/
utv‘(f%‘gz”fé’é/faz. B /) D% /

Si dice inoltre che up campo di vettori v di 7@*3 € solenoidale se div v = 0 su tutto 73?3

a) Dimostrare che Z{'insiemez dei campi dei vettori solenoidali di 7‘}23 costituisce una sotioal
gebra dilf (cioe chez ¢ un sottospazio vettoriale di ed & chiuso rispetto al crochet),

b) Provare inoltre che se u, v & 2. risulta
[v, v = ~ot (¥ ry)

c¢) I campi di vettori armonici (cioe tali che div v = 0, rot v = 0) costituiscono una sottoalgebra
9 P 4 v=_0 g

diy

15. - APPLICAZIONI DIFFERENZIABILI TRA VARIETA'. -

{ Siano V. due varietd differenziabili i cui atlanti universali siano r:sp@ttlvamente
Tf e } cAe f \)’b K o beﬁ . Un'applicazione continua:
/

W, F: Vv, — W,

di V,, in Wy, si dird differenziabile se & localmente differenziabile. Cioé se accade che per ogni punto P di
Va esiste un intorno aperto U di P, contenuto in un dominio di una carta (Ua: ca) di V,, tale che F(U) sia con
tenuto in un dominio di una carta (Ub, kb) di Wy, ed inoltre 1'applicazione continua:

-1

(2) K&: o Fo ¢, + G(v)—> Kk ['F(U)]

delltaperto c,4(U) di@n nell'aperto ky ), F(U):Z di ﬂ%m sia espressa da funzioni differenziabili del tipo:



|

CG..A . kyeFocgt 3 [

',E, . T = N e l"

X > 9 , ]
ﬁb[}?{’(}'ﬂ !

-

Le (3) prendono il nome di equazioni locali dell'applicazione differenziabile F.

Diamo ora alcuni esempi di applicazioni differenziabili tra varieta.

Ogni applicazione costante di Vp in Wi € differenziabile in quanto le equazioni locali (3) si ri-
ducono a delle costanti date dalle coordinate del punto di Wy, immagine di tutta Vy in W, .

Ese:gn_p_i_QLZ. -

Secondo la definizione data al par. 10 un cammino differenziabile di V, & un'applicazione diffe
renziabile dell'intervallo | a,b L' (dominio di definizione di ) in Vy. (vedi figura).

i

W= R
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Esempio 3. -

Una qualsiasi funzione f (a valori reali) differenziabile su Vi risulta essere un'applicazione dif
ferenziabile di V, in }Q (dotato della struttura differenziabile naturale) (vedi figura).

(7 ot
CLZyo

ddenty

Esempio 4. -

Una qualsiasi funzione differenziabile y = f(x) di un intervallo aperto ] a, 'b[ delllasse reale
x nell'asse reale y & un'applicazione differenziabile nella quale V, e Wy, coincidono rispettivamente con
1'intervallo] a, b[ dell'asse x e con 1'asse y (dotati della struttura differenziabile naturale).

Dalla definizione di applicazione differenziabile e dal teorema sulla differenziabilita di funzio-
ni composte mediante funzioni differenziabili segue subito la proposizione seguente:

Proposizione I. - Date due applicazioni differenziabili:

CF iV F'yow, — Zp

M A

il prodotto ;

FoF : Vi-—> Ze

& ancora unfapplicazione differenziabile tra V., e 2
P n

I'applicazione identica di una varietd Vj risulta essere un'applicazione differenziabile.

Un omeomorfismo tra due varietd che sia differenziabile insieme al suo inverso prende il no-
me di omeomorfismo differenziabile oppure diffeomorfismo tra le due varieta. Due varietd si dicono diffec
morfe se esiste un diffeomorfismo tra di loro.

Osserviamo che se due varietd sono diffeomorfe esse hanno la stessa dimensione in virtl del
teorema di Brouwer-Bebesgue (vedi par. 2). Si ha subito che il prodotto di due diffeomorfismi e l'inverso
di un diffeomorfismo sono dei diffeomorfismi. Inoltre l'applicazione identica di Vi & un diffeomorfismo.
Da cid segue che la relazione di diffeomorfismo tra varietd risulta di equivalenza.

Nello studio delle varieta differenziabili le proprietd che si prendono in considerazione sono
-quelle invarianti rispetto a diffeomorfismi.

Da quanto precede si ha anche che l'insieme dei diffeomorfismi di una varietd V, risulta esse-
re un gruppo rispetto al prodotto operatorio che si dice gruppo dei diffeomorfismi di Vy.

Quanto detto per le applicazioni differenziabili tra varieta differenziabili si ripete immediata-
mente nel caso di varieta analitiche.

Diamo ora altri esempi di applicazioni differenziabili tra varieta.
Esempio 5. -

Sia dato un cammino differenziabile della varietad Vy:
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r 7 . - -~ N
"-f : I({; = AQ —> \/zvv
Esso risulta essere un'applicazione differenziabile dell'intervallo I(f di’}P in V, (vedi esempio 2). Sia poi

‘ -
un'applicazione differenziabile di V,, in W . Per la proposizione I il prodotto delle due applicazioni diffe-
renziabili F e ¢ :

= - s

Fo (P ¢ ““f — \)é/vw
risulta essere un'applicazione differenziabile di Ly
in Wm, cio€ un cammino differenziabile di Wy, . Es
so prende il nome di cammino trasformato di P
mediante F.

e

Sia F: Vy —>»W,, un'applicazione diffe-
renziabile di Vi in Wiy ed f una funzione differenzia
bile (a valori reali) definita su Wy,. La f risulia al-
lora un'applicazione differenziabile di Wy, in
{cfr. esempio 3). Dumue per la proposizione I il
prodotto delle due applicazioni differenziabili f ed F

dato da g ) 3
5»0 E - “/A:«, —5 'ﬁl . (f

risulta essere un'applicazione differenziabile di Vy o o
in Q cio® una funzione differenziabile su V. ' Iﬁ? *

Fissata 1'applicazione F' risulta determinata in questo modo un'applicazione dell'agebra ’71, (W)
delle funzioni differenziabili su Wy, (vedi 8 9) nell’algebra 3— (Vn) delle funzioni differenziabili su Vp data

pedlm) > fF et

Si dimostra che tale applicazione &€ un omomorfismo dell'algebra ?(Wm) nelltalgebra :} (V)

16. - DIFFERENZIALE DI UN'APPLICAZIONE. -

Sia E . \(n — me
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un'applicazione differenziabile di Vi, in Wy, . Fissato comunque un punto P, di V sia P' = F(PO). Deno-
teremo (cfr. 8 11) conCoDP (V ) 1‘1n51eme de1 cammini differenziabili (F d: Vi tah che:

(1) 0¢ I‘F plo)=*F

Analogamente denoteremo con cb (W I'insieme dei cammini kf) differenziabili su W, tali che:
R !
(2) 0e L 7 P @)=

Ad ogni cammino ({) éCJ} P(Vw) rimane associato il caramino F o LP di W, trasformato me-
diante P di Q{) (cfr esempio 5 del 8§ 15). Dalla (1) si hache | F o q”l F(Pg) = ' . Dunqu(—'* per la (2),
il cammlno F é un elemento di (- (Wm) Nasce in tal modo la seguente apphcazmne DP dell'insie-

JP \{“?11& & (Ww

(3) %Pi: : (-P € @g@ (\4.4) = Fo (F' & 95:&/ (W/,w)

.

Dimostriamo ora il seguente:

Teorema 16.1. -

SE / &@ £ (\/ HANNO LO STESSC VETTORE TANGENTE IN Py A V,, I CORRI-

SPONDENTI CAMMINI Lp =F O L{? E t{) F Oy , MEDIANTE Dg. , HANNO LO STESSO VETTORE
TANGENTE IN PJ A W, o

Le equazioni locali di F relative alle carte (Uy, cg) di Vv, e (Uy,, ky,) di W siano date dalle e-

quazioni (3) del par. 15 e ciod:
>/:"___ .;‘:J" Xc:) (k: 1, L= ;1..‘4‘)
Poiche ({) e/ hanno'lo stesso vettore tangente.in P, si ha (cfr. par. 1):
. doiw) _ (d %“(f'j
EIRA dt e

R . {,. /
dove ()0 ;(t) e\ 4(t) sono le ?quazmnl dei cammini LP e / nella carta (Uy, c,). Siano (.(DECT') e HZ/EH")
le equazioni dei cammini Fo ‘{) e ‘-{’ F o K[f nella carta (Uh' kb)
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Tenuto conto delle equazioni locali di F (cfr. (3) par. 15) risulta:

(5) Cf;‘“(t-)x FLK(LP‘:(&}) %ﬁ‘(ﬁs): Ff(ﬂ(ﬁ)}

Di qui si ricava:

dCPL(t) _ Z”i(fbi?h’) ﬁPaCt))
b

(6) ’ T E - S: t @)(a > 2]

o ()L () ()

/a ;i,) o
>

da cui subito segue l'asserto in forza delle (4).

.

Si consideri il vettore vp ( ) tangente in P a V individuato dal cammino (-F . (cfr. par. 11),
cioe la classe dei cammini L{»" & % (VM) tangenti in P’ al cammlno (P In forza della proposizione I,
tuttl i canmymini “{f appartenenti-alla cia%se vp () si tra :formano mediante F in cammini Y'=F o Y con-
tenuti in & P’ ( W ow |- tangenti in P ay' = % 0 ¢ e quindi. appartenenti alla classe vfpro ') costituita dai
cammini, elemen’u di £ (W ), tangentl 1n P a W 1nd1v1du<1t1 da &{) Rimane cosi individuato tramite
F a partire dal vettore vp ( (f) il vettore v pi( (p’) Nasce allora l'applicazione dello spazio dei vettori
tangenti in Py a Vp, TPO(YL}H) nello spazio y dei vettori tangenti in Py a Wy, Tp| (W) data da:

F v ! X
() d. < Vale) T(v ) =V, (9') ¢ Tpi(Vi)
Pcr ﬁ, -3
Dall i \/; d(’) i
alla (6) si ha che se Vj T sono le componentl nella carta (Uy, cy) del vettore tan

gente in P a ({’ se Vbh sono le componenti del vettore tangente in P a ‘-? =Fo Lf nella carta (U;O, kp),
risulta che .

' ¥ s
(8) \/bk ( Isj \/;L

c)x

ove le: iy h S
Lr
= F, [x )
(9) >/E - b ( &
sono le equazioni locali della F.

Ne segue che l'applicazione (7) relativamente alle carte (U,, ¢ ) (U]'o, kb) si esplicita median-
te le equazioni (8). Poiché tali equazioni sono lineari I'applicazione (7) rlsulta essere un omomorfismo. Sif
fatto omomorfismo dello spazio TP (V) nello spa zio. TP (Wy,) prende il nome di differenziale dell‘appllca
zione ¥ in P

Un'applicazione dlfferenZJablle F:Vv,—=>W,, & detta regolare in un punto P, di V,, se il corrispon
dente differenziale d F . (\/ _.> { ;(Wmflsulta un monomorfismo (cioé & 1n1ett1vo) pe£ la qual cosa
occorre e basta, corne %ubﬁro si prova in forza del teorema di Jordan, che la mairice “ t+ L/(Dx
dei coefficienti della (8) abbia rango massimo uguale ad n. L'applicazione F & detta regolare se essa & rego
lare in ogni punto.

Per esernpio se F & un diffeomorfismo tra V,, allor% esso r1 ulta senza altro regolare in
quanto, essendo F invertibile, la matrice quadrata (d'ordlne n) N ﬁ ¢ anch'essa inverti-
bile, cioé non degenere, ossia ha rango massimo pari ad n. In tal caso 11 dlfferenz iale dF risulta essere
un isomorfismo tra i due spazi vettoriali TP (Vy) e Tp (W, ). o

Sia v, un campo di vettori differenziabile su V, ed F: V —>» Wy un diffeomorfismo tra le va-
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rietd V,, e Wy. Ogni punto P' di W, proviene medi;:cmte F da un unico punto P di V,,. Il vettore vp del cam-
po v in P si trasforma mediante il differenziale dlﬁ, in un ben determinato vettore X'P’ tangente in P' a Wy,.
Inoltre se vg sono le componenti di vp nella carta (Ua’ Ca) (funzioni differenziabili delle coordinate xa),

le componenti vi)h di K'P' sono date dalle (8). Quindi le vih gono funzioni differenziabili delle coordinate

ylg. Ne segue che in tal modo rimane determinato su Wy un campo di vettori differenziabile v' che prende il

nome di trasformato mediante F del campo di vettori v di V.

17. - VARIETA' IMMERSE. -

Date due varieta V,, e Wy, si dice che W, @ immersa in Vj se valgono le seguenti due proprie
I. - Lo spazio topologico sostegno di W , ¢ un sottospazio dello spazio topologico sostegno di

II. - L'applicazione identica

h '
A W/ﬂm — vfw
& un'applicazione differenziabile regolare.
Se W, @ immerso in Vy in ogni punto P di W, sono definiti gli spazi tangenti Tp(We) e Tp(Vy).
Inoltre TP(Wm) ¢ isomorfo, mediante il differenziale le della applicazione identica i: Wm-——>vVn in P, alla
sua immagine in Tp(Vy) (in quanto, essendo i: Wy, = V, regolare dp risulta essere un monomorfismo). Si

pud quindi identificare Tp(Wp,) con tale iImmagine alla quale viene dato il nome di spazio tangente di immer-
sione in P a Wy,,.

Da quanto detto nel penultimo capoverso del paragrafo procedente segue subito il:

Teorema 17.1. -

CONDIZIONE NECESSARIA E SUFFICIENTE PERCH6 LA VARIETA' Wy, SIA IMMERSA NEL-
LA VARIETA' V, E' CHE IL SOSTEGNO DI W, SIA UN SOTTOSPAZIO DEL SOSTEGNO DI Vp, CHE SIA n>
m E CHE Wy, SI POSSA RAPPRESENTARE LOCALMENTE MEDIANTE UN SISTEMA DI EQUAZIONI DIF -
FERENZIABILI:

(1) , >/L, = () (h=a, om v=1,. )

LA CUI MATRICE JACOBIANA ABBIA SEMPRE RANGO MASSIMO E TALEZ CHE AD n-ple DISTINTE DEI
VALORI DELLE (x') CORRISPOND-ANO m-ple DISTINTE DI VALORE DELLE ('yh ).

Una sottovarieta aperta A di V, (efr. par. 7, Cap. VI) risulta essere una varietd di dimensio-
ne n immersa in Vy, secondo la precedente definizione. Infatti la sottovarietd aperta A ha come sostegno
un sottospazio topologico sostegnd di Vp; inoltre 1'applicazione identica i: A=V, si esprime localmente
mediante le equazioni y! = x! (i =1, ...., n) che sono manifestamente differenziabili e regolari.
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CAP. VII - GRUPPI DI LIE -

1. - NOZIONE DI GRUPPO DI LIE. -

Sia Gp una varietd differenziabile di dimensione n dotata di una struttura di gruppo in modo che
risulti differenziabile 1'applicazione:

(1) )f [>< vle G G, —> x/;/’ie &W

della varietd prodotto Gp x Gy (cfr. Cap. VI, par. 8) nella varietd G,.

Diremo allora che G,, dotata di siffatta struttura di gruppo, & un gruppo di Lie (differenziabile).

Dalla differenziabilitd dell'applicazione (1) segue subito che sono differenziabili le due applica-
zioni seguenti (essendo Gy, x Gp, come sopra, dotato della struttura differenziabile prodotto, ecfr. Cap. VI,
par. 8):

(2) (é y)e 6, x G, — Xye G,

(3) h: x¢ 6, —> xteb,

-

.

Viceversa dalla differenziabilitd delle applicazioni g ed h segue facilmente la differenziabilita
dell'applicazione f. Se ne deduce che un gruppo di Lie si pud definire anche nel modo seguente:

Un gruppo di Lie di dimensione n & una varieta differenziabile Gn dotata di una struttura di
gruppo tale che le applicazioni g ed h risultino differenziabili.

Lia condizione che 1'applicazione f risulti differenziabile equivale a dire che se (xh) ed (yb) so-
no le coordinate di x ed y nelle carte (Uy, cg) ed (U, cp) rlspe1tlvamente il punto z = x y-1 ha coordina-
(’72{ ) nella carta (Ug, c¢) che risultano funzioni differenziabili delle (xa) ed (yg)

Analogamente per la differenziabilitd delle applicazioni g ed h.

Osserviamo che poiché in un gruppo di Lie l'applicazione f ¢ differenziabile essa & certamente
continua & dunque un gruppo di Lie risulta essere un gruppe topologico (cfr. Cap. 'V, par. 1) relativamen-
te allo spazio topologico sostegno della varietd differenziabile Gy. Di conseguenza molte nozioni definite
per i gruppl topologici si estendono al caso dei gruppl di Lie. Per esempio ungruppo di Lie Gy si dice com
patto.o connesso se tale & la struttura topologica del gostegno di G, .51 dice che Gy € abeliano, semplice
ecc. se tale ¢ la struttura gruppale di G;.

Si osservi che, per definizione di varieta differenziabile un gruppo di Lie ¢ a base numerabi-
le cioé per esso vale il IT assioma di numerabilitd. Inoltre esso & localmente compatto e localmente connes
so0.

Tutto quanto sopra esposto nel caso differenziabile si trasporta immediatamente al caso analiti
co.

2. - PRIMI ESEMPI DI GRUPPI DI LIE. -

Esempio 1.

Si consideri l'asse reale [E dotato della struttura differenziabile naturale (cioé di quella indivi-
duata dall'atlante costituito dalla carta identica). In H< si consideri poi la struttura di gruppo data dall'ope
razione di somma ordinaria. La varieta differenziabile rispetto alla struttura di gruppo suddetta costi-
tuisce un gruppo di Lie di dimensione 1 in quantop 1'applicazione:

{: (ab)é —> (a-k)eR

risulta differenziabile perche f(a,b) = a-b & funzione manifestamente differenziabile delle coordinate a, b
di a, b.
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m
Generalizzando, consideriamoﬂ% dotato della struttura differenziabile naturale (individuata
dall'atlante costituito dalla carta identica). In ’E{m’si consideri la struttura di gruppo data dall'operazione
di somma seguente:

L O _ /bt )
(x*)+(y") = (x*+y
. ’[p"v - s r e s as .
Rispetto a tale struttura gruppale la varieta differenziabile . costituisce un gruppo di Lie di dimensione
n in quanto l'applicazione:

[ ' vy Y Ay v ¢ g
T ((X”)/ (\/ }) & EJ X /fR - (X -y )é?ﬁ
& manifestamente differenziabile.

Esempio 2. -

. /‘M:L
Le matrici quadrate d'ordine n sui reali si possono identificare con i punti dello spazio ’P .
qualora si associ la matrice A =|la;5 Il al punto di coordipate (211, ...., a1n, aon, ...., anl, - .- ann)-
Le matrici degeneri costituiscono un sottoinsieme di TQ"‘ che indicheremo con A . 11 sottospazio R™ - A
dello spazio topologico si pud dotare della struttura differenziabile naturale., La varieta differenziabile
™~ A cosi ottenuta si identifica con GL(n,TR). In GL(n, ) I'operazione di prodotto righe per colonne de
termina una struttura di gruppo.

Si ha cosi la varietd differenziabile GL(n, ) dotata di una struttura di gruppo. Inoltre l'appli-

fe(av)e 6L(R)x 6L(mR)—> a8 ¢ 6L(R)

risulta evidentemente differenziabile in quanto gli elementi della matrice AB~1 (ciod le coordinate del pun
to AB-1 di ’Il?”‘"‘"ﬁ ) i esprimono differenziabilmente in funzione degli elementi della matrice A e della
matrice B (cio2 delle coordinate della matrice A e della matrice B). Dunque GL(n,TR) con le strutture dif
ferenziabile e gruppale suddette costituisce un gruppo di Lie di dimensione n2. Nel seguito GL(n, ) deno-
terd sempre il gruppo di Lie sopra menzionato.

cazione:

Si osservi che GL(n,TQ) non € connesso, ma & costituito da due componenti connesse di cui una
formata dalle matrici quadrate 4 determinante positivo e 1'altra da quelle a determinante negativo (vedi e-
sempio 3, par. 2, Cap. V).

Esempio 3. -

3 Le matrici quadrate d'ordine n sui complessi si possono identificare con i punti dello spazio
R quallgra si identifichi la matrice A = l a’,,k-%a’;,,{if con il punto di coordinate (ajq, a'1'1, allz, a'l'z,
c a;m, apn). Denotato con 4 il sottoins}eme di B*™  costituito dalle matrici degeneri, il sottospazio
R~ A dello spazig topologico TR s pud dotare della struttura differenziabile'naturale. La varie-
ta differenziabile 7«;”(‘27“* A ottenuta in tal modo si identifica con GL(n,¢). In GL(n, ;g') l'operazione pro-
dotto righe per colonne determina una struttura di gruppo.

La varieta differenziabile GL(n,ng’) rispetto a tale struttura di gruppo risulta essere un gruppo
di Lie di dimensione 2n2 in quanto l'applicazione

frr)e 6Ling)x Gl g)—> an"e 6L n¢)

risulta evidentemente differenziabile perché gli elementi della matrice AB-1 (cio& le coordinate del punto
AB-1) si esprimono differenziabilmente in funzione degli elementi della matrice A e della matrice B (cioe
delle coordinate della matrice A e della matrice B). Nel seguito GL{n, g{") denotera sempre il gruppo di Lie
anzidetto.

Si osservi che GL{n, {;ﬁ/) ¢ connesso (vedi esempio 2, par. 2, Cap. V).
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3. - SOTTOGRUPPI DI LIE DI UN GRUPPO.DI LIE, -
Sia Gy un gruppo di Lie. Chiameremo sottogruppo di Lie G, un gruppo di Lie Hpy(m< n) che sod
disfa alle seguenti condizioni:

1) La varieta differenziabile di Hy, risulta una varietd immersa (vedi par. 17, Cap. VI) della varietd dif-
ferenziabile di Gy;
2) Hy, rispetto alla sua struttura gruppale risulta un sottogruppo di Gp. Proviamo il:

Teorema 3.1. -

SIA H UN APERTO (NON VUOTO) DI UN GRUPPO DI LIE G CHE RISULTI ESSERE UN SOTTO
GRUPPO DELLA STRUTTURA GRUPPALE DI G,,. DOTANDO H DELLA STRUTTURA DIFFERENZIABILE
DI SOTTOVARIETA' APERTE (cfr. par. 7, Cap. "V) E DELLA STRUTTURA DI GRUPPO INDOTTA DA
QUELLA DI Gp, SI OTTIENE UN SOTTOGRUPPO DI LIE DI DIMENSIONI DI Gy.

Dimostrazione:

L'applicazione

> Xy e H

fu s (xy)e Hx H

restrizione della (1) del par. 1 alla varieta differenziabile H = Hy (sottovarietd aperta di Gy) & evidentemen
te differenziabile. Dunque Hy & un gruppo di Lie. Poiché Hyp € una sottovarietd aperta di Gy essa risulta im
mersa in Gp (efr. par. 17, Cap. VI). Inoltre H, & per ipotesi un sottogruppo della struttura gruppale di Gy,
onde. 1'asserto.

Come esempio si consideri 1'insieme GLﬁ[n,?) delle matrici d'ordine n sui reali con determi
nante positivo. Hsso & un aperto del gruppo di Lie GL{n, TR) (infatti l'applicazione det: A & GL(n, 7?) —>
-3 det A £ R ¢ continua e la controimmagine dell'asse reale positivo Rte GL*n,R); essendo R un a-
perto di B risulta GLY(n, R ) un aperto di GL(n,TR)). Inoltre esso & un sottogruppo rispetto alla struttura
gruppale di GL(].’J TR). Per la proposizione precedente GL*(n,R) dotato della struttura differenziabile indot
ta e della struttura gruppale indotta da quella di GL(n, R) risulta essere un sottogruppo di Lie di GL(n ’ﬂi)

manifestamente normale. Nel seguito con GL*(n,R) intenderemo sempre il suddetto gruppo di Lie.

Osserviamo che la proporzione I permette di costruire dei sottogruppi di Lie di un gruppo Gy,
i quali perd sono solamente particolari sottogruppi di Lie di Gy (se non altro perché hanno la stessa dimen
sione di. Gp). Possono cioé esistere sottogruppi di Lie di un gruppo di Lie di dimensione inferiore ad n (i
cui sostegni non sono aperti di én) e che quindi non rientrano nel caso della proposizione I. )

Per questo consideriamo l'esempio seguente: Si consideri il piano reale ’FEQZ fOf. Esso risulta
una varietd differenziabile di dimensione 2 con la struttura differenziabile naturale. Inoltre esso si puo iden
tificare con ¢ - { { (qualora si associ al punto z = x + iy di ¢ - 0 il punto P di coordinate {x,y) di
TRQ"— {Ol ). Poiche ¢ - {03 rispetto al prodotto ordinario risulta un gruppo, si ha che TE {0§r1su1ta dota
to di una struttura di gruppo (mediante la suddetta identificazione) relativamente alla quale risulta un grup
po di Lie, che coincide con GL{1, ¢) (cfr. esempio 3 del par. 2). In GL(1, ) si consideri il sottoinsieme

-~ costituito dai punti della circonferenza di equazione x2 + y2 = 1, cio& dai numeri complessi di norma 1,
{ & un sottogruppo di GL(1, ) (in quanto il prodotto di due numeri complessi di norma 1 e l'inverso di un
numero complesso di norma 1 & ancora un numero complesso di norma 1). D'altra parte & una varieta
differenziabile di dimensione 1 (cfr. esempio 1 del par. 4, Cap. VI). Anzi, essa & una varietd immersa
nella varieta R - fO} (cfr. par. 17 del Capitolo precedente) le equazioni che esprimono l'immersione sod
disfano alle condizicni della proposizione I del par. 17, Cap. VI, essendo date da (vedi fig. 1):

o,
2 X 2%
[ Xp= =20 Xp = >
: 5 X7 4 Xiva \waﬁ»x-)
] 2.
" X, -1 1 XZ L ‘
pE T = it . X X,
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Concludendo grisulta un sottogruppo differenziabile di GL(1, ¢). In questo caso (13 ha dimen-
sioni 1 e GL(1, ¢!) ha dimensione 2. Questo esempio si generalizza qualora si consideri il gruppo GLin, #)
(cfr. esempio 3 del par. 2) e il sottogruppo v, delle matrici unitarie non degeneri complesse (cfr. Cap. II
del par. 10},

Diamo ora alcuni esempi notevoli di sottogruppi di Lie del gruppo GL(n,]R ) e del gruppo GL(n¢).
Esempio 1.

Si consideri il gruppo di Lie GL(n,TQ). In esso le matrici ortogonali costituisconc un sottogrup
po, Ofn), della struttura gruppale di GL{n, ) (vedi par. 10 del Cap. II).

Inoltre Ofn) risulta un sottogruppo topologico di GL(n,TR) con la topologia relativa che & sepa-
rata e a base numerabile essendo un sottospazio di

Rispetto a tale struttura topologica e alla suddetta struttura di gruppo risulta un gruppo topolo
gico (cfr. esempio del par. 5, Cap. V).

Se A = H a"'J “ & O{“'&'Xper definizione di matrice ortogonale: AK = U) si ha:
Ll L)
(1) Z Q,% QJ’S: g’“d.
$=1 :
Delle n? equazioni (1) sono indipendenti solamente quelle relative agli indicii,j (=1, ..., n) per cuii £ j
(in quanto scambiando 1'indice i con l'indice j la (1) si muta in s&). Tall relazioni indipendenti sono dunque
in numero din + (n-1) + (n-2) + .. ..+1 = n{n+l) /2. Si pud facilmente provare che, essendo det A # .0, il
sistema
12354

(2) Fos > Qga - S =0

‘4 S= s “

di n(n+1)/2 equazioni nelle n2 incognite ajj ¢ tale che la sua matrice jacobiana ha rango massimo.

Dal teorema di Dini segue allora che per ogni A& O(n) si pud trovare un opportuno intorno aper
to di A nella topologia di O(y) nel quale il sistema (2) pud essere esplicitato rispetto a mi mna) @ (7)

variabili, Da cid segue che per ogni A &€ O(p) si pud trovare un intorno aperto Up di A, nella topologia di’
. . . 1 . “aln=)
O(n) ed un omeomorfismo Cp di Up in un aperto Ca(Up) di ? 2
(=)
'™
n) su K *

L'insieme {UA, Cpl costituisce un atlante di O che risulta differenziabile in
virth del fatto che le frazioni Fjj che compaiono nel sistema (2) sono differenziabili. Tale atlante determina
una struttura differenziabile dello spazio topologico Ofn), Lo spazio topologico Op. con tale struttura diffe
renziabile, & allora una varieta differenziabile di dimensione n{n-1)/2. Essa & immersa nella varieta dif-
ferenziabile GL(n,/R) (cfr. proporzione I del par. 17, Cap. VII) le equazioni di immersione essendo date
dal teorema di Dini.

La varieta differenziabile O(n) immersa in GL(n,TR), dotata della struttura di gruppo, indotta
da GL(n,R ) risulta allora un sottogruppo di Lie di GL(n,‘ffR ). Nel seguito con O(p) si intendera sempre tale
sottogruppo.

Osserviamo che O(p) & un gruppo di Lie compatto in quanto il sostegno di O(p) & compatto (cfr.
par. del Cap. ).

Il sottoinsieme GL*(n, 1R ), GL(n, }?\), costituito dalle matrici con det > 0, risulta’un aperto del
lo spazio topologico di GL(n,HR ). Esso dunque interseca O(n) in un aperto di O(p) nella topologia relativa.
Tale aperto risulta il sottogruppo di O(n) della natura ortogonale con det > 0, cioe il gruppo speciale orto-
gonalejSO(n). In forza della proposizione I, SO(,) ¢ un sottogruppo di Lie di O(y), di dimensione /"-g’j":.‘!tW

4. - PROPRIETA' DI CONNESSIONE DI UN GRUPPO DI LIE. -

Sia G, un gruppo di Lie ed e sia la sua unitad. Dalla proposizione I del par. 8, Cap. VI si ha,
considerando Gy rispetto alla sua struttura di gruppo topologico, che la @ mponente connessa H = fe] del-
1'unita risulta un sottogruppo normale (o invariante) di G, ed inoltre che le altre compenenti connesse di
Gy, risultano le classi laterali indotte da H in Gy,

D'altra parte ogni componente connessa di Gy risulta un aperto se si pensa G come varieta dif
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ferenziabile (in quanto ogni componente connessa di una varietd differenziabile risulta un aperto; cfr. dlti
mo capoverso del par. 7, Cap. VII). Dunque H, essendo un aperto di Gy, sottogruppo della struttura grué
pale di Gy, risulta un sottogruppo di Lie di Gy (cfr. proposizione I del par. 3) di dimensione n e sara per-
cio denotato con Hy. Infine il gruppo topologico quoziente Gn/Hn (se si pensa solamente alla struttura di
gruppo topologico di Gy e Hy) risulta discreto in quanto ogni suo punto essendo una componente connessa di
Gp, € un aperto di G, (cfr. par. del Cap. ).

Concludendo si ha il:

Teorema 4.1.. ~

SIA Gp UN GRUPPO DI LIE ED H LA COMPONENTE CONNESSA DELL'UNITA' DI Gp. LE
COMPONENTI CONNESSE DI Gy RISULTANO APERTE. H RISULTA UN SOTTOGRUPPO DI LIE Hy DI DI
MENSIONE n DI Gp. IL GRUPPO QUOZIENTE Gp/H, RISULTA DISCRETO.
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CAP. VIII - ALGEBRA DI LIE ASSOCIATA A UN GRUPPO DI LIE. -

1. - INTRODUZIONE -

Sia Gk un gruppo di Lie di dimensione K, cio¢ una varieta differenziabile dotata di struttura
di gruppo in modo che 1'operazione di prodotto e di passaggio all'elemento inverso siano differenziabili.

Ricordiamo che (cfr. Cap. VI, par. 14) data una varieta differenziabile Vi ad essa si pud ag
sociare un'algebra di Lie i cui elementi sono i campi di vettori differenziabili su Vi e il prodotto & dato
dal "crochet', la somma e il prodotto per uno scalare essendo definiti nel modo solito.

A G‘K pensata come varietd differenziabile, rimane associata, dunque, nel modo anzidetto, una
algebra di Lie U* Tale algebra, in generale, non avra dimensione finita. In questo capitolo faremo vedere
che S , contiene una sottalgebra, di dimensione finita K, canicamente associata al gruppo di Lie, che
prende il nome di algebra di Lie f 6‘x> associata al gruppo GK . Essa ha un'importanza fondamen-
tale nello studio dei gruppi di Lie, an21 & atta a carattierizzare i gruppi di Lie nel senso che se due grup-
pi hanno algebra di Lie associate isomorfe esiste tra i due gruppi un omorfismo gruppale che & an-
che un diffeomorfismo locale (cio che ristretto a due intornt, per esempio, degli element! neutri dei due
gruppi risulta un diffeomorfismo). Ne segue (cfr. Cap. V, par. 9) che due gruppi di Lie che abbiano al-
gebre di Lie associate isomomorfe , risultano localmente isomorfi.

2. - DEFINIZIONE DI ALGEBRA DI LIE ASSOCIATA A UN GRUPPO DI LIE. -
Siano Gy un gruppo di Lie di dimensione Ku la sua unita, TK(u) lo spazio dei-vettori tangenti
inu a Gg pensata. come varieta differenziabile (cfr. Cap Vi par. 11,13).

Per ogni a. € GK si consideri la traslazione sinistra (o destra) (cfr. Capt. ¥ par.3 )
S / 4 )
. __ . /— Y QA
(1) ta, : /\/.. a X ( T, - Y= X

Essa & un'diffeomorfismo di GK . 8u se stesso (cioé un omeomorfismo differenziabile del-
la varietd su se stessa), che muta l'elemento U nell'elemento a e quindi induce un isomorfismeo tra 10
spazio T, (‘U’) e lo spazio (GL) dei vettori tangenti in a alla varieta GK tale isomorfismo & dato
dal differenziale d]’:i dell'apphcazmne )’ ax.

Fissato un vettore \_/‘; , {angen’ce in 7y a ]i( , si consideri il vettore (cfr. Capt. Vi par.lé)

@) Vo = dt. (w)

Al variare di Q. & 6 il vettore \/@, , cosi costruito a partire dal fissato vettore Vu , descrive un cam
po di vettori \/(\f., ev1dentemente differenziabili sulla varietd, cioé un elemento di 'U

Rimane cosi determinata un'applicazione
— r
(3) o v eTw) —> Ve

Facilmente si prova che f conserva l'operazione di somma e di prodotto per uno scalare, cloe
che f & un omomorfismo dello spazio vettoriale TK{U) nello spazio vettorlalev . Tale omomorflumo
& chiaramente iniettivo, (nel senso che se V{V) :;ﬁ' ‘\fw) , 1 campi vettoriali \f(\/\;) e V(Vu’)
sono diversi).

Posto

(4) fk = UL (TK(Y’)
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si ha che & K @& un sottospazio vettoriale di v , in quanto & l'immagine, mediante 1'omo-
morfismo f, di TK(}.{). Inoltre, 1'omomorfismo

) Foove Lo Ve 4y

¢ un isomorfismo. Ne segue che gf & uno spazio vettoriale di dimensione K

; Siano ora ‘\/.“w’ ‘V, (V‘ﬂ due elementi di & x , cio& i due campi di vettori generati dalfu

e Vv , esia \ﬂ? il loro crochet (cfr; Cap.. VI, par. 14). Si prova facilmente che W & un elemento di
, cioe che esiste un veftore Wyt Iy tale che

—t \\1 4

F- \X/u ey V(/
Ne segx(l‘s che A kg & chiuso rispetto al'operazione di crochet e quindi risulta una sottoalgebra dell'algebra
di Lie U

L'algebra di Lie u’g;q associata al gruppo di Lie 6 risulta quindi costituita dai campi di vetto
ri tangenti a GK ., clascun campo ottenuto da un vettore Yo tangente nell'unita a CK ., attraverso il
differenziale del diffeomorfismo y: axX (o >/~ X 4. ) della varietd su stessa, al variare di VYo
Essa costituisce, come s'& detto, uno spazio vettoriale di dimensione K sui reall o sui complessi dotato

di prodotto interno dato dal crochet

Mediante 1'inverso dell'isomorfismo F, l‘opcrazmn'a di crochet definita in ,;@K puod essere
definita in ’K ¥} nel senso che, dati due vettori \/u 2 \/u € FK(’U) si considerano i due campi di vetto
ri F(¥u)e FV \/’ ) , se mnefa il crochet, ottenendo un elemento di Xx e si calcola il valore del cam
po cosl ottenuto in U _. Tale vettore W , tangente in UV , si definisce prodotto interno di _\_/v e y;
e si scrive L‘){u ) \/U’]

T;&(y}:stesso, cioe lo spazio dei vettori tangenti ne:ll'unité a GK risulta allora, con tale pro
dotto interno, un'algebra di Lie K-dimensionale, isomorfa a x > che pud identificarsi con 1'algebra di
Lie associata al gruppo di Lie.

Ricordiamo (cfr. Capit. III, par. 3) che un'algebra di Lie K-dimensionale & uno spazio vetto-
riale sul reali o sui complessi dotato di prodotto interno Y/]/J che soddisfa le condizioni:

»
a) condizione di antisimmetria

[xv]=~ 1Y x]

o equivalentemente
[X , X ] =0

b) la condizione di Jacobi

(vl z] + 3]+ [[zx] Y]

c) le usuali condizioni di linearita
; \K
N\ —
La)( (]_ Q D(,;]

ey z]= [x 2]+ [v2Z]

Esempio 1. - Sia T{Q il gruppo-di Lie dei reali rispetto alla somma. Per ogni QL é/P la traslazione

sinistra — S

E=la: vy=ax
-~

¢ un diffeomorfismo di /g(f\ in sé.

I1 differenziale dell'applicazione C; :Ez‘ muta il vettore tangente alla vameta X ( )o s
nell'unita U (l'unita & qui 1'elemento x = 0) nel vettore tangente alla varieta, )< = ) s nel pun-
tox = a {cfr. le (8) di Cap. VI, par. 186). ax

Si noti che )\/u”?(, = X W =4, per ogni a:Ne segue che XE éfi ¢ un vettore di base dell'al
W
. IX
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gebra di Lie di TR , algebra che consiste di tutti 1 vettori del tipo ,XX , con A un numero reale qualsia
si.
Esempio 2. - Algebra di Lie di GL(n, ).

Abbiamo gia visto che le matrici quadrate di ordine n sia complessi, non degeneri, costituisco
no un gruppo topologico GL(n, {) di dimensione 2n2, ove si identifichi la matrice
o
”’}L + v A€, ”

| i
] v
con il punto di coordinate { % %er y X ) dello spazio TE'

Converra cons1derare gli elementi della matrice “%U ” come delle funzioni analitiche di certi
parametri ol = (o(, , d ,o!MZcoordlnate dell'elemento A di GL, in una data carta dell'atlante della varie
ta. (%) Lrelemento neutro 'L»' del gruppo abbia per coordinate °<:-°(2- c-m ol =0,

Sia X un campo di vettori tangente alla varieta, invariante a sinistra (o destra). Indichiamo
con X il vettore tangente nell'elemento neutro Y di GL(n ﬂ) poniamo

= %= | 2]

Coincidendo X con l'operazione di deviazione, le matrici ” Moy,
derivando le matrici originarie T
. =0,

a4
\

%‘;J

011:‘9(2:- o&,:d’

¥
f} sono le matrici ottenute
%'"‘J- rispetto ai parametri ( df/dz .. c/ o, ) e calcolandole per
’

Si ottiene cosi una corrispondenza biunivoca dell'algebra di Lie gl{n, ¢) del gruppo GL(n, ¢}
con lo spazio vettoriale T (di dimensione 2n2 sui reali) che consiste di tutte le matrici quadrate ”/
di ordine n a coefficienti reali o complessi, dotato di prodotto interno.

e |

[ Tale corrlsponden a ¢ un isomorfismo e la rnatrice che corrisponde a [ >< Y] ¢ la matri
51

‘j%-—/mtj.,

Esempio 3. - Sia F una funzione analitica definita su un dato gruppo di Lie, Gg, pensato come una va rie
ta differenziabile e analitica Vi (cfr. Cap. VI, par. 9); siano % 2, Ca }aeg_l'atlante universalewdi Gg e

Az ( %, N \..f;{vk)le coordinate, in una data carta, di un "punto' P della varieta. L'elemento neutro U
del gruppo abbla coordinate %, > ;= -+ = Wiz O

Esaminiamo la f in un intorno dell'elemento neutro. Sara

Fo - Fe= (fbl-’)-o ﬁ (>< Fm

%

X; = 9
J @%j
Gli operatori Xj (vettori tangenti alla varietd nell'origine) sono operatori differenziali linearmente indipen
denti nello spazio dei parametri (C’-{,' PR ?(k).

f

X=0 ‘»

avendo posto

Questi operatori agiscono come generatori di trasformazioni infinitesime del gruppo e obbedi

scono alle relazioni di commu‘tazione

s

(x) - In realta la condizione che GL(n, ¢) sia un gruppo di Lie richiede che siano analitiche le applicazio-
ni (2) e (3) del Capitolo VIII, par. 1 e non necessariamente che gli elementi ’}ﬁl’ siano funzioni
analitiche dei parametri ( o(,’ "(2 cen el ).
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dove le Cl‘j sono certi coefficienti numerici detti costanti di struttura.
Per il gruppo di Lie Gg, infatti, pensato come varieta differenziabile, si puod scrivere
% 4 ¥
Fl") Fee') = F i %(’Jz;l%'))

Derivando rispetto a ’}Lu‘b

DER") £,
75;2'1 Few' )= “— N, D"

M~
N
n
)
R

!
e poi rispetto a ’}{kla/
?

K
K 2z .
< F ax S F o %
Z_ L e T P L X, x; ox'

V") QFEM!)

= 7 - 4 A Y ” b
—E&!:, /BA’,@‘ J:! b= J%(ll -b b=
[ /
Ripetendo la doppia derivazione, ma rispetto ad /X 5 € %, siha
¥ K 2 . K 2 .
RF @F S QEFE 2% Z oF X
"""" _—r = T 0 )
A I A o N VL ‘ A Y Al
DWeg, TXy J =t e © XJ %xl 2 o i ' b &
Dalle due relazioni precedenti, calcolate per ){,’...;;,{) %"~> O si ottiene,

d
X&XQ‘—XQXb: ;E_ C;i Xx'/

C ¢ e /&;‘w:, f; /[)‘L /Dz 4.4 ('%: 06")

A r " 3
ab . m.:f.n' =0 [ @94:;’@005 (0 00,

Si noti che per un gruppo abeliano le Cj{’ risulterebbero nulle.

posto

3. - COSTANTI DI STRUTTURA. -
Indichiamo con

X, X, o X

Come abbiamo detto,in ;gx si pud definire un prodotto interno, 'erochet", E;X-‘, XJ] , per
cui £;¢_ risulta un'algebra (algebra di Lie) di dimensione K (Cap. III, Par. 3 e Cap. VI, par. 14).

una base dello spazio vettoriale fi( .

Per dare a :gk una struttura di algebra sara sufficiente dare le espressioni dei i)rodotti inter
[X: x]= > ¢ X
vy N - s "J. “C
’ 4

Le costanti { !j‘ prendono il nome di costanti di struttura dell'algebra di Lie rispetto alla base {X' "‘ka
{ 7

ni ponendo

Dalla condizione di antigsimmetria -
Y /- ~
[X'!XJ] * l,)\J,Xl]”O
segue 'z
C{’{. + . =
LJ Ji

Dall'identita di Jacobi
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. ] )+ [0 ]+ [[xnl X] =

segue L e X { . z
((lJ Cl&k "§' CJk C)ﬁ' + CK{ Cl' ):.'. O

™
Se K & la dimensione del gruppo le costanti di struttura sono in numero di K [ K- g 2

La costruzione delle algebre di Lie, di data dimensione, ove siano date le K3 costanti di strut
ture soddisfacenti le condizioni precedenti & cosi ridotta a un problema puramente algebrico.

La dimostrazione, invero molto difficile, che a ogni algebra di Lie corrisponde un gruppo di
Lie nel senso detto al par. 1, non verra data, qui, bensi nella II# parte di queste lezioni, dove discutere-
mo la classificazione delle algebre di Lie, la teoria delle rappresentazioni dei gruppi e le rappresentazio
ni dei gruppi pit interessanti la Fisica.

Come vedremo, infatti un gruppo di Lie G , pud mettersi in corrispondenza omomorfica con
il gruppo degli automorfismi A(V) (cioé delle trasformazmm lineari di uno spazio vettoriale su se stesso)
di uno spazio vettoriale V eventualmente di dimensione infinita.

Se poi V ha dimensione finita n, V =Vpe B = (el €9, ...y en) & una sua fissata base rimane
definito un isomorfismo tra A( Vn) e il gruppo delle matrici nx n ciog il gruppo lineare GL(n 792 ). In que

sto caso, una rappresentazione (' 'darstellung') del gruppo Gg in Vi @ un omomorfismo di G nel gruppo del
le matrici nxn.

Cosi pure una applicazione lineare X —> A dell'algebra di Lie i;( di un gruppo di Lie nel
gruppo degli automorfismi A(S)-di uno spazio vettoriale Sin se& & detta una rappresentazione delltalgebra

di Lie se , ) )
[ !::A)A- - AA‘AA con

X;Xlé £:< @ A/Afe A(S)

Hsercizi. -

D

1) Sia Tg il gruppo(a due parametri)delle traslazioni in un piano definito dalle relazioni

— —p -
. ! 4
'm o X=X+ a
Y W ed : . : . ,
dove X / ed o sono vettori del piano. Gli elementi del gruppo obbediscono allaregdadl moltiplica-
zione ——

ova) = Ta + To!
elinversodi T, ¢ T_,

Introducendo coordinate omogenee (y1y2y3) con X = v e )(2 2 & possibile scri
N\
vere /G '73

/
>/4.= >/l+ Q't>/3

)/212 }Q+ %)’3
Yi= Vs

e dare quindi al gruppo Ty una form3a matriciale al gruppo.

Si dimostri che il vettore base dell'algebra di Lie associata a Ty @ rappresentato dalla matri-
ce
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o o0 Q4
o} © 611
o o ©
2) Si consideri il gruppo/ di ordine 3/ Suz delle matrici unitarie unimodulari U , tali che
apt
UalAs e detv=1

5i dimostri che i vettori base dell'algebra di Lie associata sono le matrici di Pauli
3 O 0 -l 4 0

G” = ( 4 67 = ( . 6. = (
! 1 o 2 v 0 3 o -1

e che gli elementi dell'algebra sono tutte le matrici hermitiane 2x2 a traccia nulla.
3) Si consideri il gruppo delle rotazioni tridimensionali, d'ordine 3.

Si dimostri che i generatori dell'algebra di Lie associato sono le matrici:

o

2 o 0 — l0 o | _ O
J, = o o | )2:: © o o \}3:’ 2
o -1 © i o o o

Gli elementi dell'algebra sono le matrici 3 x 3 antisimmetriche a traccia nulla.

4) Si consideri il gruppo di Lorentz omogeneo (cfr. Capitolo II), cio2 il gruppo delle trasforma-
zioni da un sistema inerziale all'altro del tipo

X,ro, = /\r.y Xy

che conservano la quantita

T ox%s _}: ?,m' X, X9 .
con 009 = | 0= 2-22 & ?’33:: -4 39(, = ?, =0 (Q’#c})

Trovare i generatori dell'algebra di Lie associata a questo gruppo df Lie, a 6 parametri,
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