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G. Sanna: L'OTTICA DEGLI SPETTROMETR! MAGNETICI NELLE APPROSSIMAZIONI DEL PRIMO E SE
CONDO ORDINE,

Parte 11%: SVILUPPI IN SERIE DI MULTIPOLI DELLE COMPONENTI DEL CAMPO NELL'INTORNO DEL-
LA TRAIETTORIA CENTRALE.

I, I, INTRODUZIONE -

Nella Parte Ia(X) sonc state dedolte, senza introdurre alcuna approssimazione, le equazioni diffe-
renziali delle traiettorie nel sistema di coordinate t, r, 2z riferito ad una trajettoria piana T, presa co-
me riferimento (cfr. equaz. 1.17). In qu_gawstgeinrxazioni compaiono le componenti By, By, B, dell'induzione

secondo la terna ortogonale divetteri t, v, z, intrinsecs a "50“ Per procedere all'integrazione delle
equazioni differenziali suddette & necessario esplicitare la dipendenza funzionale di tali componenti dalle
coordinate t, r, z. Questo programma verra affrontato e risolio nelle presente nota interna (Parte II8),
Per il suo svolgimento due considerazioni sono di fondamentale importanza. La prima cons_i_gte nel rileva-
re che & superfluo per i nostri scopi caleolare in futto lo spazio la distribuzione di campo B = B (Q) pro
dotta da una assegnata distribuzione di materiali magnetizzatl e/o di correnti eletiriche. In effetti & suffi-
ciente conoscere la dipendenza funzionale dalle coordinate t, r, z delle componenti B¢, By, B, o del poten
ziale scalare el4s, solamente dentro il ristretto dominio spaziale attraversato dalle traiettorie T "ottica-
mente'! interessanti. In pratica questo dominio, che contiene la traiettoria di riferimento T , risulta ave
re sempre dimensioni trasversali'®’ notevolmente minori del raggio di curvatura della trajettoria .

E' pertanto possibile e conveniente esprimere ciascuna delle componenti di -B”, o il potenziale AL »
in un punto qualsiasi di tale dominio, mediante uno sviluppo in serie bidimensionale nell'intorno di T,.
L'ampiezza dei diversi coefficienti di uno sviluppe dipendera poi dalle particolari caratteristiche possedu
te dalla distribuzione di sorgenti che genera il campo,

La seconda considerazione riguarda le differenti simmetrie che presentano le distribuzioni di cam
po utilizzate nell'ottica corpuscolare magnetica. Infatti, tenendo conto delle particolari simmetrie, & pos
sibile semplificare e specializzare, per ogni distribuzione considerata, gli sviluppi in serie anzidetti.

La presente Parte 112 si articola in sedici paragrafi. Nel paragrafo 2 sono riportate sinteticamente

(x) - Nota interna LNF-71/81,



ie proprieta e le equazioni generali valide per le distribuzioni stazionarie e solenoidali di campo. Quindi
nel paragrafo 3 sonocﬂr;trodotte e caratterizzate analiticamente le simmetrie fondamentali che il potenziale
scalare magnetico (Q) pud presentare. Viene poi effettuata in base ad esse una clagsificazione delle di
stribuzioni interessanti nell'ottica (par. 4). Sono individuati sei casi di pratica utilitd che vengono trattati
separatamente nel seguito (par. 6, 7, 8, 9, 10, 11). Nel par. 5 & stabilita, senza tener conto di eventuali
gimmetrie, la forma analitica generale degli sviluppi di By, B,, B, nell'intorno di 'Uo. Nella trattaziong
dei sei casi interessanti sono stati seguiti due procedimenti diversi. Con il primo di questi, che & applica-
to ai primi quatiro casi di simmetria considerati (par. 6, 7, 8, 9), gli sviluppi di By, By, By ottenuti al
par. 5 sono specializzati imponendo le condizioni di simmetria e le condizioni div %= 0erot B=0.Con
il secondo procedimento, che & applicato ai casi di simmetria trattati nel par. 10, 11, viene determinato
un integrale in forma di sviluppo in serie dell'equazione di Laplace V2l = 0. Viene poi imposto che que-
sto integrale soddisfi alle condizioni di simmetria esistenti per le distribuzioni considerate. Questo diver
go procedimento & stato usato perche risulta pit semplice applicare, nei due casi anzidetti, le condizioni

di simmetr_ia al potenziale piuttosto che alle componenti di B . Queste sono poi ottenute per mezzo della
relazione B = - by grad Mo, Nel par. 12 spno analizzate delle distribuzioni particolari-comunemente indi-

cate come "'pure o ideali". Queste corrispondono ai termini fondamentali degli sviluppi in serie ottenuti per
iLcasi di simmetria analizzati nei par. 11, 12 e presentcaﬁo caratteristiche particolarmente semplici. A se
condo del numero di piani rispetto ai quali il potenziale risulta antisimmetrico, le distribuzioni preceden
ti sono indicate come ''quadrupolare, sestupoclare, ottupolare .... pura'. Nel par. 13 si riconosce che gli
sviluppi ottenuti per tutti i sei casi di simmetria studiati possono essere considerati come Y"sviluppi in se-
.rie di multipoli" (dipolo + quadrupolo + sestupolo + ....), ogni 'termine di multipolo" risultando individua
to da una particolare legge di dipendenza dalle coordinate r e z,

L'indagine qui svolta per le componenti di B nell'intorno di 'CO presenta una certa analogia con
1'analisi di Fourier di una funzione e costituisce la base logica della ''spettroscopia di multipoli".” Questa
tecnica sperimentale & infatti comunemente usata per analizzare il contenuto di multipoli presenti nelle di
stribuzioni di campo usate nell'ottica corpuscolare magnetica.

Infine nel par. 14 la presenza dei termini di multipolo negli sviluppi di B, (t, r, 0) e nell'integrale
JBZ(t, r, 0)dt esteso a tutta la distribuzione {"'termini integrati di multipolo") & messa in relazione con al-
cune caratteristiche delle traiettorie del piano z = 0 percorse dai corpuscoli (curvatura e deflessione tota-
le). Infine nel par. 15 viene mostrata la possibilitd di ottenere 'termini integrati di multipolo' dei diversi
ordini usando campi uniformi.

II. 2, PROPRIETA' GENERALI DELLA DISTRIBUZIONE DI CAMPO. -

Consideriamo una regione spaziale&limitata, chiusa, semplicemente connessa ed avente per con-
torno una superficie regolare.

Scelto un sistema di coordinate curvilinee ortogonali.'(lj', giano u, v, w le coordinate del generico
punto Q@ di R ey, T v, Tw 1versori delle tangenti rispettivamente alle linee coordinate u, v, w passanti
per il punto suddetto.. Data una curva regolare T attraversante la regione R, 'espressione dell'elemento
infinitesimo di area ds di U nelle coordinate suddette, si scrive:

s

(IL. 1) ds? =h2 - du? +n? . av?+nl - aw?

dove i coeffici_enti hlzv h‘zr, hx‘% (coefficienti metrici) possono essere calcolati in base alla teoria generale
dei sistemi di coordinate curvilinei 2) o ricavati mediante considerazioni dirette.

Supponiamo che la regioneé di cul sopra non contenga né materia né campi elettrici stg._'z_ionari o
variabili nel tempo.ma sia invece sede di una distribuzione stazionaria di induzione magnetica B = B(Q)
prodotta da sorgenti esterne ad&€. In ogni punto Q di R valgono allora le equazioni di Maxwell:

- 1 2 ; ] e
1.2 i P S I e (. . =
( Y div B T 3 (Buh hw) + 3 (thuhw)+ iy (B huhv) 0,

- .o e —ppn — b
(11.3) rot B = (rot B)u-’Cu +(rot B ), Ty +(rot B )w- ’EW =0



dove:
- 1 3 a ]
(I1.3, a) {rot B )u = K—-E—-— v -5; (Bwhw)-— W(BVhV)J
vV W -
3 -1 [.2 CIPRN
(11.3,b) (rot B )V *Th | e (Buhu)_'au (BW hw)
uw kL .
- -
g 1 D °
(I1.3, ¢) (rot B) = e ==(Bh })~—— (B h) .
w huhv [Bu VYV ey uu ]

La validita della (II. 3) permette di affermare che esiste nella regioneﬂ una funzione scalare ouv =
= {Q) ad un sol valore, definita a meno di una costante arbitraria e tale che:

% . Ou’ _ - ‘ :_> .
(I1.4) B(u,v,w) = %, - grad (0, v, w) - B (u, v, w): T, By, w) v, B (v, W) T,
con: '
{11.4,&) B =-)u .(grado‘lp) =_ﬁ9.. BoUp
u o u h >
u u
(II. 4, b) B = -/L‘ '(gradout) = - bo M’
k M 0 v hv 2v
(11.4, ¢) B, = - for(graddl) = - £2. adk
hw 2w

La funzione s = G%(Q), che & il ben noto ''potenziale scalare magnetico”, soddisfa, come pud esse
re direttamente verificato per sostituzione della (I1.4) nella (II.2), alla equazione di Laplace:

(11.5)

S 4 - h h h h
A . R 2 hvhw ade 2 W odl @ wy 9dhy |
uv ow 90 hu 9u Qv v  9v  Ow w w

La funzione =0a0(Q) ¢ poi, per quanto detto prima, continua, superiormente ed inferiormente limitata in
R e dotata, in questa regione, di derivate parziali di qualsiasi ordine:

MMMy Lmmn-o0,1,2 ...
1, ,m n (l+m+np0)
u "dv Bw

che sono a loro volta funzioni continue delle variabili {u, v, w)[zj, Alle derivate parziali di ordine 1+m+n >
» 1 & poi applicabile il teorema di Schwarz sull'invertibilitid dell'ordine delle derivazioni.

A questo punto se si vuol procedere nella caratterizzazione delle diverse distribuzioni di potenziale

M&(Q) & necessario sfruttare le simmetrie particolari che queste distribuzioni possono presentare. E' per-

tanto necessario individuare e definire le’simmetrie fondamentali ed effettuare in base ad esse una classi
ficazione delle distribuzioni di potenziale magnetico interessanti per l'ottica corpuscolare,

I, 3, SIMMETRIE FONDAMENTALI DELLE DISTRIBUZIONI DI POTENZIALE,

Le simmetrie fondamentali del potenzialeoup(Q) che possono essere individuate sono essenzialmen
te' quattro e cio? la "simmetria di rivoluzione attorno ad un asse', la "simmetria di traslazione lungo un
asse', la "simmetria" e la "antisimmetria rispetto ad un piano". Queste quattro simmetrie fondamentali
possono essere definite come segue;

a) Diremo che una distribuzione di potenziale ha "simmetria di rivoluzione rispetto all'asse a', se,
preso un punto qualsiasi Q e condotta per esso la circonferenza f’ con centro sulla retta a e contenuta nel



piano per Q normale ad a, si ha sempre:
b (q) = ot (p),

per qualsiasi punto P appartenente a 7,

b) Diremo invece che una distribuzione di potenziale ha "simmetria di traslazione lungo l'asse a''
ke, preso un punto qualsiasi @ e condotta per esso una retta r parallela alla retta a, si ha sempre:

Ab (@) =M (p)
per qualsiasi punto P appartenente ad r,

¢) supponiamo pra che la distribuzione di,potenziale Ao (@) possegga un piano tale che, detto Q' il
punto simmetrico rispetto ad esso del generico punto Q, sia sempre:

(/ul’(Q') =x b (Q), dove: K=+1,

se questa eguaglianza & verificata per K = 1, diremo che il piano suddetto ¢ un "piano di simmetria" e lo in
dicheremo con 6", seviceversa l'eguaglianza precedente & vera per K = -1, diremo che il piano in ogget-~
to & un "piano di antisimmetria" e lo indicheremo conoX 1%

Vediamo ora di caratterizzare analificamente queste simmetrie e di stabilire quali conseguenze de-
vivino da esse, Introduciamo un sistema di coordinate curvilinee ortogonali q4, g, d3 analogo a quello in-
trodotto al par, .2, (4},

Per il caso a) assumiamo che le superfici q; e gy siano di rivoluzione attorno alla retta a. Pertan-
to le linee coordinate qg saranno circonferenze con centro su a e appartenenti a piani ortogonali a tale ret
ta, proprio come le circonferenze /7 di cui sopra. Le superfici qq siano poi i piani della stella avente per
sostegno la retta a. Nel caso b) assumeremo che le superfici q; e gy siano generiche superfici cilindriche
con generatrici parallele all'asse a. In tal modo le linee coordinate g3 risultano parallele ad a e le super-
fici g3 sono piani ortogonali ad a. Le condizioni a) e b) relative alle simmetrie di rivoluzione e traslazio-
ne possono essere caratter izzate analiticamente nella medesima forma scrivendo

s =l (ay, a,).

Da questa segue subito che deve essere:

an l+m N '
(11.6) — ( —?—1-—%) = 0 81 ;mi,: ;, 13,2 ....... ;
gq:’ ,aql*'aqz s shydy v .

Tenendo poi conto che, analogamente alle (I1.4, a, b, c), si pud scrivere:

(I1. 4, 1) Bq, = ,/i:_z ol (i=1,.2, 3),

: R . (D
si ricavano le relazioni seguen’u( ‘):

(11.8, a) —%——n_—l—=0 (n> 1)
3

an [ g Hm-1 , T
(11.6,b) - 1_.(11“‘1 -?nqﬂ =0 (1»1, my0)
9, L @aq; - 9q,

pr Itm-1 1
an [ 9 " oy By

‘qu K 1q1 ey

Per il caso c¢) assumeremo che le superfici coordinate qq, q,, dg siano simmetriche rispetto ad una super

(11.6,¢) 0 1%0, m» 1)

2 e



ficie piana q* coincidente col piano di simmetria 0 o di antisimmetria o< . Le linee coordinate dg risulta-
no allora simmetriche rispetto al piano q§’.

La condizione di simmetria espressa nel punto c) pud allora essere espressa nella forma:
(1. 7) o g, q, @y -Say) =dblay, q,, oF +5q,)
) 17 727 73 3 17 =27 73 3
nel caso q’§ £ 0 (cioe K = 1), e:
* _ % ‘
(11.8) ollo (ay. 9y, a5 - Fa3) =-elbla,. a,, qq + qu)

nel caso q’st = X (ciod K = -1).
Nelle (11.7) e (II.8) ﬁqs indica un incremento finito della coordinata q3.

Vediamo ora di stabilire quali conseguenze derivino per una distribuzione di potenziale dalla vali-
dita di una delle due condizioni precedenti, Esaminiamo prima la (1I. 7). Se teniamo presente che Oua(ql,
99, q3) ¢ una funzione continua, limitata in@Re dotata di derivate prima continue, segue che, dovendo va-
lere 1a (I1. 7), 6 {qq, dg, q3) deve egsere massima o minima sul piano q§ = & | Sara quindi:

(1. 7") (=) =0
®q *
3 (ql,qz. q3)

Naturalmente il valore del massimo o del minimo sul piano q:t ¢ funzione delle coordinate q7 e qo.
Pertanto il piano q’g # 0, ossia "il piano di simmetria non & una equipotenziale magnetica', Essendo poi:

. fo 2k

93  hqy 99,

segue che deve essere:

Tl y % -
(1.7 Bqglay a,. g5) = 0.
Pertanto:
— —tpn —
" #* = p * ’ o
{11. ™) B(ql, 4.y q3) Bn(ql,qz,q:;) 'qu + BQz(q1'q2’q3)'Tq2‘

e o)
Quindi: "In ogni punto del piano di simmetria 0" , B & tangenziale a tale piano''.

Ricordiamo poi che, data una funzione di pit variabili (sia essa f(ay, qo, q3))dotata di un certo carat
tere di simmetria rispetto ad una di esse (ad esempio simmetrica (antisimmetrica) rispetto a qs), la sua
derivata prima rispetto a quella variabile (@f/?2q,) & una funzione con carattere di simmetria cambiato ri
spetto alla stessa variabile (cio® antisimmetrica {simmetrica rispetto a qz)). Tenuto conto della (II.7), del
le relazioni

Ho
0 T (hg;- Bq,)  (i=1,2,3)
@qi /“’o

e di quanto sopra ricordato, segue che rispetto alla variabile 43 ed al piano q§. =20, e
(hq1~ Bql) Simmetrica
Iv . .
1.7
( ) (hy,. Bq,) Simmetrica
(hg., - Bq.) Antisimmetrica(6)
93" ™93

Pasgsiamo ora a considerare il caso in cui valga la (II. 8). Tenendo conto di essa e del fatto che



o (aq, dg,q3) & continua, segue che in ogni punto del piano

(11.8"

q}§§ 19(’ &:

2y =
o (a,, a,. a3) = 0.

Pertanto i1 "piano di antisimmetria o & una equipotenziale magnetica''. Dalla (II.8') segue che:

( 9‘1& ) =0 _:(2-__1%;_ ]} =0
?q + '
@9 (q,,q, q3) 2 (a9, q3)
ed in virth delle eguaglianze:
o odb
Bq.=-£c—— 2 (i=1,2),
i hg 99
si ha:
* b3
1" B , s =0, -
(11.8") ql(q1 0 dg) = 0 13q2(q1,q2,q3) 0.
Pertanto:
(11:8™M) —1;( *) = Bq, ( NE ;?
: dy» g0 dg) = Bag (ay,9,, dg a -

—
Quindi: "In ogni punto del piano di antisimmetriae , B @ normale a detto piano'.

Dalle precedenti espressioni delle Bg; e da quanto ricordato sulla derivazione delle funzioni dotate
di un particolare carattere di simmetria, segue che rispetto alla variabile qj ed al piano q’é s, 2

(h - B )
94 Y
(1. 81V) (h - B
L) 2
(h B )
3 93

Antisimmetrica

) Antisimmetrica

Simmetrica,

1i.4. - CLASSIFICAZIONE DELLE DISTRIBUZIONI DI POTENZIALE SULLA BASE DELLE LORO SIMME

TRIE. -

Sulla base delle quatiro simme trie fondament

ali descritte nel paragrafo precedente & poseibile

classificare tutte le distribuzioni di potenziale scalare magnetico interessanti per 1'ottica corposcolare. E'
possibile individuare sei "casi o tipi" di distribuzioni, che sono stati nel seguito ordinati partendo dai casi
con simmetrie di grado pit basso e procedento verso i casi con simmetrie di grado sempre pill elevato.
Questi sei tipi di distribuzione possono essere descritti come segue.

Tipo A -

"[,a distribuzione ¥ (Q) ammette un piano di antisimmetria % " Questo caso si verifica nelle
distribuzioni prodotte da un ''generico magnete dipolare"'(7) oppure nelle distribuzioni in prossimita delle
testate di un "'magnete dipolare a settore' (cfr. punto successivo).

Tipo B -

‘Mo distribuzione di potenziale ammette un piano di antisimmetria % ed una asse a di simme-

tria di rivoluzione ortogonale a tale piano'’.

E' il caso della distribuzione che si realizza nella regione in-

terna (rispetto alle due testate) di un "magnete dipolare o settore'. (8)



Tipo C -

"La distribuzione b {Q) ammette una stella formata da un numero intero 1(> 2) di piani di an
tisimmetria 4 4, 0‘ . 0<1 che ha per sostegno un'asse a. Inolire la distribuzione si riproduce esatta
mente per rotazioni attorno all'asse a di angoli multipli interi di 2 (77/1 (9" Questo caso si verifica nel
le distribuzioni in prossimita delle testate di un "magnete 21-polare' (10),

Tipo D -~

"La distribuzione di potenziale possiede le simmetrie del caso C ed inoltre ha simmetria di
traslazione rigpeito all'asse a''. E! il caso della distribuzione che si produce nella regione interna di un-
magnete 21 - polare.

Tipo E -

"La distribuzione oAb (@) possiede una stella di 1 piani di antisimmetria, come nel caso C, ed
in pidl una stella formata da un eguale numero 1 di piani di simmetria 6"1, G o, 01 avente lo stesso
sostegno a della stella pre«cedente I piani 0” della stella bisecano le 1 coppie di angoli diedri opposti for-

mate dai piani di antisimmetria'. Questo caso si verifica nelle distribuzioni in prossimita delle testate
di un magnete 21-polare' nel quale ogni espansione polare & simmetrica rispetto ad uno dei piani & (11),

QoFﬂ

"La distribuzione di potenziale possiede le stesse simmetrie del caso B ed in piti la simme-
tria di traslazione rispetto all'asse a comune alle due stelle di piani % e ¢ ", Questo caso si verifica nel
la distribuzione presente nella regione interna di un magnete 21- polare come guello considerato in E,

I1 caso delle distribuzioni dotate della pura simmetria di rivoluzione che si verifica nelle len-
ti magnetiche a focalizzazione debole, non @ qui considerato. Per una sua tratiazione vedasi bibl ['_3]

I casl C ed E per 1> 2 riguardano le distribuzioni in prossimita delle testate di magneti sestu
polari, ottupolari, ..... con o senza piani di simmetria 0 ., Questi casi rizuliano assai complicati per
quanto riguarda la loro trattazione analitica mentre rlvestono scarsa importanza pratica. Infatti la esten
sione assiale della regione di campo disperso in prossimitd della testats di un magnete 21l-polare decresce
rapidamente al crescere di 1 e si pud ritenere che essa eserciti una influenza trascurabile sulle traietto
rie dei corpuscoli gia per 1 =3, Trascureremo pertanto questi casi mentre ci limiteremo a trattare i ca-
siA, B, Clconl=2). D, Efconl=2), ' IcasiDedF saranno trattati per ultimi.

I1.5. SVILUPPI IN SERIE DELLE COMPONENTI DI Tw (Q) NELLYINTORNO DI UNA CURVA PIANA DI
RIFERIMENTO,

Osserviamo anzitutto che in tutti i sei casi di simmetrie elencati precedentemente esiste sem
pre almeno un piano di antisimmetria o . Ora, per la trattazione dei problemi di ottica che ci 1nteressano,
& conveniente utilizzare una curva di riferimento T o {alla quale un opportuno sistema di coordinate & ri-
ferito) che sia scelta in modo da sfruttare al mass1mo le simmetrie della distribuzione di campo. Pertan
to assumeremo che la T , sia una curva regolare giacente sul piano di antisimmetria & , riservandoci
di specializzare ulteriormente questa curva nei casi di simmetria pid elevata (cfr. Parte 12 - par. 2 e 3).

s Con riferimento alla Fig. TI-1, fissiamo) su T o Un sistema.di ascisse curvilinee orientate
{OP) = t con origine nel punto O. Un punto @ della regione R pub essere individuato assegnando la terna di
coordinate (t, r, z) dove t & l'ascisse curvilinea del punto P in cui il piano per Q normale ‘T , taglia que-
sta curva ed r e z sono le proiezioni di PQ rispettivamente lungo la normale r e la binormale Z a o
in P, (12) | 1dentifichiamo ora il sistema di coordinate t, r,z con un particolare sistema di coordinate cur
vilinee u, v, w. A tal fine assumiamo che la curva piana ’!;‘ o coincida con una particolare linea coordinata
u% ottenuta per intersezione di due particolari superfici coordinate v&¥ e wk. La superficie v&¥ & la superfi
cie cilindrica avente per diretirice la T , stessa e generatrici perpendicolari ad X, mentre la w* coin-
cide con il piano & medesimo. Le superfici v¥ e w¥ si identificano quindi rispettivam ente con le superfi~
cir =0ewz=0. Le superfici v coincidono poi con le superfici eilindriche aventi generatrici norma11 al
piano & e per direttrici le linee r = cost di tale pianc, mentre le superfici coordinate w siano i piani pa-
ralleli ad 4, cio& i piani z = cost. Infine i piani normali alla curva T o { € quindi normali al piano ™ )
cio& i piani t = cost, siano assunti come superfici u. Da cid segue che le linee w sono rette, normali ad
le linee v sono rette parallele ad o appartenenti a piani normali a T o €d infine le linee u sono le curve
intersezione dei piani z = cost con le superfici cilindriche normali ad o ed aventi per direttrici le curve
r = cost. Con queste identificazioni risulta:



u=1t, v=r, w =z
(II.Q) —b___-. it =--> Eod z—;b
’Cu t, ’b’v r, Ty =%
,///‘,\‘\\
i
o AN

S |ot] = ¢

PQ=rF+z¥

.

.

FIG. II-1 - Sistema di coordinate t, r, z usato per individuare i punti della distiri
buzione di campo (cfr. Fig. 1 - Parte I2).

‘Ricordiamo ora che nella Parte I?, par. I-3 & stato calcolato l'elemento infinitesimo ds di una
generica curva gobba U facendo uso delle coordinate t, r, z. Si era allora ottenuto:

(1-9) ds? = (1+hr)? - at? + dr? + az2,

dove h = l/P ¢ la curvatura di ‘T o fel punto corrente.

Confrontando questa espressione con la (II-1) si ricava:
- = +] = =
(11-10) h, =(1 hr), h 1, hlw 1,

Torniamo ora al potenziale scalare magneticobua ==(/ua(t, r,z). Questo, come gia detto al par.
11,2, possiede derivate parziali:

__?_Hmm M 1, m,n=0,1,2, ......
’at“-afl-azm (I1+m+n »0)

che sono funzioni definite e continue in ogni punto Q della regione & Da questo fatto segue che esistono e
sono continue in ogni punta di® tanto le componenti B,, B,., B, di B quanto le loro derivate totali e par-
ziali di qualsiasi ordine rispetto alle variabilir e z {1 §)_ A queste ultime & poi applicabile il teorema di

Schwarz sulla invertibilita dell'ordine delle derivazioni parziali,

Aggiungiamo infine 1'ipotesi che le derivate ‘14):



l+m+n-1
? f;__) (1,m=0,1,2,...)
24" 19 pla,™ [0, 0) a=1,2, ......

1 +m+n-1
( - |

-_____.__fi n,m=0,1,2, ..,
atr}arl—% 3 Tml' {t,0,0)

31+m+n-1BZ~ ( Ln=0,1,2..... )
atng r]'a th—l (t,0,0)

15 .
calcolate nel punto corrente P di ‘"Co siano funzioni note della ascissa curvilinea t_f_ ) e_;jecomponiamo 1'in
duzione magnetica B nel punto Q(t, r, z) lungo le direzioni indivuate dai versorit, r, z della terna in-
trinseca a T, in P(t, 0,0). Si ha:

o -2 e -
(I1.11) Blt,r,z) = B1_(t,1*, z) t + Br(t_. r,z) v 4 Bz(t, r,z)-z.

Nelle ipotesi fatte & possibile sviluppare B fft.r,z), B (t r,z), B ,(t, v, z) in-serie bidimensionali di Mac-
Laurin nell'intorno della curva "b’ . S8i ha:

- T
1 .9 P \K
B,(t, r,2) - %_, ' 15377 %820 B it o,0
K L -l
- -
. 1 L) o K
(11-12) B (tr,2) =0 —| (r L y B (or=1
r ok K! I r 0z " (t,0,0)
- -
= ‘r“ -—!——- "—Q Q—K
Bylter 2] =~ x| o Y750 Bal (o,0)

@0, ~
(11-12') ) —%,— [(1" D4, 2K ,
0K : r

che compare in tutti gli sviluppi (II.12), Utilizzando la formula di Newton per lo sviluppo della potenza K-
~ma di un binomio la (II-12') pud essere riscritta nella forma:

@ T K
~ 1 K} K-i i K
Z/—k—!"Ei(i}r SR S B
i

oK o

nella quale si & posto:

e dove:

(K)
1'(I<;—1)

indica il numero di combinazioni di K elementi presi ad i ad i.

Scambiando 'ordine delle sommatorie 1'espressione precedente diviene:
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K} K-i K
i)r qDK-i""' .z

fos)
Sn L
oi |iK KI!

Decomponiamo ora la sommatoria sull'indice { nelle sommatorie sui termini di grado pari e dispari.in z

Poniamo a tal fine:
2h

& 1 > P \K
— t (r =tz ) BT =
§<K' [ or 0% 4 9,0)

(11-12") _
w - oo} o}
- ) A+
=) ZK'}ZLT; S T AT Z./KK! (?Ml)rK AT
oA L 2\ - K-2\ 0 A| 2T K-2)-1
2 2041
Decomponiamo poi la sommatoria rispetto a K nelle sommatorie sui termini pari e digpari in r ponendo

2
K={ /L /‘»=0, 1, 2.... m.
2'“~+1

Con cid la (I1-12") diviene:

a0
2‘!‘ N p?t . :l-z2)+%___‘, [Z_/ (2‘I.L+1)|(2/"+1 )

22 ot 2
0 AL ‘u(zf‘)! 2 2(,u by A
2A
(11.12™)
w | ® o
, p 2P AL 2k ] z/\+ E[Z S (2“1 .rt,(,l-/\)-yDzﬁ_ ]‘zz)\u +
2 ~A)+1 oA F 2(p-A)-1
22 2h+1
ap+1) . 2(p-A) _2p+1 2A+1
+ E [E (2Iu+1)l 2,\+1, i DZ.(F.-'}\)]'Z s
2A+1

dove Ve 7 sono rispettivamente i minimi interi interi positivi o nulli tali che risulti

e: 2/‘1-)2X+]L.

2 ,‘l +1>2A
Le espressioni (II1-12", 12") saranno utilizzate nel seguito

I, 6. DISTRIBUZIONI CON SIMMETRIE DEL TIPO A,
e del sistema di riferimento adatti per trattare questo caso di sim

La scelta della curva T,
metria, che & quello pilt elementare, sono stati descritti nel paragrafo precedente. In particolare valgo-
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no le eguaglianze (II-9), (II-10) e pertanto le equazmni (I1-4), (II-2) (11-3) assumono, nel sistema di coor-
dinate t, r, 2z usato, la forma:

—~ pr — P -
B =. /’l’o * grad = Bt(t, r,z)t + But,r,z) r +B,lt,r,2) 2z

con:
e 1 P ? Mo i Qb
By =~ Fo Toir a-’ r "/ko‘—;a”r_’ Bz__/u'o 3z °
9B
il | ° N t]
div B = Tihr “{—9-;[(14-}1!‘)' By +‘,§'z— (1+hr)Bz] + 3t } =0
e o ~n
rot B = (rot B) t + (rot B) ‘T + (rot B) z =0
con:
B, e 25 ot B ==L | 2 (ranrym - 22
t B = - ; t B 2 m—— e (14 B - ;
(rot By Pr Dz 7ot Bl * Tanr Q2 RECEAY

1 aBr °
(rot B) -1—'_—11-; . 5—-;— - —9-; (1+hr)Bt .

Dalle ultime cinque equaznom gi ricavano immediatamente le condizioni a cui devono soddisfare le compo-
nenti Bt’ B,. B affincheé B rigulti solenoidale ed irrotazionale. Queste condizioni si scrivono:

(11-13) hB + (1 +hr) - ?—E-F (1+hr) - GBZ+?_]%J°_ =0
Pz Ot
(I-14, a) ’i}iz - ZBZ" =0
,aBt QBZ
(11’14, b) (1+hr)- —"'a—z-‘- - -—/5-%—— =
9B, 0B,
(11-14, ¢) hB, + (1+hr) - Tk 0.

Esse saranno utilizzate tra breve.

Vediamo ora quali conseguenze derivino-daila presenza del piano di antisimmetria ¢{ (piano
= 0). Assumiaro:

= = =y o= W x: *= = N = =
q, =u t, 9, =v=r, 4,=W=2, Qg=W 0, h(_11 hu’ hqz hv’ hq3 hw
Le (11-8', 8", 8™, 8IV) si scrivono:
o 1, r, 0) = o; B(t.r, 0=0; B _(t,r,0)=0
— ) .
B{t,r,0) = Bz (t,r,0) -z
(1+hr)- B, Antisimmetrica rispettc a z ed al piano z = 0

B. Antigimmetrica rispetto a z ed al piano z

i
(=]

B, Simmetrica rispetto a z ed al piano z = 0.
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Osserviamo ora (1+hr) &, rispettoa z, una costante. (16) pertanto possiamo concludere che &:

B Antisimmetrica rispetto a z ed al pianc z = 0

(11-15) B, Antisimmetrica rigpetto a z ed al piano z = 0

By Simmetrica rispetto a z ed al pianoz = 0

La cousequenza pitt importante che deriva dall'esistenza del piano di antisimmetriacl & quindi
che gli sviluppi (1I-12) delle componenti di B devono soddisfare alle condizioni (II-15). Da queste segue
che gli sviluppi in serie di By e By possono contenere solo termini con potenze dispari di z mentre lo svi
luppo di B, poira contenere solo termini con potenze pari della stessa variabile.

Avvalendoci delta forma (II-12") dell'espressione operatoriale (II-12'), possiamo scrivere:

. B Q. ]
- 1 (K )\ K K-2X-1f | 2x+1
B,(t, r,2) ‘Z())* zzjle K1 (2)\+1) Dk ox-1 B¢ ]®
= AT 27 +1
w. [ T
_ ) 1K )K L K-2A-1 | o2a+t
(I1-16) B (t,r.2) g:,\ LZZ;\HK K] (z,\+1) Pk-2p-18r'" z
- 2A+1 -
o 00
. 1K K CK-2) | 27
Bt r.2) "%“,\ %;K K1 (2)\) Doy Bz'" z
- 2\

ovvero esplicitando questi sviluppi fino a termini del 29 ordine nellevariabili r e z:

" 2
@Bt D Bt
Bt(t,r‘,Z)= "‘;é‘z—“"m ot Z ot
[ 3B, 2B
mn-16' 2] T T ,
(11-16') Br(t,r,z) Y +6rv8z r+..... ZH .
- ' 2
3B 2 B
z 1 ©°Bg 2 1 5,
= o — . — g
Bz(t,r,z) B, v r+s 22 r° 4+ +13 —-——-2—-—92 + 2%+

Firlgra non abbiamo utilizzato le equazioni (II-3) e (II-2) che esprimono la irrotazionalita della
distribuzione B (Q). Ci siamo invece limitati ad esplicitare queste equazioni assumendo come curva di ri
ferimento per le coordinate t, r, z la curva 7T , appartenente al piano ¢f e si sono ottenute le condizioni
(11.13) e (II-14, a, b, ¢).

Vogliamo ora esaminare quali consequenze derivino dalla esistenza di tali condizioni per gli
sviluppi (II-16). A tal fine sostituiremo gli sviluppi in oggetto nelle equazioni (11-13) e (II-14 a, b, ¢} e,
utilizzando il fatto che esse devono valore in ogni punto Q {t,r,z) di cé, stabiliremo quali relazioni debbo-
no sussistere tra i coefficienti degli sviluppi (II-16; di modo che le equazioni suddette risultino soddisfat-
te identicamente. Sviluppando questa procedura 17) g ottengono le relazioni ricorrenti:

(I1-17) n(K-21)- DX Br + D& B + pE*1 B 4pE*l B ank-2)-1)DE B, = 0
K-2h-1"1¢ K-2A"r K-2A-1"2 z
K-2X-1 547 2\ +1 2% +2 K-2)-2
2h+1 2A+2
(I-18a) DN . B -D° B, =0
K22 72k onni
2\ A

241
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K+1 K K

‘ P . 1
(11-18, b) Dy gBy +h (K-2A)'Dp o\ By -D. , B =0
2X+1 2A +1 20
K \ K K+1 .
(1I1-18, ¢) Dr-—BA-lBr - h(K-2X) DK-ZX-I Bt - DK—Z/\ Bt 0.
22 +1 2241 2) +1

Al fine di ottenere espressioni diverse per i coefficienti degli sviluppi (II-16') esplicitiamo le
relazioni ricorrenti trovate in modo da ottenere espressioni contenenti al pilt derivate del secondo ordine,
Si ottiene dalla (1I-17):

2 2
°B, 2B, 2B, 9B,

h?)z+9z+9raz +®zz "0 K=1, A=0),
dalla (1I-18, a):
'BBZ ’aBF ’
YY) (K=1, Xx=0)
2 2.
B. 7B
._____?_%. = _I.' (K = 2, A = O),
?r°  2rdz
dalla (11-18,b):
aBt '
BZ——=BZ (K=0, A=0)
2
?2°B, 3B, B
i =0 (K=1, A=0),
Oroz oz Pr
dalla (11-18, ¢):
2
gBr Bt 0 Bt
(az—-h'-—é.—z——-e—;-é—z=0 (K=1, A=o0).

Da queste si hanno o si deducono facilmente le eguaglianze seguenti:

faBt
2z B
2 '
2B QB" OB ’aB'
t = 14 -h t = Z - hB!
Qrdz Or Cr Pr z
B, B,
11-19 —— L
( ) 9z 2Tr
9’8, 9%,
ordz D r2
o2, 2B, 7B, 9%, 0B, 2’8,
D22 -'(h"bz +faz +9r9z )-—(h??)—r-'—-*.B“z.'-’arZ ).
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dove nell'ultima eguaglianza si & posto :

.ﬂ:lgﬂ =.?__-(2_B_'?_.)=B"

Vz Pt Pz 2t "Dt z
in virtd del teorema di Schwarz e della prima eguaglianza (11-19). Introducendo queste eguaglianze negli,
sviluppi (II-16'} si ottiene per il caso A:

2B,
V= ', [ ] .
Bt(t,r,z) B -z + ( oy th)rz + ...
@Bz ’BZBZ
- = <2+ Tzt ...,
{I1-20) Br(t,r,z) 2T 7 91-2 rz
B 9°B BB 52
Z 1 z 2 1 Z By, 2
Y = $——, 4 = e o e oo .
B,(t,r,2) =B, * Zo= o r by F s A TR Y s | SN

Nelle (II-20), la B, e tutte le sue derivate rispetto ad r e z s'intendono calcolate in (t, 0, 0) e sono funzio-
ni note di t. Inoltre la curvatura h=h(t) della curva T, & una funzione nota "a priori®,

Vogliamo ora osservare che 1tuso delle relazioni ricorrenti e delle relazioni da queste dedotte ha
permesso, almeno per quanto riguarda i termini fino al secondo ordine in r e z presenti nelle (II-186'), di
esprimere i relativi coefficienti mediante B, e.le sue derivate totali e parziall rispetto alle variabili t, r,
2. Poicheé la procedura indicata in precedenza ron presenta limitazioni di sorta, si pud pensare di esten-
dere questo risultato fino a ter;rpini di qualg,_gi’voglia ordine degli sviluppi (II-16), In conclusione si pud af-
fermare che le equazioni rot B=0 e divB =0 consentono di restringere considerevolmente l'ipotesi
iniziale, cioe che tutte le componenti di B e tutte le loro derivate parziali e totali rispetto a r e z di qual
siasi ordine devono essere funzioni note di t, alla ipotesi pit ristretta che soltanto B, e le sue derivate
parziali di qualsiasi ordine rispetto a t,r, z devono essere funzioni di t conosciute,

In vista di una utilizzazione delle espressioni (1II-20) per 1'ottica corpuscolare, assumiamo che la
curva ¢ .. coincida con la "traiettoria effettiva del piano & corrispondente alle condizioni iniziali 0, Ty,
P, (traieftoria di riferimento o "asse ottico"). Per essa varra allora l'equazione :

_ Po
B,(t,0,0) = e h(t)

che si ottiene dalla relazione (I-3) della Parte I ponendo p = py. Da questa per derivazione successiva
rispetto a t, si ottiene:
p

2 nn(t), ..
q

Po "
' = -2 h(t) , =
B' (£,0,0) q (t) B (t,0,0)
"
Allo scopo di caratterizzare la distribuzione B(Q) nelltintorno della traiettoria U _ ed in conformi-
ta con la pratica corrente nella trattazione dei problemi relativi agli acceleratori di particelle introducia-
mo i cosidetti "indici di campo™ (adimensionali) definiti dalla relazione generale:

i iB
I VA ("" z (1=0,1,2,3,...)

1 i1 hiBZ Drl )(o,o,t)

Questa fornisce in particolare:
n, =1
1 BBZ

1 hBZ 61‘ )(0’ 0, t)

n n (indice primo)

2
S 9 Bz; i
2 ar1n?B, | 9r? J(0,0,1)

(indice secondo)
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In virtd di queste definizioni e delle relazioni precedenti si pud scrivere :

B

@

p

Z = _nhB = . .0 nh?
or z 4

2
9 B, 2 p 3

2 . - oo

P 2/311 Bz 2 q /‘3 h
B! p
rarz-= _—-(-lg—(n'h2+2nhh'), v e

e le (II-20) possono essere riscritte nella forma definitiva :

. Po 2
Bt(t, r,z) = -a~ h'z - (n'h” + 2nhh' + hh") rz + ...,
{11-20") B (t,r,z) = Do, [~ nh?z + 2/5 b vz + ]
r 2 Ay q o | a s 0w

Py 2 32 1 3 3, 2
o = ~— {h -nh - =(h" .
Bz(t,l,z) 3 l n r+/3h r z(h nh +2ﬂh )z +,,,,] .

I, 7. DISTRIBUZIONI CON SIMMETRIE DEL TIPO B,

Per sfruttare al massimo le simmetrie della distribuzione o Q) ¢
qjo di riferimento non solo giaccia nel piano ® ma coincida
raggio. p e centro nel punto C in cui 1!
simmetria, Con questa scelta tutte

onviene assumere che la curva
con una particolare circonferenza /"o di
asse a di simmetria di rivoluzione interseca il piano o di anti-

le superfici coordinate u, v, w possono essere prese come descritto
nel par, II-5 per il caso A, solo che le superfici v, anziché essere delle generiche superfici cilindriche

con generatrici normali ad X, si specializzano ora in cilindri circolari con asse coincidente con 1'asse a
di cui sopra, In particolare risulia :

q=v=r, 4, =w=1z, g =u=t
hq1=hv=1, hq2=hw=1, hq3=hu=(1+hr).
Le (II-6, a, b, ¢) si scrivono allora:

n-1
B
—’E:;;T = 0 (ny 1)

n 1+m-1
° (@ Br)‘- 0 1y 1, m) 0)

I~y 7 4

N 'arl lazm

n 1+m.1
A Bz)-o 1y 0, m) 1)

X = v Y, .

o 9k 9,1
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La prima di queste eguaglianze da, per n =1 :

Bt(t, r,z) = 0

mentre la seconda e la terza, danno:

2B,
erad (n=1,1=1, m=0)
2B
W:B'z=0 (n::]_'l:o'm=1)
2
P°B
L = B" = 0 (n=2,1=0, m=1)
ratZ Z

In consequenza le (11-4), (II-2), (1I-3) divengono:

> il
B = -p_ grad M =B (t,.,r,z)-x"‘+B (t,r,z) z
o r 2
con : ) M ) ? el
Beo-¥ar B, % Ba

wi e — {2 Tu. 2
divB = T7hr {'a!‘ [(1 +hr) BI;I * 5 (l+hr)Bz]},

o i
rotB = (rotB).t = 0

' t
con : 5B -
- Z r 2 = 2 =
(rot B)t = | Y ), (rot B)r o, (rot B)z 0 .

Inoltre gli sviluppi (II-20) divengono per il caso B :

Bt(t, r,z) = 0

%8, . 2'B,
(11-21) Br(t. r,z) = 57 2 P rz +......
ng 1 QZBZ 2 1 QBz 92Bz 2
= R el S i i Y e )
B,(t,r, z) B, Ay T3 Bz r -3 T + oD 27 e s

dove ora tutte le derivate presenti non sono piti funzioni di t, ma delle costanti calcolate in un punto qual-
siasi di T o- Pertanto nelle (II-21) non vi & alcuna variabilita rispetto a t,

Riassumendo si pud dire che, nel caso B, tutte le relazioni interessanti possono essere ottenute
dalle corrispondenti del caso A, imponendo le condizioni:

Dnh ,al’l-lBt ,an fa].'l'm—le /bn ®1+m-lB

2 o (e By L
om "ol om aaig, gw paget T0

Identificando T o con la traiettoria di riferimento ed introducendo gli indici di campo (n'=n"=,,,. = /3 ‘=
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= /Sn =.... =0)le (II-21) divengono :

B(t,r,z) = 0
Py 2 3
(13-211) B (t,r,z) = o L-rhizezfntra e,
. Do 2 3.2,1,..3 2.3 2 ]
B,(t,r,z) = a4 [h-nh r+/3h r -ﬂ-z(nh -2/ hi)yz"+...... s

dove orane /3 sono delle costanti note,

11, 8, DISTRIBUZIONI CON SIMMETRIE DEL TIPO C (1=2),

In questo caso assumeremo come curva di riferimento v, 1a retta a intersezione dei due piani or-
togonali di antisimmetria 0(1 ed. O<2. Il.sistema di eoordinate t, r, z si riduce quindi ad un sistema car-
tesiano ortogonale, Assumeremo che i piani z=0 ed r=0 coincidano rispettivamente con i piani e
042 di cui sopra, Il sistema di coordinate curvilinee u, v, w pid adatto per trattare questo caso ¢ quello di
seguito specificato, I piani paralleli ad 1» cio@ i piani z=cost, sono presi come superfici w mentre i
piani paralleli ad « 9. ossia i piani r=cost, si identificano con le supertici v, Infine i piani ortogonali a
’t;) £a, ossia i piani t=cost, sono presi come superfiei u. Con queste scelte le linee coordinate u risyl-
tano parallele a T o+ e v ortogonali ad X, e le w normali ad o 1- Si ha quindi:

u = t, v = r, w =z,
S = - - - =
"Cu=t, ’Cv=r, ’tw=z,
ds? - dt2 + dr2+ dzz ’ percui: |y =hy =hy =1

Va poi osservato che con le scelte effettuate le linee coordinate w sono simmetriche rispetto al piano w¥ 2
z o 1 ed egualmente le linee v rispetto al piano v¥ =z « 9. Pertanto possiamo applicare a questi due piani
la definizione di antisimmetria introdotta nel par, II-3, Poniamo per il piano o 1

q1=u=t, 9, =v=r, q3=w=z,. q§=w*=0’,
hql =hy o hq2=‘hv, hq3 =h, .
allora le (II-8', 8", 8™, 81V} si scrivono :
e (t,r,2) = 0 . Bit,r,z) =0, B (t,r,z) =0, E(t. r,z) = B,(t,r, z) z.
Bt antisimmetrica in z rispetto al piano z = 0,
(11-22) B, antisimmetrica in z rispetto al piano z = 0 ,
Bz simmetrica in z rispetto al piano z = 0,
Per il piano o o di antisimmetria poniamo invece :
= = * .
ql-u=t, q, =w=z, Qg =V =r, Qg =V =0

Le (II-8', 8", 8™, 8'V) danno in questo caso :

. -
Ht,0,2) = 0,  B(,0,2)=0, B,0,2)=0, B(t0,2)=B(t,0,2) 7.
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Bt antisimmetrice in r rispetto al pianor = 0,
(11-23) Br simmetrica in r rispetto al pianor = 0,
B, antisimmetrica in r rispetto al pilano r =0,

Dalle relazioni precedenti risulta poi:
Bt(t, 0,0) = Br(t’ 0,0) = Bz(t, 0,0) = 0,

Pertanto :

Bt,0,0) = 0,

ossia l'induzione magnetica & nulla in tutti i punti di T o £ 2. Con il sistema di coordinate introdotto le
relazioni generali (II-4), (I1I-2), (II-3) divengono :

——fm -t - -
B = - pgigrad odb = Bt(t’ r,z)t + Br(t, r,z)r + Bz(t, r, z)z
con :
Db b b
Bt‘—o"Bt ’ Br_-ué’ar : Bz““o‘@z *

= @By 9B, OB,
(11-24) divB = 1 + 57 + oY = 0,

o e - e
(11-25) rotB = (rot B)t-t + (rot B)r-r + {rot B)Z' z = 0,
eon 9B QOB OB 2B 2B, OB
B = oz 97r B =2t z B =t r
(rot B)t *B3r T Bz ¢ (rot B)r 5% At . (rot B)z PEECY .

Esaminiamo ora le consequenze derivanti dai caratteri di simmetria sopra precisati per gli svi-
luppi (11-12), Essi dovranno essere tali da soddistare alle condizioni (I1-22) e (II-23), Pertanto lo svilup-
po della componente By dovra contenere potenze dispari di r e z, mentre lo sviluppo di B dovra contene~
re potenze pari di r e dispari di z, Infine lo sviluppo di B, dovra contenere solo potenze (fiSpaLri dir e pa-
ridiz,

Utilizzando la forma (II.12™) dell'espressione operatoriale (I1I-12') si pud scrivere :

o) ©
-\
B,lt,r,2) = Z../ [Z: -——-(21 T (2)~2‘:-1) ptg, | p2u-2 )—1] L2
o ALoo e e 2(p- -1
s 2 \+1
0 -0
_\ s
(11-26) Br(t’ r,z) = Z_, _(_2___1;_1_)_'_ ‘22};':11’ DprlBr.rZ(p’-)\ ) Z.Z)\ +1
0 A | A M R 2{p-2)
2441
W .o ,
TR T 1 {2u+1f 2+l 2p=A)+1 ] 2
Bz(t,r.z)"z_, Z:M'“‘*-—z "‘.1—57-‘2'.")‘ D Br~r(”A) z s
_ BT 22 )+1
o L 2\

ossia, esplicitando fino ai termini del 3° ordine nelle variabilir e z :
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 ~2
[ 7B, ]

Bt(t,r,z)- [ A7z Fheeeeeanz i,
5B %8B :l [ »3B 7

_og@ - r 1 r 2 1 r., 3
(11-26) B,(t,r,2) e +29r2.9‘zr L 5§ 5.3 ceee 2L

[ B B 3p

B _(t,r,2) = ‘-—-—Z-r+l—-—-——z-r3+'.... + l—?;i—rt.. zz+..,.. .

z .?r 6 9,3 2 9r-9z2

Analogamente a quanto gia fatto per le distribuzioni dotate di un solo piano di antisimmetria, cer-
chiamo ora di utilizzare le condizioni che esprimono la solenoidalita ed irrotazionalita, Sostituiamo per-
tanto gli sviluppi (II-26) nelle equazioni(II-24); (II-25), Ripetendo la procedura accennata al par, II-8, si

perviene alle seguenti relazioni ricorrenti (18) :

(11-27) p2* B!, + p2*1 B, + p*tl B, = 0,
2(p-A)-1 2(p-2) 2(p-2)-1
21+1 2A+1 2X +2

(11-28a) pl g . Dz"“Br 0,

2(u- 2 1 2{u-A)
2A 2A +1

(11-28b) D2 g pl g o
2u-A )+ 2w-n 1
2A+1

(11-28c) p2wt2 B, - p2el B = 0.
2(p=A )+1 2(p-A)

A +1 24 +1

Oltre a queste soluzioni va ricordats che vale il teorema di Schwarz, Cerchiamo ora di esprimere in for-
ma diversa i coefficienti degli sviluppi (I1-26') utilizzando le relazioni ricorrenti (II-27) e (I1-28a, b, c),
Dalla (11-27) si ha :

211 3 3n
9?8y 0%, o,

Ardz +9r292 +9r-8’z2 =0 (=1, A=0),
dalla (II-28a) :
B QB
z . r i} i
2r 9z (w=0, A=0),
3 3
?°B 2°B ;
3Z = zr (P-=1. )_—_-0) s
or Dridz
+ .3 3
B B
e z 9 r (p=1, )\=1),

2 r.az2 ’az3
dalla (II-28b) : 9
'
7 Bt > Bz

QD 1oz ?r (b =0, >‘=0)’
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dalla (I1-28c) : 9 \
G Bt ?Br
Proz Pz (w=0, A=0).

La prima di queste relazioni sara utilizzata pid oltre. In virtd delle altre gli sviluppi (1I-26') si scrivono
per il caso C (1 = 2) :

9B
Bt(t,r,z)= grz"rz+....... s
, 7B e 2’8
(11-29) B (t,r,z) = Z .+ %&'3 **-—é—é»rz-z + _———Z'Z‘z3')+ Chaene s
r Qr r r.d :
9B 4 2B 2°B
B(t,r.Z)=“,3~*Lr+'16‘( 3z 243 zz rz2)+......w.
z r dr D rdz

dove tutte le derivate s'intendono calcolate in (t, 0,.0) e sono funzioni note di t.

Vediamo ora se & possibile identificare la retta t = ‘T _ con una traiettoria effettiva ed introdurre
gli "indici di campo"® comie gia fatto al par. II-6. Consideriamo dapprima la traiettoria ‘T ‘descritta da
una particella di condizioni iniziali 0, ﬁt), Py con il punto 0 ed il versore -ﬁ.’o giacenti sul piano di antisim
metria & ¢ (piano z = 0). Questa traiettoria, essendo B sempre normale al piano o y (B(t, r, 0)==Bz(t, r, OYZ’),.
rimarra sempre contenuta su tale piano e varra per essa l'equazione (I-3), ossia :

1-3 ho= . .
( ) po BZ

Facciamo ora tendere il punto 0 ad un punto dell'asse t ed il versore i al versore t. Allora la traietto-
ria T tendera a sovrapporsi con l'asse t = <  qualunque sia’il valo:e del rapporto q/po. Infatti si ve
de subito che 1a (I-3) @ soddisfatta per la traiettoria ¢ = t perche essendo Bé'(t, 0,0) = 0, risulta
sempre h(t) = @ proprio come deve essere, Per le distribuzioni del tipo considerato e per la scelta ef-
fettuata della T si ha quindi che per T—>T =t & ht)—0,

Osserviamo ora che, nel caso contemplato, la definizione di "indice i-mo del campo! 1y perde il
suo sighificato, Infatti per h—s 0, n—» o come l/hi“ Per caratterizzare la distribuzione _fi(Q) nell'in
torno di ¥ o % t introdurremo qu,inéi una nuova costante (dimensionale) definita nel modo-seguente :

~ig
(11-30) g, = -1 97

. 1 . g i¥l
DT T o a=onz..0  ([g] =",

Questa nuova costante presenta il vantaggio di non divergere quando T approssima l'agse rettilinee

t = T ,. Larelazione esistente tra K; ed n; & subito stabilita eliminando le derivate presenti nelle due
definizioni, Si ottiene :

_ i, 141
Ki = {«1) h n .
Dalla (I1~30) si ha, inparticolare :
B
K =—+B =h=0, K, = &+ —% ,
R 1 p, Or
(BZB 93]3
k =i 9 z k =19 z
2 2 py, 2 3 6 p, @3

P I I I A A B O S GtV s e e N e et s e
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e da queste si ricavano le relazioni :

] ;II
0B, - EQ..K DBZ=_po_K. _?f.%_=f_q.K"
(ar q 1 E) 'a r q 1 3 (arl q 1 2 ) ..
(11-301)

3B P

Z 0

- = 6 - K 2 . a e . »
/arS q 3

Inoltre dalla relazione ricorrente (II-27, p=1, A =0) si ricava :

2
'83BZ ‘33Bz 0 B't _ Q'3Bz

278,

9
Dr.0z2 - ’arsz T Qraz T @‘rgaz - .(_:)—T(’é.r-'&z ).
e per le (II-28a, p=1, X\ =0) e (II-28b, u%0, X =0) si pud scrivere ;

BB a’B ~ B p
2 Z a V4 0
(I1-30") —— = - = - —2 (K. + K"1) .

Q r. 22 Qrd ar q 3

Pertanto le (11-29) assumono la forma definitiva :

o I I
. = 2 ! +
Bt(t,I,Z) a K1][‘Z ces e ene ’

(11-29") B (t,r,z) ——li"— [K z + 3K, r’ (K +—1-K")z3+ ]
- U a 1 g 3 Z - 3 5 1 ve e 3

pO 3
Bz(t,r,z) = —a‘-' I:Kl I'+K3 r - 3(K

!‘. L] 2
gt 6K1)r Z+]

II, 9, DISTRIBUZIONI CON SIMMETRIE DEL TIPO E (1 = 2),

In questo caso, oltre ai due piani « 1 ed o, di antisimmetria ortogonali per d&(Q), sono pre-
senti anche due piani ortogonali 6~ 1 e 65 di simmetria bisecanti le due coppie di diedri opposti, Per-
tanto tuite le relazioni scritte nel paragrafo precedente, ad eccezione degli sviluppi (II-29), conservano
1a loro validitd mentre dovremo tenere conto delle ulteriori condizioni derivanti dalla presenza dei due
piani di simmetria, Nello stesso sistema di coordinate t, r, z introdotto nel precedente paragrafo le-equa-
Zioni :

z=r , Z=-r

rappresentano rispettivamente i piani 0’1 e 0,.

Per la trattazione da svolgere & utile considerare un generico piano di simmetria € passante
per l'intersezione' T, B 1 deipiani ol 1 ed oy e formante un.diedro di apertura 6 col piano ot 1
(z = 0), Introduciamo poi acecanto alla ternat, r, z una terna ausiliaria < .M, ¢ ottenuta.ruotando la
prima attorno all'asse t di un angolo 0 nel verso antiorario, In tal modo gli assi ‘f ¥ vengono ad
appartenere al piano @ , mentre l'asse ﬂ] risultera normale a detto piano, Tra i sistemi di coordinate
suddetti, vale la trasformazione :

(I1-31) ‘g=rcos0+zsin9, ”]=—rsin0+zcosﬂ, (§=t.
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= 0, come plano q* e 'le "linee m n  (intersezione dei

Assumiamo ora il piano 6, cioe il piano 7)
o simmetriche rispetto al pia

piani & =coste § =cost)come "linee qg". Tenuto conto che tali linee som
no 6 , si pud porre:

A 4= . 9370,
Avendosi poi che :
ds? = d72+d«)2+dr,2,
risulta :

hq3 =

hql = hqz =
Con cid le (1I-7%, 7™, 71V} gi scrivono :

B, (§,0.5)=0
B({.0.5) =B, (£,0.%)- T, +B, (1, 0,8) T,

b
B? simmetrica rispetto ad M ed al piano /" =0,
B,;) antisimmetrica rispetta ad 4 ed al piano 4 = 0,
B simmetrica rigpetto ad ed al piano =0,
9 P ") plano Y
Le (II-4a, b, c) divengono poi :
Mk M DM

B, =~p A s By = - —— B, =-p o .
1 feny N e Tey A Y
Osserviamo ora che, essendo note le trasformazioni (I1-31), il potenziale oAb (wi ,01 ,Z; ) pud essere es-
presso in coordinate t,r, 2z :

o (5.8 = [Yr,m, ) o), G ]

Tenendo presenti le definizioni di By, By, B, e le regole di derivazione delle tunzioni composte, si ha :

Qs CRJL Qe odt m ol Ry
By ““o'air‘““ot’é'{é'ti*”fé’»f,”e’tl*"}‘fﬁ " By
b [Pdk o odk 27 Adb o]

By *-bor Yol Ax tTm Ar T BE ard Py oot Byeind

ol [ad 21 2dh on 2L 9%
2 " P ol2% Pz 29 Bz T P¢ Az

B

|
l

Be: sin@ + B,-cos8 .,
b )

Per ottenere queste relazioni si e fatto uso delle definizioni di B‘; , B,,} . B; e delle derivate rispetto
at,r,z delle (I1-31), '

Stabilite queste relazioni generali, valide cio? per @ qualsiasi, portiamo il piano O a coincidere
col piano &, di equazione z = r, Dovremo allora porre ® = nf/4, Osserviamo innanzi tutto che per pas-
sare dal pun%o Q(t, r, z) al punto Q*, simmetrico di Q rispetto al piano 074, & sufficiente scambiare tra
loro le coordinate.r e z, Si hacioe: ‘

Qlt,r,z,) Q' z, 1),

Tra le componenti di B nei due sistemi si ha pol (0 = nf4) :

i V2 2
B‘t-BE’ Br_T(Bi -B,,'), Bz----:?:--'(B7 +B,,)).
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Si vede subito che, essendo B antisimmetrica, le ultime due relazioni si trasformano 1'una nell'altra,
quando si passi dal punto @ a @', Pertanto la condizione di simmetria per il piano ¢ 1 in coordinate t, r,z
si esplica nelle due eguaglianze :

(11-32) B (t,r,z) = B,(t,z,1), B,(t,r,z) = B.lt,z,1).

Portiamo ora il piano 6 a coincidere col piano 67y di equazione z = -r, Cid 8i fa ponendo @ =
# 3w/4, Osserviamo subito che, per passare dal punto Q(t,r, z) al punto simmetrico Q' & neccessario
hon solo scambiare tra loro le coordinate r e z ma cambiare anche il loro segni, Si ha cio®:

Q(tﬁ r, Z) Q“(t; ~Z, ~I‘) .

La relazione tra le componenti in questo caso { 8 = 37/4) diviene :

Vo V2
Br——T'(Bq +]B,,]), BZ_T(BY -B,,.,).

Passando dal punto Q al punto Q' si vede che queste relazioni si trasformano 1'una nell'opposta
dell'alira, La condizione di sirometria per il piano 6 5 si esprime quindi con le due equazioni-:

(11-32") B,(t,r,z) = - B,(t, -z, -r), B,(t,r,2) = - B/(t, -z, -r).

In definitiva la presenza dei piani di simmetria (5’1 e @&, impone che gli sviluppi (II-26) per le compo-.
nenti By e B, debbano soddisfare alle condizioni {I1-32) e (II-32'), Per soddisfare la prima delle due con

dizioni (II-32) consideriamo lo sviluppo (II-26) per B, e scambiamo in esso le coordinate r e z tra loro..
Si ha:

©
2p+1 .
(11-33) B (t,r,z) = Z E (_2__31___'_( | p2rtl Bz~r2)‘ ZJ(M-A)H )
z A TR PP PYRR R
0 1 2A

Ora lo sviluppo (II-33) & identicamente eguale {cio# per tutti i valori di r e z) allo sviluppo (I1-286) per B,
soltanto se i coefficienti dei termini contenenti le stesse potenze di r e z sono eguali, Osserviamo in pro-
posito che il termine corrispondente agli indici y, p-A dello sviluppo (H-33) per B, contiene r e z con
le stesse potenze contenute nel termine generale dello sviluppo (1I-26) per B,. Infatti si ha :
- BT N -
(2= 2) ZZ[p, (p-A)+1] L2323+ .

Pertanto sara sufficiente porre (u-X) al posto di A nell'espressione del relativo coefficiente ed eguaglia
re questo al coefficiente del termine generale dello sviluppo (II-27) per B,.. Si ottiene :

2ptl 2p+1
@ 11)! 1 JDZMH By = “(‘74';11)1 ( p?*l B, .
BT 120+ 2(p-)) o H RA(TES N | RS )
25 +1 2{u-2)

Semplificando e tenendo conto della ben nota relazione tra coefficienti binomiali ;

k k
= ()
J k-j
si ha in definitiva 1a relazione ricorrente:
(11-34) p?tly . pitly
2(u-)) 2\ +1

22 +1 2(p-2 )
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Da questa si deduce in particolare:

2B OB
(>\=0, IJ~=0) 6ZI“_= grz
(A=0, pg=1) fagBr - /ang
Drédz dr 02
@3}3r fBBBZ
(A=1, p=1) ; =
D23 D3

..............................

..............................

Con procedimenti analoghi a quello descritto si pud poi verificare che la seconda delle condizioni
(I1-32) e le due condizioni (II-32') conducone sempre alla stessa relazione (I1-34). Questa pud quindi esse
re assunta come condizione generale, posta dalla presenza dei due piani di simmetria &, e ¢ gycul.de~
vono soddisfare le derivate presenti negli sviluppi (I1-26)., Cerchiamo ora di stabilire la forma che i coef
ficienti di tali sviluppi assumono nel caso particolare considerato, In virtd delle (I1-34, A =1, p=1),
(11-28a, p=1, A=0) e (II-28a, p=1, A=1) siha: '

3 ~3 3
2B, 238 °B, fj*Br

Dr3 D23 i P r.0z? ) Dridz

Pertanto gli sviluppi (II-26') assumono per il caso B (1=2) la forma seguente :

D BY,

Bt(t,r,z) = 75-';— rz ,
” B, 2B, 5 s

(11-35) B.(t,r,2z) = Ay 2+ 5 (W-) (3rfz+z )+ ..., s
3

0B, 1,78 3 2

B (t,r,z) = =2 v+ =(—s2)(x” +302°) + ...,

7 ) /al,, 8 ,grs ) ( z )

Ora dalla (II-27, p=1, \=0) si ha, tenuto conto della (II-34, A =0, p=1):

) rasBr ., ,,a?!Bz : ﬁazBlt } ’a (ngt ) i (a ( ,faBlz ) ) fa B"Z
3r2dz 3 1 Q22 2rdz @t 2rdz ot or T ar

Le ultime tre eguaglianze essendo state ottenute in virtd del teorema di Sechwarz e della (11-28b, p=0, A =0).

In definitiva si ottiene :

3 3 3 3
Glr3 S 23 D r.9z2 Préoz 2 nr
Con cid gli sviluppi (II-35) assumono la forma alternativa :
2B,
B,(t,r,2) = Frorzt.....
2B, 1 BY 2 3
1I1~.35¢ = —_— - “ oz .
( ) Br(t,r,z) ar z 12 2r )(3!‘ z +z )+ ...... . s
"
@BZ 1 28"

B,(t,r,2) Zy @St L.

2r r—ﬁ(@r
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Nelle (II-35) e . (II-35') tutte le derivate presenti s'intendono calcolate in (t, 0, 0) e sono funzioni no-
te di t. Sia ora l'asse T o= t una traiettoria effettiva, Tenendo conto delle (I1-30), le (II-35) si riscrivo-
no nella forma :

Po -
T ——— ]
Bt(t,r,z) a lKer+""" s

p .
35" - o )
(11-35m) Br(t,r,z) a l;hlz+K3(3r z+z )+, ..., s

P
o] ) 3 2
—— 9 n+
Bz(t,r,z) 1 [1{{11 K3(r + 3r z)+......| .

Tenendo ancora presenti le {II-30') e che, per quanto sopra trovato, risulta :

3 "
D% Py 12 12 9% 1P,
Dr3 q 38 2 or 29342 Pr 2 q |
da cui segue che : 1
- — )
K3 12 K 1’
le (II-35') possono essere riscritte nella forma ;
Ps
B,t(t,r,z) = a4 [K'l rz F] s
(IX-35m) B (t,r,z) = —p—p— EK Z - 1 K" (31"2 + 3) + ]
r? q .1 i2 1 zrz R [

P
. - 9T, A w3 2 :]
Bz(t,r,z) . [Klr-lzKl(r +3rz)+.,.....

II. 10. DISTRIBUZIONI CON SIMMETRIE DEL TIFO D,

Per trattare questo caso ed il successivo caso F useremo una procedura diversa da quella fin ora
usata. Quest'ultima infatti presentava il vantaggio di fornire direttamente, per il caso di simmetria consi
darato, gli sviluppi richiesti di B;s By, B,, senza passare attraverso la determinazione della forma ana-
litica di elb> {t,r, z) per la quale & necessaria l'integrazione della equazione di Laplace (II-5). Tuttavia,
quando si considerano casi con 1 » 2, diviene assai complicato scrivere in coordinate cartesiane t,r, z
tutte le condizioni poste dalla presenza dei piani di simmetria o di antisimmetria, mentre cid pud essere
fatto senza difficoltad usando coordinate cilindriche, La procedura seguita nei casi D ed F si fonda pertan
to sull'integrazione dell'equazione V2l = 0 e spressa in coordinate cilindriche, Specializziamo quindi
le coordinate curvilinee ortogonali u, v, w nel modo che segue, Le superfici coordinate u coincidono con i
piani normali alla retta /T o E 2, sostegno della stella di 1( > 1) piani di antisimmetria, le superfici v
coincidono con eilindri circolari aventi T o £ @ come asse ed infine le superfici w coincidono con i semi
piani uscenti dalla retta T, = &, Intal modo le linee coordinate u sono rette parallele a Ty le linee v
sono semirette uscenti dai punti di T o ©d ortogonali a T, stessa, Infine le linee w sono circonferenze
con centro su /v , e contenute in piani ortogonali.a tale retta, Con questa scelta il sistema u,v, w viene ad
identificarsi con un sistema di coordinate cilindriche e si pud porre :

u =1, v = p, w=@ ,
Tu" t—t’ v_Tp" ’tw"q'e.

Ora poiche in coordinate cilindriche 1'elemento infinitesimo di linea si scrive :

ds® = at? + qp® + p2ae?
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ne deriva che :
hu=1' hV=1’ hwzp.

Le (II-4, 4a,b,c) e la (II-5) si scrivono in coordinate cilindriche t, p, 0:

- —to i —
= = . . o
(11-36) B 4, grad b Byt+B T + Byl
b b 1 Mo
(11-36a,b, ¢) Bt = - }Lo*'—[a rall Bp = -MO_'_E)—p ) BQ = ;— >0

1
o

Vit <[22, 2 20k 2 2&)]
2 PH ) 5 P TR s e
A fianco del sistema t, p, ® consideriamo anche il ¢onsueto sistema ortogonale t,r, z legato al precedente

dalle relazioni :

t =t, r=pcosf , z=psin@ ,

B o
e siano t,r,z iversoridegli assi t,r,z rispetiivamente, Ricordiamo che in questo sistema si ha:

~bor - i
- = . Ao = BT
(11-37) B By grad Btt +B r+B z ,
con :
Y M . Ao
(1-37,,b. ) B ot 0 PrTkeBr 0 BT R Ty

e che in definita sono proprio gli sviluppi di By, By, B, che vogliamo determinare,

Osseryiamo ora che, ad ogni plano della stella costituita da 1 (> 1) piani di antisimmetria ed aven
te per sostegno ‘U ,, corrispondono due semlplam sfalsati di m, Avremo quindi 21 semipiani di antisim-
metria ciascuno 1nd1v1duato da un valore 0 dell'angolo 9 dato da :

s I =1,
OS ad 1S (s 112:-..-:21)-

Da questa relazione segue che i semipiani corrispondenti ad s =1 e s =21 giacciono sul piano coordina
toz =0,

Per caratterizzare 'antisimmetria di C/w(t,.p, 0) rispetto al generico semipiano s, osserviamo an
zitutto che le.linee 0 (o linee w), essendo delle circonferenze, sono simmetriche rispetto ai piani @ = cost
(ossia alle superfici w), Pertanto esse possono essere assunte come linee qg (¢fr, par, II- 3). Poniamo
quindi :

q1=u=t’ q2=v=p’ ='w=9’

q 3

Allora le equazioni caratterizzanti 1'antisimmetria di cM:(Q,) rispetto ai 21 semipiani della stella si
scrivono (cfr. II-8',8",8™"):

> = * = % = Bi > = > ._>
Mo (t,p,67) =0, Byltp,07)=0, B (tp,07)=0 ., Blt,e65)=Bylt.p, 8 )T, .

Per introdurre la simmetria di traslazione lungo 1'asse t = a = T o assumiamo :
q1=V='p, ‘q2=w‘=9, q3=u=t,
hq1=hv=1, hq2=hw=p,, hq3=hu=1'
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L.e condizioni (I1-86, a, b, ¢) si scrivono :

n-1
B
?‘TT'L ny1) ,
ot
Jn /BHm‘lB
( —=L) = ¢ 1>1, myo ,
) 'Cn (()pl_!'agm
"y n p) 1+m'1(pBg)
sl | - o 1y 0, my 1),
2t L2p. 00
Dall'ultima di queste segue che(1 9 :
I+m-1
Qin @1 BQ o (1>/0‘m>/1),
Q tn D p.(agm-I
mentre dalla prima si ha per n=1:
Bt“’ r,z) = 0
per cui le (II-36, 36, a,b,c) e l'equazione di l.aplace divengono :
— —_ -
- = ' w. T .
(I1-38) B Ho grad o Bp ot Bg g
dolls 1 ALl
(11-38, b, ¢) Bp = -, —,5-; . BQ = -y p YR
9 PRI P 2 ?  adk 1 22
(11-39) v%u,=l;-—(p?° )+l, -1-,‘ >=l—(p, g = 0,
pOp 2p p P20 p 20 pAp " Pp p2®92
Inoltre le (1I-87, 87, a, b, ¢) divengono
-l
(11-40) B = -u grad M= B T+ B, 7,
b 2 A
(I1-40, b, ¢) 7 Br = -y 7 el Bz = by 3z

Cid premesso consideriamo ora l'equazione di Laplace {II-39) e cerchiamo se & possibile determinare una
soluzione a variabill separate, cioé del tipo :

(11-41) b, 0) = to)glo) ,
la quale sia anche periodica con periodo 2m, dovendo risultare la funzione tyu’(p, @) ad un sol valore, Si

pud mostrare(20) che esiste un integrale generale, soddisfacente alle richieste precedenti, il quale pud
essere scritto nellg forma

(I11-42) okl (0, 9) =En Cp (o, pn + by, ™M (c,cos nb +dy, sinng) {n2 0 intero),

Osserviamo ora che per p = 0 deve risultare C'M’ {0,0) = 0, Infattii punti dell'asse t & T =2 a
appartengono a tutti gli 1 piani di antisimmetria sui quali il potenziale si annulla, Da queste consigera-
zioni segue che, per n>0, deve essere : b, = 0

n »
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Infatti per b, # 0, si avrebbe per n> 0:
im b, p™" = +
p O+

Lo stesso fatto si verifica per il termine a, pn se a, #0 ed n< 0, Assumeremo pertanto :

a # 0, b =0, n>o ,
n n

8i osservi poi che non pud essere n = 0, Infatti il termine della (II-42) corrispondente ad n =0, &:
Co(ao+bo)co, che essendo costante e diverso da zero in qualsiasi caso (::11,l =0, o bn =0), non si annulla
per p ~»0,

La (I11-42) deve quindi essere riscritta nella forma :

e8]

(I1-43) C/Ua(p,Q) = E n pn(An sinn@ + B, cos ng) ,
1
nella quale si & posto :
A =2¢C , B =C a d
n n n n n n nn

Imponiamo ora alla (II-43) le 21 condizioni di antisimmetria

ok
OL(9 (pn OS) =0

stabilite precedentemente, Oseerviamo che se si pone :

n = jl (j=1,2,3,...)
risulta :

ot . LI

nQS JlQS J11S (js)w

per cui :

sin (nOZ) = sin u:(j s)wr] =0, cos (nQ:) =.cos [(j s)-rr] = (-I)JS #0,
Bastera quindi assumere :

A #0 per n=js, A =0 per n #js , B =0 pern qualsiasi,

perche la (11-43) soddisfi alle condizioni di simmetria precedenti,

In definitiva il potenziale cercato ha la forma :

e 0] [0 0]
- it - S -
(11-44) Al (p, 0) 21 2 Ajl p° sinijle §1 ‘jWUigl {p,9) .

Da questa, tenuto conto delle (11-38) e (1I-38, b, ¢) si ricava :

B,(p,0) = 0,

(¢ 0] [o 0]
~ i1-1
(11-45) B (p,0) = - G A, o7 sinjle = (B ). .,
ol? Hy Z}JJ in le i} Zl—_\,J p)Jl

B .(p,0) = - (@) A e e = )
g(p ) Mo ZiJJ (1) 1P cos jlo g (Bo)jl .
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— .
E! interessante ora disporre delle espressioni di el e delle componenti di B in coordinate carte
siane, Tenuto conto della formula di n-plicazione degli archif21) .

v
) . . WY n n-(2V+1) 2v+]
(11-46) sinn@ = EV(«U . (Zv +1"C°“’ 0-sin 9,
0

nella quale v oeil massimo intero > 0 tale che 2V +1 £.n, e delle relazioni

r = pcos@, zZ = psing,
Ya (II-44) diviene (n = i
@ 00 v
j1 i-(2v +1). 2w+l
. ) ollo E‘ S:J’J ,
(11-47) oAb (r, 2) Z\/j alr2) it v( 1Y PRV b z .
1 1 0

In virta delle (11-40) e (I1-40, b, ¢) si ottiene poi:

Bt(r,Z) =0,

Q0

v
- YT _ i J1-2({V+1) 2v+1
(11-48) B (r,z) = -§ jp,oAjl{§ (-1) [31-(2\/ +1):|'(2v+1’~r !z s
1 oV

) Y 1
§ : E : v J j1-(2v +1) 2v
-/ j“o‘Ajl (-1) . (2V+1)“2v+1"r .z ,
1 oV

nelle quali v ¢ il massimo intero 2 0 tale che 2(\7+1) £ 4,

Bz(r, z)

Vediamo ora se @ possibile esprimere in termini di derivate di B, e B, i coefficienti Aj presenti
negli sviluppi (I1-48), A questo scopo consideriamo i seguenti sviluppi generali per By e B, (cf]r, par, II-5);

[} ™k . 7]
- 1 § kg K11
B (r,z) Zkk! i(i)D Bpr oz s
0 L o k-1 i
(I1-49) w© = i -
k -- s
B (r,z) = g L § ( DM B KL
z k k! 1 Kkoi z
0 .0 i

dove le derivate presenti sono indipendenti dalla variabile t e sono calcolate in un qualsiasi punto dell'as-
set =T o+ Se confrontiamo ora il primo degli sviluppi (II-49).con la seconda delle (1I1-48) si vede subito
che assumendo k = jl-1, i=2V +1, i termini correnti dei due sviluppi vengono a contenere le stesse potenze

inrez . Pertanto anche i loro coefficienti devono identificarsi, Si ha quindi :

S N o )'jl'l B = A (1)\"['1 (zvn)]-
Gi-0r favfjloay +1)Pr T g Ay D 3L-
2V +1

j1 ,
2y +1] °

da cui, effettuando le dovute semplificazioni, si ottiene :

Vv +1

(11-50) AL = ._(_:}(.)T)T__,Djl-l B
J R A PO TRVE T

2v.+1
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Si osservi ora che Ay & indipendente dajl'indice V . Questo tuttavia pud assumere nel secondo membro
della (II-50) tutti i valori interida 0 a ¥V . Siottengono percid le V- +1 eguaglianze tra le derivate di Bp:

-1 -1
. STTB ¥ B
paGD1AL = Yot s s L S e et e T
! j1-2(v +1) At Dz 2 Dz
(II"‘SO") 2V '|". . jl_lB
NG 0 r

o rj:l.-'z( D +1) ) Zz v +1

L'eguaglianza tra queste derivate segue dalle condizioni poste per le simmetrie all'inizio del presente
paragrafo,

Se analogamente confrontiamo il secondo sviluppo (I[-49) con la terza delle (11-48) si vede che @
necessario assumere k=jl-1, i=2V, Eguagliando i coefficienti dei termini simili nei due sviluppi si ot-
tiene in questo caso :

. -1y ji-1 - v | 31
el b B, = g avan| ,
L fl-(2v +1) j o v 41
2v
da cui semplificando
' ,. v+l
(11-50™) A = (-1) ol g
ik (G ; z
o jl-{2V+1)
2y

Anche in questo caso l'indipendenza di Ajl da V consente di scrivere le U +1 eguaglianze tra le derivate
di-B,. Siha:
z

-1 jl-1g
, vl _jl-1 @ 9
P (! A‘l = (-1) . D B, = - ] £ = .1_3z 5T e =
3 ji-{2v +1) Che D 0
2V
(11-50)
- -1
= 1)V‘+1 0 E'z

PRINEY 1) 5,27

E' poi facile riconoscere che (II-50') e (II-50™) coincidono, Infatti da (ro’c.ﬁ)t = (0 segue che(23) :

OBr _ Bz
oz or ’
e quindi :
(11-50") pit-1 B, = pit-2 -(%E?—) - pil-? .(ZBZ) - pit-t B,
l-2(v +1) jfle2(v+1) % f-2(v+) °F (2 +1)
2V +1 2v 2y 2v

Le (II-50"), (11-501V) e (11-50Y) costituiscono le relazioni ricorrenti per questo caso di simmetria.
Converremo di assumere nel seguifo per convenienza :
j1-1
1 1 B
(11-50) A'l = - -( -
3 By WL Q-

2 (V=0) .

Introducendo questa nelle (II-48) e semplificando si ottiene :
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B/(r,z) =0,
@ o A1p f\‘/_‘ ;
k 1 z (jl-1)1 j1-2(v+1) 2v+1
(I11-48! B (r, = B, = : - -1)- . ,
AR Byt zl:\’j( 'y El‘:jf (-1) (’br”’l )%"v( ! [n-2vafi@veny ’
(0] (s8] jl-l v
Ba B ? B, S (j1-1)1 jl-(2v+1) 2v
B, (r, 2) -2 /j(Bz i —Z,j (191 (’brjl'l )/, -1) r ‘e,
1

1 oV .[51-(2V+1ﬂ1(2vu

dove V ,» V' ed 1 sono interitali che 2V 1 £ 41, 2('\7+1) € jl, 1>1, La forma di scrittura usata per le
(I1-48') consente di avere coefficienti interi nei termini delle sommatorie rispetto a V',

Lie espressioni esplicite dei primi dodici termini delle sommatorie rispetto a j contenute nelle
(11-47) e (I11-48') sono riportate nella Tabella I, Ivalori che pud assumere 1'indice (j1) dei termini nelle
sommatorie delle (11-44), (I1I-45), (I1-47) e (11-48") per-un magnete 2l-polare con un valore di 1 figsato e
con simmetrie del tipo D sono quelli indicati col segno + nella riga corrispondente a quel valore di 1 nel-
la Tabella II, Cosi ad esemplo per una distribuzione con simmetrie del tipo D ed 1=3, si ha

db v = oo, w) + s v, w) + b (v, w) +

Byvaw) = (Bylg # (Bydg + (B + ...,

LRCRT RTINS ’

BW(V’W) = (Bw)3 + (BW)B + (Bw)g + L Y
dove v=p,r 6 w=0,z,

Assumiamo ora che la retta t = T o #8iauna traiettoria effettiva ed introduciamo le costanti k.

definite dalla (I1-30), Dovremo porre in questa i=jl-1, Gli sviluppi (I1-48') assumono allora la forma
definitiva :

.Bt(t,r,z)‘-‘ o 5
(11-48") Br“""z“gfakﬂ-lzf-l)"‘ - '(jl-l)g _rjl-z(v+1)‘vzzv+1 )
gk - [i-20v +1)] 1(2v +1)1
e} v
Bz“"‘”’z’=%1Q'2j“j1-12\,(-1)v° £ Gei)  p-eve oy
1 0 Jl—(zv+1ﬂ!(2vyg

II, 11, DISTRIBUZIONI CON SIMMETRIE DEL TIPO'F,

Per questo caso faremo ancora uso dei sistemi di coordinate introdotti nel paragrafo precedente,
mentre le formule allora ottenute saranno modificate in modo da tener conto del fatto che ora esiste per
c}b(Q) anche una stelladi 1(> 1) piani- di simmetria avente U come sostegno, Lo s-esimo semipiano
di questa stella, bisecante il diedro limitato dai semipiani di antisimmetria corrispondenti agli angoli 0;
e 0‘;‘+1 » risulta individuata assegnando 'angolo :

e T .
8 b 13‘1 21 (28+1) (S 1:2:---.-0 21).

La condizione di simmetria di elb (Q) rispetto a tale semipiano si scrive (cfr, 11.3) ;

QM.
{11-51) 59 o=t 0 (8=1,2,.,...., 21),

]
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TABELLA II - Valore che pud assumere 1l'indice {jl) negli sviluppi di d&’(p, 9), Bp, By,
Mo (r, z), By, B, per distribuzioni con simmetrie dei tipi D ed F dotati di ‘1 piani di an-
tisimmetria, I valori permessi di (i1) per le distribuzioni dei tipi-D ed F sono stati in-
dicati rispettivamente con i segni + e o, SiO9sservi poi come per le distribuzioni del
tipo D gli sviluppi siano costituiti da termini dotati alternamente di simmetrie dei tipi
F e D, Adesempio, inuna distribuzione sestupolare (1=3) del tipo D i termini con =

=3,9,15,... posseggono simmetria del tipo F, mentre i termini con jl= 6,12, 18
hanno simmetria del tipo D,

200 a0

YAL ORI
IENMDESSI

;::m fll' 2 3 4 5 6 [ 7 8 9 (10 |11 12113 {14 |15 |16 |17 |18 | 19 20 {21 |22
nr?r'w,tmm.

2 +30 L+ +,0 + +50 * +y0 + +50 + 440 .

3 50 + 0 + +,0 + +,0 LI

4 440 + +,0 + +,0 .« .

5 +,0 + 450 + .« »

6 +,0 + +,0 .
- / +,0 + +,0

Da questa, in virty della (11-38, ¢) segue che :

6
Bg(t: Ps OS ) =0
¢ ricordando che per la simmetria di traslazione si ha'pure (cfr, par, 11-10) :

Bt(tJ Ps g) =0 3

risulta-che :
-

-
oy L I
B(t; Ps OS) = Bp(ts P, OS )"Up .

Applichiamo ora la (II-51) alla espressione (I1-44) del potenziale che abbiamo visto soddisfare alla
equazione di Laplace, alla simmetria’traslazionale ed alle condizioni di antisimmetria, Derivando rlspet-
to a @ la (I1-44) e ponendo ¢ = 0%, si ottiene :

e8]
E LA piL [cos il o]
j
1

"
(=]

. (s=1,2,,,,,21) ,
0=—2—1'(23+1)

Da ¢id segue che deve essere :
. Py ki) 9 - Q I ] =
cos []1 o (Zs+1,0] cos [2 J(ZS+1)] 0 .
Questa uguaglianza, essendo (2s+1) un numero dispari, & soddisfatta soltanto se j & dispari, Dovremo

percid assumere :
i= 2 h+1 (x=0,1,2,3,,...)
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Pertanto il potenziale cercato ha la forma :

[s.¢] (e ]
' Y
(11-52) an(p, 0) = 2 :j f/u"jl(p. 6) =2 ,)\A(z)\ﬂ)l-p(z L gin [(2A+1)119] .
1 0

Tenendo poi conto delle (1I-39, 39,b, c), si ottiene :

0 o0
—‘ 2A+1)1-1
B (6, 0) EJ (B, = - HOZ__/)\(ZA+1)1-A(2)‘+1)1-p( L o[ ea+ie]
1

0
(11-53)

© foe) v
-\ 5
= - ] . (2) +1)1-1
Bg(p, 9) = 2 :'j (BO)jl - }102 /A(ZA +1)1 A(:3A+1)1-p . COB [(ZA +1)10] .
1

0

Se si tiene conto della formula (II-46) per la n-plicazione degll archi e che r = pcos®, 2 =p sin@, pos=-
siamo esprimere il potenziale in coordinate cartesiane t,r,z, ottenendo :

(o3} xX v
(ZA+1)1 - '
(11-54)  ofb (r,2) =Z: ; 0'1’-1(1",2) =E A(zx +1)1Z\1 (-1)‘-’( ))“‘(2“1)] @v) ZZVH :
i A v 2v +1
1 0 0
Infine per le {11-41) e (II-41,b,c) e per la (11-50) con j = 2A+1, si ottiene :
Bt(r,Z) = 0
® o /a(2A+1)1-1B
1 z
B(r)=) y (B =) g )
. {Brly _ (2X+1)1-1
, ~» [ersn ]t dr
Y
oy [er+n-1] (2A+1)1-2(v +1) 2V+1
(11-55) 'VH ‘ [<2A+1)1-2(v+lﬂ ! (2v +1)! ’ - 9
S ! !
Bz(r. z) =E’j(Br)jl = E , ! ( L (2,\4-1)1-?Z )
: 5 A [(2)\+1)1—1:] t Or
v
v (2A+101-1]1
. Z -1y’ [« ] Ll2Aa-eva) 2v

) -
—y [@r+-2v+)] 1 2v):

dove ora V, 3 ed 1 sono interitali che 2Y+1 £ (2A+1)1, (2V+1) ¢ (2A+1)1, 1> 1.

I valori che pud assumere 1'indice (jl) dei termini nelle simmetrie delle (11-52), (II-53) e (I1-54)
per un magnete 2l-polare con un valore di 1 fissato e con simmetrie del tipo F sono quelli indicati col
segno o nella riga corrispondente a quel valore di 1 nella Tabella I, Cosi ad esempio per una distribu-
zione con simmetrie di tipo F ed 1 =3, si ha:

Ab (v, w)

Bv(v,w) = (Bv)3 + (Bv)9 + (Bv)ls T

e 2

oUo3(v,w)+Jbg(v,w)+c/u:15(v,w) o
BW(V,W‘) = (13w)3 + (BW)9 + (Bw)15 S

dove v=p,r ¢ w=0,qa,
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Sia ora t = ’VO una traiettoria effettiva, Poniamo pertanto i = (2 A+1)1-1 nella (11-30) ed intro-
duciamo questa nelle {(II-55), Si ottiene :

Blt.r,2) = 0, Y,
B (t,r,z) = EQZ K % [(2)\-'-1)1-1]! r(z )\+1)1-2(\’+1.')22V+1
(11-551) r ! (2X+1)1-1 v [2a+in-2(ven)] 12y +1)1
o) % -
B,(t,r, z) = ?22 K E(—l)' [(“H)l-l‘] ! r(2A+1)1-(2v+1222v
27 q = A . [tz A+1n-(2 v+1)] 12w )1 '

11,12, DISTRIBUZIONI 21-POLARI PURE ¢ IDEALL

Abbiamo veduto nei due paragrafi precedenti che il potenziale C/M’(Q) pud essere scritto (cfr,
(11-44), (11-47), (II-52), (11-54))nella forma :
oo

(11-56) o (@) = EJ. J%I(Q) ,

1

dove: j=1,2,8,,,, per le distribuzioni con simmetrie di tipoDe j=2A+1 con. X=0,1,2,3,., per
le distribuzioni con simmetrie del tipo F,

Vogliamo ora esaminare le proprieta delle distribuzioni rappresentate dalle equazioni :
(11-57) Ao(Q) = elby(q) (=1, 1=2,3,....),
ossia, usando coordinate polari ¢ cartesiane, dalle equazioni :

Aho(p, 0) =Uu’1(p,9) = Al~p1 sin10 ,
(I1-57Y) v -
(V> 0 intero ,

v
AIE (—1)\"‘2\;1_'_1)'1'1_(2\’*_1)- 2V 2V+1 £1)
Y
0

M(r,z2) = ‘M’l(r, z)

Queste distribuzioni, che, in via puramente formale possono essere ottenute ponendo eguali a zero nelle
(I1-56) tutti i coefficienti dei termini di grado pil elevato del primo termine sono dette "distribuzioni
2l-polari pure o ideali", Osserviamo subito che il termine UU‘I(Q) (termine fondamentale) possiede sim-
metria del tipo F potendo essere ottenuto dalle (11-52) o (I1-54) per X = 0(24).

Le superfici equipotenziali di queste distribuzioni, rappresentate da equazioni del tipo :
(I1-57") JLI(Q) = t”'o (JLO = cost, reale),

sono costituite da 1 famiglie di iperboloidi cilindrici con generatrici parallele all'asse t
per direttrici le iperboli di ordine superiore di equazioni polari e cartesiane

m

2 o ed aventi

p ('—‘}f’;—?—cosec19)1/]L ,

Ay

v yi 1 1-(2V+1) 2v+1 Ao
,—E ”1)"2y+1,'r "2 1' —AT 0.

(
oV

(IL-57m)

Ogni famiglia di detti iperboloidi ammette sempre una coppia di piani asintoti coincidente con una coppia
di piani di antisimmetria adiacenti(26). Le equazioni delle iperboli direttrici song, riportate, in coordina-
te polari e cartesiane e per vari valori di 1, nella Tabella IlI, Le componenti di B(Q) per le distribuzioni

2
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TABELLA Iil - Equazioni polari e cartesiane relative alle iperboli direttrici delle superfici

cilindriche equipotenziali (u,v) =

nelle*distribuzioni 21-polari-pure® .

o
Distribuzione 2l-polare ideale Coord, polari Coord, cartesiane
Quadrupolare (1 = 2) p = _XE cosec 20)1/2 rz = ‘M"O/ZA2
2
Mo
Sestupolare (1 = 3) o= 2 cosec 30)1/3 Elrzz-zg-ou’ [Aq =
A3 o/ 3
Ottupolare (1 = 4) = ( 9 cosec 49)1/4 r3z-rz°- C)ua/4A4 =0
4
, Mo .
Decapolare (1 = 5) p=( A 2 cosec 5(-))'1/5 5r4z-10r2 3+z - elly /A5
5
Mo
Dodecapolare (1 = 6) p={3 2 cosec 6(-))1/6 3 r5z-10r3z3+3rz5-0ua/2A6=0
6

21-polari ideali sono subito ottenute dalle (I1-45), (11-48") e (II-48") prendendo solo il primo termine delle
sommatarie (j=1) e tralasciando tutti i successivi, Si ha:

(I1-58)

in coordinati polari e :

(11-59)

in coordinate cartesiane, In queste coordinate assumendo 1'asse 1

B, =0,

B =(B. ), =-p1 -1 in1e

o p’1 o AP :

Bg=(Bg)1=—polA1p cos 10,
Bt =0, 1

—1B
- . (1-1)! 1-2(V+1) 2V +1

B, =(B,), = .

r r’y o (1-in ’3 1-1 )2_—_: (-1 [1 2(y+1)] {2V +1I)t ? ’

v

B =(B.) = ( Z ) ? : 1) (1-1)1 -2V 2y
2z FL (-1 Tl =y [1-c2v )]tz ’

(2(V+1) € 1)

ferimento si pud scrivere anche :

(I1-59')

B;=0 ,
Br = (]Br)1= q 51 12_/
B, = (B,),

-Po v
q Kl—lE -1
oV

(2V+1 £ 1)

i

Q-1)!

b

T o come traiettoria effettiva di ri-

[1 2(v+1)]|(2v+1)|

(1-1)!

1-2(V+1) 2V +1
r A

- Vv
J-(2v+1) 2

[1-2v+n)] 1z vn
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-
Stabiliamo ora alcune proprieta generali delle distribuzioni 2}-polari ideali, Per il modulo di. B
si ha subito : —
> 2 2 1-1
= + N
| 5] B, + By =y 1|46,

Se poi si assume che sia b (p,8) > 0 per :

B =

oL & =
@S<9<as+1 (s =1,2,..,,,21)

quando s & un numero pari, allora 1'angolo "f’ (orientato in verso orario) compreso tra le due direzioni
orientate stabilite del raggio vettore p passante per il generico punto Q (di versore 'LP(Q)) e dalla indu
zione magnetica B(Q) risulta :

T B 1] = - - B
= O i e ~ <+ = = o
cos 1’/ 0 B B ’fp (Bp v, B, "CO) -E*B senl@ ,
ciod :
3 = i - - .T.T.
coeaw gin (-19) cos‘(2+10),
da cui :

= i
'1]/-19+2 .

Pertanto: "in una distribuzione 21-polare ideale" il vettore _};(Q) ha un modulo che decresce con la poten-
za (1-1)-ma___de.11a distanza di Q dall’asse della stella di 1 piani di antisimmetria, inoltre la direzione ed
ilverso di B(Q) sono ottenuti, quando valga l'ipotesi precedente sul segno del potenzial__e.-(”), per rotazio
ne nel verso orario di un angolo (10 + ™/2) rispetto alla direzione e verso del versore U _(Q), Direzione
e verso di B(Q) sono poi costanti per tutti i punti Q giacenti nello stesso raggio vettore pa.

Dalle proprieta ora stabilite segue che se indichiamo con B, il valore di | "ﬁ‘ nel punti distanti
p =a dall'asse t = 7, sipud scrivere :

da cui si ricava

(11- 60) |A~1 g =

BO
a1 A

Questa espressione, che collega Ay | a quantitd direttamente osservabili pud essere confrontata con la
espressione ottenuta dalla (1I-50) ponendo in essa j=1 e prendendone il valore assoluto, Si ha :

1-1
1 2 Bz . By
’ - - 3
Bo 1! ’arl 1 polal 1
da cui segue semplificando :
1-1
B B
(11-61) a 11)! el Bl v el
-~ /a r - a -
8i ha poi per il modulo della costante Kyoq:
P B
-9 = Q
(11-62) a ,KI-I , al'l .

Le (I1I-60), (II-61) e (11-82) forniscono espressioni pit semplici per le ampiezze del termini 21-polari puri
anl(u. v), (Bu)l, (By),. Esse possono essere introdotte in tutte le espressioni trovate in questo paragrafo,

Nella Tabella IV sono- riportate per le distribuzioni 2l-polari ideali aventi 122, 3,4,,,, le quantita
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UL&(p, 0), B, Bg, 'E|, \// (9), OLL(r,'z), By, B, . Nelle Figg. 2, a,b,c sono riportate per le stesse distri-

buzioni le traccie dei piani di antisimmetria, delle superfici equipotenziali corrispondenti ad un valore as
segnato del potenziale o= fCBo/lpo)a e, neipunti (a,0y) e (2a, 0;), dove 05 =(n/2l)s (s=1,2,,..

.., 41), sié riportato un vettore proporzionale a B, Ovunque si ¢ fatto uso delle relazioni (I1-60), (I1-61),
(II-62) e della convenzione gia adottata nel segno del potenziale,

I, 13, SVILUPPI IN SERIE DI MULTIPOLI,

—p
Nei paragrafi I1I-10 e II-11 abbiamo visto che le componenti di B nell'intorno di ', possono essere
scritte nella forma di sviluppi in serie :

[0.¢] (0 0]
B (v,w) = Z_l“,j (B, * Z;‘,jcﬁ (t)
(11-63) o o
B, (v,w) = Zl‘ §By), = Z_'i:‘,jcJl (F)y o
dove le : .
1 ’BJI-IBZ Py
-63" Co=-plj = s = —
(11-63") 177 el Ay = T 9 -1 Y, 0, 0) q Mj1-1

sono delle costanti; mentre le funzioni (fv)jl' (fW)jl delle coordinate u, v si scrivono:

(11-63"): ). =0 ginj10 | (). = o1 cos jio |
p'il e’j1

se v = p, w =0, mentre ;

v . ) v '
D7 ) gAY, 2V D D (i 2V 2
ar-esmy () o)=L, )
55 -2t +)] 2 v+ 2 Sy [-z2v +0] 2y

se v=r, w=gz,

Inoltre nelle (II-63) l'indice j pud assumere i valori i=1,2,3,... nel caso delle distribuzioni di
tipo D, mentre j=2A+1 con A=49,1, 2,3,.... nelcasodelle distribuzioni di tipo F. Nel par, I11-12 si
& poi visto come si possono prendere in considerazione, almeno idealmente, delle distribuzioni di B rap-
presentate dallé equazioni :

By(v,w) = (By), , B lv.w) = (By), ,

cio® ottenute dalle (I1-63) prendendo soltanto il termine corrispondenté a j = 1 (termine fondamentale),

Queste distribuzioni sono dette "21-polari pure o ideali", Esse presentano, come gia detto, simmetrie di
tipo F,

Osserviamo ora.che le distribuzioni dei tipi D ed F presentano la seguente caratteristica, Per un
valore fissato del numero 1 dei piani di antisimmetria, urfqualunque termine delle (II-63) che sia successi
vo al fondamentale (ciod avente i> 1), ha la stessa espréssione analitica del termine fondamentale di una
distribuzione 21*-polare pura corrispondente ad un valore 1% = jl. Cosl, ad esempio, in una distribuzione
quadrupolare (1=2) con simrmetria del tipo D i termini (By,) q © (Bw) i1 corrispondenti a j = 2, ossia (Byly
e (Bw)4 » coincidono con le componenti By, B, di B di und distribugmne ottupolare pura (1* = 4), Pertan-
to (By)y e (By,)4 vengono indicati come "termini ottupolari® o "di ottupolo" della distribuzione considera-
ta, Questa, si potra pensare costituita sommando tra loro termini di quadrupolo,. ottupolo, dodecapolo,
ecc, Estendendo queste considerazioni potremo dire che una qualsiasi distribuzione con simmetrie di ti-
po D o F pud essere rappresentata mediante un conveniente sviluppo in serie costituito-da "ermini di mul
tiplo®, Queste distribuzioni, a differenza di quelle costituite dal solo termine fondamentale di multipolo,
sono dette "impure o reali". In altri termini possiamo dire che gli sviluppi (II-45), (11-48'), (1I-53) e
(11-55) rappresentano una sorta di "decomposizione spettrale® della distribuzione di campo in multipoli di
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"ordihe 1*¥" ¢ di "ampiezze" opportune, L'ordine di un multipolo risulta poi stabilito dal fatto che la legge
(fv)jl (o (fy)3;) di dipendenza dalle coordinate U,V pud essere in generale espressa come un polinomio in

u, v'di grado complessivo (jl-1) = 1.1, Tnoltre 'ampiezza risulta determinata dal valore della costante

&L((ijl = Clnt. Considerazioni analoghe a quelle svolte per B, Bw possono essere ripetute per il potenziale
(v, w),

L.a decomposizione spettrale anzidetta pud essere poi effettuata non solo per le distribuzioni dei ti
pi D ed F, ma per tutte le distribuzioni considerate in questa Parte 112,

Per verificare quest'ultima affermazione & hecessario anzitutto estendere le definizioni e le for-
mule stabilite per le distribuzioni 2l-polari pure al caso di un solo piano di antisimmetria X (1=1) mante-

nendo il consueto sistema di riferimento ortogonale t,r,z con l'asse t rettilineo. Si ha dalle (I1-57¢),
(11-58), (1I-59) per 1=1,

0('&' (P, Q) =OL&7 (p, 9) = A p sin@ B f/w(r, Z) =f'/(/67 (r, z) = A, g
1 1 1 1

B, =0 By = 0
B = (By) = - noAsing. B, = (By), =0
By = (Bg)1 = «pyAicos @ B, = (Bz)l = - uehy

Le superfici equipotenziali sono quindi piani, paralleli al piano di antisimmetria & , rappresentati dalle
equazioni :

cu;(r, z) = Ayzo= ‘uﬁb , ossia 7 = ffu’o/A1 = cost ,

In particolare il piano £ stesso & rappresentato dalla equazione z=0 risultando in questo caso Cﬂ’o =0
(cfr, II-8'), Si ha inolire :

iad ~gns B iand {
B = B,z = - Ho Az, IB’= ,Bzf= p.olAll = cost ,
ed infine :

Si vede quindi cl}_e_}lft caratteristica fondamentale de}_l:: "distribuzioni dipolari ideali" & espressa dalla re-
lazione B(Q) = cost. Pertanto essendo l'induzione B indipendente dalle coordinate di Q, essa non dipen-
dera neppure dalla scelta del sistema di riferimento t, r, 2 nel senso che invece di assumere 1'asse t ret-
tilineo come fatto finora potremo assumere che t sia una generica curva regolare del piano X, A questo
Proposito ricordiamo che per le distribuzioni con simmetrie dei tipi A e B abbiamo appunto effettuato una
scelta del genere e che proprio tale scelta ci ha consentito di identificare 1'asse curvilineo t con una tra-

iettoria reale, Questa identificazione non sarebbe invece possibile per le distribuzioni dipolari ideali man
tenendo Vasse t rettilineo,

... Clo premesso, osserviamo che per riconoscere termini di multipolo negli sviluppi delle componen
ti:di B per le distribuzioni trattate nei paragrafi I1-6, 7, 8, 9 dovremo attenderci che questi termini pre-
sentino una struttura piy generale e complicata di quella rappresentata dalle (I1-63', 63", 63™) (cfr, anche
Tabella 1), Va infatti ricordato che queste espressioni sono state ottenute assumendo 1'asse t rettilineo e
la simmetria di traslazione lungo di esso, Pertanto imponendo queste condizioni le espressioni dei termi-
ni di multipolo ottenuti per le distribuzioni dei tipi A, B, C (1=2) ed F (1=2) dovranno ridursi alle corri-
spondenti espressioni della Tabella I. E' poi ovvio che l'assenza di certi termini di multipolo sara deter-
minata dal numero‘di piani di simmetria ed antisimmetria presenti,

Cominciamo con 1'osservare che i termini contenuti negli sviluppi (I1-20) per le distribuzioni del
tipo A e (II-21) per le distribuzioni del tipo B, introducendo l'asse t rettilineo (h=h'=h"=__ =0)ela
simmetria traslazionale rispetto a questo asse (B'Z =B" =

z = ... =0), siriducono ai termini della Tabella I
ottenuta per le distribuzioni 2l-polari generiche, Si vede quindi che i termini dei predetti sviluppi non so-
no altro che dei termini di multipolo scritti inf

orma pili generale, Possiamo quindi concludere che le di-
stribuzioni-di tipo A e B sono rappresentabili con uno sviluppo in serie di multipoli costituito dai termini
di: dipolo + quadrupolo + sestupolo + .., ecc, Per le distribuzioni con simmetrie del tipo C con 1=2
possiamo vedere che i secondi termini negli sviluppi di By e B, delle (II-29) si riducono ai corrispondenti
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termini di ottupolo (1=4) della Tabella I introducendo la summetria di traslazione lungo l'asse t (B, = B} =
= ... =0). Infatti, dalla (1I-30"), sihaper BY =0, 23B,/2r9z2 = - 3B, /0r3, 1 predetti termini so
no quindi termini di ottupolo scritti in forma pid generale di quella riportata nella Tabella suddetta, Gli
sviluppi (Ii-29) sono pertanto costituiti da termini di quadrupolo + ottupolo + ... ecc, Per le distribuzio-
ni con simmetria di tipo E e con 1=2 si vede che, introducendo la simmetria di traslazione, i secondi ter-
mini degli sviluppi (I1-35') per By e By si annullano (@B", /2r = 0), Infatti 1'effetto dell'introduzione dei
piani di simmetria 6’1 e @’2 consiste nelltannullare i termini (Br)‘l' (Bz)'l corrispondenti a jl = 4,8,12, ..
come risulta peraltro dalla Tabella II, In questo caso i soli termini che rimangoro negli sviluppi (11-351),
che sono esplicitati al 30 ordine in rz, sono i termini di quadrupolo.,

Mostreremo pin olire (cfr, par, II-14) come ad ogni distribuzione 21-polare pura possa essere as-
sociata almeno per i valori pid bassi di ], una funzione ottica preponderante, Segue da c¢idche nella pro-
gettazione di uno spettrometro magnetico si cerca sempre di realizzare una distribuzione di eampo conte-
nente un solo o pochissimi termini di multipolo degli ordini pia bassi al fine di ottenere una o alcune funzio
ni ottiche concomitanti, In genere in uno spettrometro magnetico, al fondamentale termine di dipolo & ag-
giunto un termine di quadrupolo e solo per esigenze particolari & necessario introdurre termini di dipolo
quadrupolo e sestupolo. Difficolta di natura pratica che sorgono nella realizzazione di uno spettrometro(ég)
tanno si che siano ordinariamente presenti nella distribuzione di campo termini di multipolo di ordine pih
elevato di quelli voluti, Tali termini sono di regola indesiderati e si cerca sempre di contenere la loro
ampiezza entro limiti accettabili, Questi termini, come si pud vedere dalle (II-63, 63', 63"), tendono in-
fatti a divenire sempre pid importanti per p— co. Tuttavia l'estensione limitata delle sorgenti di campo
fa si che oltre un certo valore di p, l_ﬁl tenda a zero rapidamente, questo effetto prevalendo su tutti gli
altri, E' pertanto ragionevole tentare di mantenere le ampiezze dei termini di multipolo di ordine piu ele
vato entro limiti tali che, entro una regione definita da p £ a, il loro contributo risulti trascurabile ri-~
spetto al contributo del termine di multipolo desiderato{29), I multipoli di ordine inferiore a quello voluto
sono esclusi in sede di progetto del magnete introducendo un numero opportuno 1 di piani di antisimmetria
per (u,v). Cosl ad esempio in un magnete sestupolare 1'esistenza di 1=3 piani di antisimmetria sfalsati
tra loro di 120° impedisce la presenza di termini di dipolo e quadrupolo nella distribuzione di campo (cfr,
Tabella II),

Va ricordato infine che 1'introduzione di altri 1 (> 2) piani di simmetria per Ou"(u,v) determina
1'annullamento dei termini di multipolo di ordine 2A-1 con A=1,2,3,.... . Varicordato anche che,
data 1'importanza dell'argomento trattato, sono state sviluppate in tempi recenti tecniche di misure ma-
gnetiche capaci di fornire un'analisi spettrale completa dei termini di multipolo presenti in una distribu-
zione di campol4l,

11, 14, FUNZIONI OTTICHE ASSOCIATE Al TERMINI DI MULTIPOLO,

Vogliamo s_t>udiare, dal punto di vista del "comportamento ottico" dei corpuscoli che attraversano
una distribuzione B(Q), le sei distribuzioni analizzate nei paragrafi precedenti con lo scopo di individuare
eventuali differenze in tale comportamento, Al fine di stabilire un valido confronto ci limiteremo a studia
re le traiettorie T descritte da corpuscoli di eguali caratteristiche fisiche e condizioni iniziali muoven-
tesi sopra un piano di antisimmetria per o (Q)( 0). Ricordiamo a questo proposito-che per tutte le sei
distribuzioni g(Q) considerate esiste sempre almeng uno di detti piani, Assumendo per riferimento la
traiettoria 1, giacente sul piano di antisimmetria 31 , detto piano sara rappresentato dall'equazione z=0,

Stabiliremo innanzi tutto la forma che le componenti di _ﬁ assumono, per i vari tipidi distribuzio
ne studiati, nei punti (t,r, 0) del piano z=0, In virtd delle (II-8", 8™) si ha subito :

B,(t,r,0) = B,{t,r,0) = 0, Bit,r,0 = B_(t,, 0T .

Inoltre dalle (II-20°,21',29',35™,48",55') si ricava per z=0:

P
B (t,7,0) = —(‘;— (h-nb2r +pndr2e ) per le distribuzioni dei tipi A e B(32)
p
B,(t,r,0) = —(;3 (kyr +kgrd +....) per le distribuzioni del tipo C (1=2) ,
‘ Po 1 3 R . ‘
B,(t,r, 0) a (kll‘ - E'knl =+, L) per le distribuzioni del tipo E (1=2) ,
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_Po 1-1 21-1 s o (33)
Bz(t, r,0) a (kl—l r + k21_1 r +.,..) per le.distribuzioni del tipo D
Po I-1 31-1 . . - :
= — " +
B, (t,r,0) q (kl-l tke 4T ..)  per le distribuzioni del tipo F,

Tutte le espressioni precedenti pbossono essere poste nella forma generale :

o]
Py i
(11-64) B (t,r,0) = — K.r" ,
4 a3 177

quando si convenga di assumere per K; le espressioni riportate nella seconda colonna della Tabella V,

La (I1-64), che & una serie di potenze-in r, costituisce la forma generalizzata dello sviluppo in se-
rie di multipoli di B,{t,r,0)., Nella (II-64), (po/q)Ki rappresenta la forma generale della "ampiezza del
termine di 2(i+1) - polo®(34),

Consideriamo ora una generica traiettoria ¥ di condizioni iniziali (cfr, paragrafi I-2 e I-4 della
Parte I3) :

(11-65) r, = r(tl) , z, = z(t

- 1 = i L ) = =
1 ' 90, 1) T, zp=ant) =0, p P, -

Questa risultera completamente piana e contenuta interamente nel piano z =0 (cfr, par, I-2 della Parte 1#),

Per stabilire dei confronti tra le proprieta ottiche delle diverse distribuzioni converremo inoltre
di considerare la parte della traiettoria T contenuta in una striscia del piano z = 0 compresa tra i piani
t= tyets= ty normali a T o in modo che 1a lunghezza (tz-tl) dell'arco (o segmento) di T o Presa in consi-
derazione sia eguale per tutte le distribuzioni considerate,

Detta ora ¢ la curvatura di ¢ nel punto corrente, dalla (I-3) con pP=py, ¢ =h=h(P), B(P)=Bz(t, r,z)
si ha ;

(11-68) c = Lgydr,o)
p, z

e per la (II-64) si'pud scrivere :
X i
(11-67) c. =Z(; (KT

La (II-67) mostra che la curvatura ¢, pud essere decomposta nel modo seguente :

00

o Lie,.
dove :
- i
(11-67Y) N Ki r

51 vede quindi che la curvatura della traiettoria T in un punto generico pud essere espressa con una serie
convergente, ciascun termine della quale risulta determinato dal termine di 2(i+1) - polo contenuto nella
distribuzione di campo, In particolare per una "distribuzione 2(it+1)-polare pura® la curvatura c = ¢y del
la traiettoria T in ogni suo punto P{t, r, 0) risulta proporzionale ad r* con una costante di proporzionalita
data dall'ampiezza del termine di 2(i+1)-polo moltiplicata per il fattore q/p0 .

Cosl,ad esempio, la traiettoria descritta da un corpuscolo nel piano z=0 di una distribuzione ottupo-
lare pura (i=3) & una curva piana avente in ogni suo punto (t, r, 0) curvatura data da :

3

D B

cglt) = = (5= [r0]® .
: r
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TABELLA V - Espressioni di K;j,

Per le "distribuzioni 2(i+1)-polari pure" si ha inoltre:

S; per i diversi tipi di distribuzioni considerati nel testo.

|K |- = -—;9 , ‘s ‘ =2 (ty- 1)
Tipo
distribuzione Ky 5
ta
K, () = h(t) s, = j; hdt
:
K_l(t) = . n{t) hz(t) ' S1 = f 2 n hdt
A ‘1
K1) = p© w3 f /!»h dt
K, = h s, =xh(t2;t1;
. Klz,nh s, ==-n3h ty = t;)
ph S, = Fndity - t)
Ki(t) = 0 (i pari) S; =0 (1 pari)
c (1=2) | B, P,
Kt) =k ()= “ ( P )(t, 0,0) (i dispari) S; = J; k, dt (i dispari)
1
K;=0 ( 1 pari) 8;=0 (i part)
3By t2
K, (1) =k, (t) = =+ -
10 =ky(t) = (’ar’ 0.0) 8, L k, dt
E (1=2) ' 1
K(t)=;—1'k" s L *2 "
3 12 ¥1 3% "1z K&
Y
K =0 1-1 5, =0
R - B S ('Bj B)(i;un ° K. (toety)  (i=jl-1
1-17 pg (=11 \ 5 pit-1 -1ttt -1
D Ki 2 Si P
0 (1#i1-1) 0 (1#i1-1)
(1=2,3,4,...) (1=1,2,3,....)
K,=0 -
o N 1 H2Aig S0 =0
k s L& { Zy . - =(9 -
F CPTR o sower MUl B C TR L U
Ky W= @avi-yy | St
0 ( # (22+1)1-1) 0 (1F(2 A+1)1-1)
(1=2,3,4,....) (J=1,2,3,....)
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Consideriamo ora la deflessione angolare @, o totale subita dalla traiettoria 7 trai piani t =t
e t =1y, Detti ds e dO rispettivamente I'elemento ‘infinitesimo di arco su ¥ e 1'angolo (infinitesimo)
di cui ruota la tangente a T passando:dal punto P di ascissa s a quello di ascissa s+ds, si ha per la cur
vatura c(s)di T inP:

do
ds °

Da questa si ricava subito 1'espressione dg = ¢ ds. Integrando ambo i membri di essa rispettivamente tra
ilimiti t1, t, e sy = s(ty), sg = s(ty), si ottiene :

s 8 8
2 q 2 2 o i
(11-68) 05" f cds = ;-c; f B,(t,r,0)ds = f Z;/i K, T ds.
Sq Sl Sl
Le ultime due eguaglianze essendo state ottenute in virtdy delle (II-66) e (II-64), Dalla precedente si ha poi:
x © p2 o
(11-68%) 0 5" Zo"i f K, r ds.
S1

Questo permette di effettuare la decomposizione seguente :

@

- t = s
(11-68") 0, Zo’ (0 5
con

"2

L Ean = i

(I1-68") 0, 5 f K, 1 ds .
®1

Si vede quindi che la deflessione angolare totale subita dalla traiettoria T tra i piani t=t, e t= t2 pud
essere espressa con una serie convergente di termini ciascuno dei quali & attribuibile al termine di
2(i+1)-polo presente nella distribuzione di campo ed & espresso dall'integrale di Kir1 lungo 1'arco dir
compreso tra i piani suddetti, In particolare per una distribuzione 2(i+1)-polare pura si ha semplice-
mente : 81,2 (01, 2); -

Ricordiamo ora che ds = s'dt, per cui la (II-68") diviene :
1:2 .
i
= . 1
(0, 9% f K;r s'dt,
t

In virtd della (1-12) 'espressione di ds pud essere riscritta nella forma :

E)

ds = s'dt = [(1 +hr)? + r'z] 124
nella quale si @ tenuto conto che 1a traiettoria /T e completamente contenuta nel piano z = 0 (z'= z" =
... = 0). Inconsequenza la (II-68") si scrive :

b

(11-58m) (0, o) = f ke | (14 ne)? pr? |12 g
t

4o

1

Sivede quindi che per calcolare esattamente (91 2)1 ¢ necessario anzitutto conoscere 'equazione r = r(t)
della traiettoria o sul piano z = 0, Tale conoscenza pud essere acquisita soltanto determinando 1' inte-
grale particolare della equazione differenziale ricavata dalla (I-17-1%) ponendo z' = z" = 0, integrale che
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soddista alle condizioni iniziali (II-65), Ora il nostro scupo non & quello di calcolare la traijettoria T
corrispondente ad assegnate condizioni iniziali ed il valore esatto della deflessione angolare 01, o da essa
subita, ma piuttosto quello di caratterizzare dal punto di vista "ottico" le distribuzioni B,(t, r,0). Per
una valutazione "approssimata® dell'integrale (I1-68™) sostitulamo pertanto alla traiettoria _’f una curva
C di equazione T = cost, Tale costante potra essere presa approssimativamente eguale al valore medio
di r(t) nell'intervallo t;, t, per la traiettoria considerata, Segue subito che per la curva C & r't) = 0,

Osserviamo pol che per le distribuzioni dei tipi C (1=2), B (1=2), D ed F la traiettoria ’L/o» di rife~
rimento & rettilinea, pertanto :

h=0, percui: hr=0,

Nelle distribuzioni dei tipi A e B, la ¥ & curva (h # 0) ma, per le traiettorie U che ordinariamente si
considerano in ottica, si ha sempre :
r

hr ::p<<]_.

Si potra quindi assumere hr = 0 o comunque hr<< 1 anche per lacurva C. In definitiva, per effetto del-
1a sostituzione della traiettoria T, con la curva C, si ottengono le "relazioni approssimate” :

1 2
s
(91,2)1 ~or f K, dt ,
. Y
osslia ¢
i
- ~
(11-69) (91,2)1 s, T,
avendo posto :
to
(11-69") S, = f K, dt |,
1 1
Y

Questa espressione prende il nome di "intensita del termine di 2 (i+1)-polo integrato nell'arco (ty-t ) del-
la traiettoria T  ". Essa risulta eguale all'ampiezza del termine di 2(i+1)-polo moltiplicata per il fattore
q/];:0 ed integrata nello stesso arco di 21 o+ Le espressioni di 5; per le diverse distribuzioni di campo stu-
diate sono riportate nella terza colonna della Tabella V., Potremo scrivere quindi al posto della relazione
esatta (II-68%) 1a relazione approssimata :

o0 .
1

-gon N
(II-69") 01’2 M ZOiSir .

Concludendo potremo dire che la deflessione angolare @4 o subita dalla tralettoria T traipiani t=ty e
t =t, pud essere fapprossimativamente® espressa come una serie di potenze in r i cui coefficienti S
sonoc le intensita dei termini di multipolo presenti in Bz(t, r, 0) integrate sulltarco ty, t2 di v o Per una
distribuzione 2(i+1)-polare pura la deflessione (9; 5); & poi "approssimativamente" proporzionale a T,
Con riferimento a traiettorie con lo stesso valore del rapporto pO/q entranti parallelamente in una distri-
buzione 2{i+1)-polare pura e per le quali sia sempre hr=0 o comunque hr « 1, si possono trarre le con-
clusioni che seguono. Se la distribuzione & dipolare pura (i=0) la deflessione subita dalle traiettorie &
alltincirca indipendente da r e pertanto esse, uscendo dalla distribuzione emergeranno alllincirca paral-
lelamente, L'effetto principale in questo caso consiste nel produrre una deflessione approssimativarente
eguale per tutte le traiettorie, L'utilita delle distribuzioni dipolari nell'ottica corpuscolare non deriva
tuttavia da questa proprieta ma dal fatto che la deflessione di una traiettoria risulta all'incirca proporzio-
nale(35) a1 rapporto q/po. Segue da cid che traiettorie con valori diversi di detto rapporto subiranno de-~
flessioni diverse (dispersione cromatica), Nel caso di una distribuzione quadrupolare pura (i=1) la defles
sione subita dalle traiettorie & alltincirca proporzionale ad T, Pertanto le traiettorie entranti parallela-
mente nella distribuzione con distanza rq dall'asse t via via crescente, sono deflesse in misura sempre
maggiore, Ne risultajall'uscita dalla distribuzione,una netta azione focalizzante (focalizzazione del 1° or-
dine), Analogamente in una distribuzione sestupolare si ha un simile effetto di focalizzazione ma con defles
sioni all*incirca proporzionali ad 72 (focalizzazione del 20 ordine), -
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In realtd non & a rigore possibile effettuare una separazione netta delle "funzioni ottiche" svolte
dalle varie distribuzioni 2(i+1)-polari pure come quella sopra tratteggiata in quanto: esiste sempre in mi-
sura pitt o meno grande un mescolamento di tali funzioni. Ad esempio in una distribuzione dipolare pura
1'effetto sopra accennato di eguale deflessione della traiettoria & quasi sempre associato ad un effetto se-
condario di focalizzazione pid o meno sensibile, B! quindi pix corretto affermare che ad ogni particolare
"distribuzione pura" si pud associare una tunzione ottica "preponderante",

11, 15, MULTIPOLI INTEGRATI IN CAMPI UNIFORMI,

Vogliamo ora mostrare come sia possibile ottenere intensita integrate di multipolo di ordine i >0
in distribuzioni dipolari pure (i=0), In generale cid pud essere ottenuto limitando opportunamente la distri
bueione di campo uniforme, Con riferimento alla traiettoria U _ contenuta nel piano di antisimmetria z=0
consideriamo la regione dello spazio compresa tra il piang t=ty e la superficie cilindrica con generatrici
parallele all'asse z avente per direttrice la curva Cy appartenente al piano z =0 (cfr. Fig, 3), Sia :

t = tz(r)
1'equazione di tale curva, Si abbia inoltre :
L
|8 , = B,(t,r,z) = B,
dentro tale regione, e :

esternamente ad e'ssa(36),

3
E
o 7
(0
AN
~
N P
\\
\
g

FIG. II-3 ~ Disposizione geometrica per dimostrare la presenza di
multipoili'integrati‘si, con:i» 0, incampiuniformi,

La deflessione 6 subita da una traiettoria v di condizioni iniziali (1I-65) nell'attraversare la di-
stribuzione di campo sopra precisato si scrive

to(r)

)
o=2.§ 5@r, o)[(1 + hr)” +r'2]1/2~ dt
Po
t
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essendo tz(r) V'ascissa curvilinea del punto in cui la traiettoria U interseca la curva CZ' Per una valu
tazione approssimata di 6 sostituiamo la traiettoria T con curva C di equazione r =r -=cost come fat
to nel paragrafo precedente, Si ha, tenendo conto delle approssimazioni allora introdotte :

tz(l'")
(11-70) o~ LB - at = h[t (F) -t] .
P, o 2 1
iy
Dalla Fig, 1I-3 si ha poi :
oy = + T
tz (F) tz(O) NP
per cui la (II-70) diviene :
(11-71) o~ h[tz(o)—-tlu'q'?] = & 4+ hH NP,

essendo o = h[tz(o) - tl] 1a deflessione angolare subita dalla traiettoria T trai piani t=t; e t=t,,

Specifichiamo ora la curva C2 nel modo di seguito descritto, Con riferimento al sistema ortogo-
nale U{ ’V] ,f ), ottenuto ruotando attorno al punto U{t,0,0) gli assir, t di un angolo /3 nel verso orario,
la curva Cq gia rappresentata dalla parabola di equazione :

7= 2%t

Calcoliamo ora la lunghezza del segmento NP. Dalla Fig. (II-3) si ricavano le relazioni :

T M- TR tgf < tgp F.
P = Lp' = I:_I\'/Isec[& . UL = UNsecp = sec(’;‘ T,
M = a0L2 = asecz/é T,

per cui :

NP 2 tg/& T +.a sec3/£ 2

Se le traiettorie T somno limitate ad un intorno del secondo ordine di T ., come di regola ayviene, potre-

‘mo sostituire alla parabola ’)‘ = a 52 la circonferenza /7 osculatrice ad essa nel punto v(37) Intal ca-
so si ha :
L. L
2R

essendo R il raggio della circonferenza suddetta, Pertanto :

- - 1 3; =2
n . —_— .
NP o tg/} T secﬂ r
e la (II-71) diviene :

g A +h~tg/‘»-}'+ 3% secgﬂ,.}'«z_

Ponendo :
S = ‘* = h ” -
o [t?«( ) tl] !

= _ _h 3
5, - h-tg{} , 5, = *z—ﬁsec/} ,

si pud scrivere in definitiva :
9 +8. 748, 7
] So S1 r SZ r,
Si vede quindi che sagomando opportunamente uno dei bordi di una distribuzione dipolare pura si possono
ottenere intensitd integrate di quadrupolo e sestupolo oltre a quella normale di dipolo.
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NOTE. -

{0) - Cio2 lungo gli assir e z,
(1}-- Ricordiamo sinteticamente come le coordinate curvilinee ortogonali sono introdotte, Fissato un siste-
ma di assi ortogonali x, y, 2, le equazioni

f,(x,y,2) = u, t,(x,y,2) = v, falx,y,2) = w

rappresentano tre schiere di superfici, Un particolare elemento di una tra queste tre schiere & indivi-
duato dal corrispondente valore della costante.-al 2° membro nell'equazione che rappresenta quella
schiera. In genere, l'intersezione di tre superfici, ciascuna delle quali appartenga ad una schiera dj-
versa, determina un punto al quale si pud tar corrispondere la terna di numeri (u, v, w} individuanti le
tre superfici anzidette, Parleremo quindi nel seguito di "superfici coordinate u, v, w", Si fa qui 1'ipo-
tesi che le superfici u, v, w s'intersechine sempre ortogonalmente tra loro. Si ha poi:

a) L'intersezione di due superfici appartenenti a due schiere diverse determina una linea, in genere
curva, lungo la quale la coordinata corrispondente alle superfici della terza schiera pud variare,
Ad esempio, l'intersezione delle superfici v e w determina una linea lungo 1a quale la coordinatau
varia da punto a punto. Diremo che questa & la "linea coordinata u", Le linee coordinate vew si
definiscono analogamente,

b) Ogni linea coordinata risulta, per quanto sopra affermato, ortogonale alle superfici coordinate cor-
rispondenti, Cosl le linee u sono ortogonali alle supertici u, ecc,

c) In ogni punto dello spazio le tre linee coordinate s'incontrano a due a due ortogonalmente,

L'uso di questo sistema di coordinate consente di scrivere relazioni generali evitando di specificare
un particolare sistema di coordinate, Questo pud essere scelto Successivamente nel modo pid conve-
niente per trattare ogni particolare problema, Per una trattazione dettagliata dell'argomento vedasi
bibliografia [1] .,

{2) - Per un sistema di coordinate curvilinee ortogonali u, v, w, dette :

x = gylu,v,w), y = golu,v,w), z = galu, v, w)

le funzioni (ad un sol valore) che rappresentano le trasformazioni inverse delle

U'—'fl(X,Y:Z) 2 v=f2(xxylz)y wsz(XJyJZ)’
si ha[U:
P8 5 D8 5 @, 2] 12 [73g1 2 98 083 2]1/2
h = [(’Bu N ,()u) + (=) . h = '(75-;—) +(‘T)2+(‘7a"7‘) s
By [.“57’ A el

Se la trasformazione inversa sopra indicata esiste e le coordinate. sono ortogonali, come supposto in
precedenza, nessuno dei coefficienti h;, hy, h,, & nullo, Tali coefficienti sono poi, com'® ovvio, fun-
zioni sempre positive delle variabili u, v, w,

(3) -1 piani di simmetria e di antisimmetria posseduti da una distribuzione di potenziale sono sempre piani
di "simmetria geometrica® per le distribuzioni di materiale magnetizzato e/o di correnti magnetizzan
ti che producono la distribuzione di potenziale,

(4) - Questo sistema ausiliario di coordinate curvilinee ci consente di caratterizzare le simmetrie definite
nei punti a), b), c) senza la necessita di operare una scelta che assegni un ruolo particolare a qualcu-
na delle coordinate u, v, w, L'identificazione delle coordinate 91s 92, dg conle u,v, w sara effettuata
nel seguito in base a particolari criteri di convenienza,

(6) - Le (11-8, b, ¢) sono immediatamente ottenute per sostituzione nella (II-6) delle derivate Cj&/@ql e
%U-/@qz ricavate dalla (I1-4,1), Per ottenere la (II-6, a) poniamo nella (I1-6) 1=m=0 ottenendo

© no&/@qé‘ =0, Questa, per n=1 da ng@/gqg =0, dacui, per la (II-4,i) con i=3, segue qu =0 es-
sendo hqg 0. Per n> 1, sihapoi:

prdb ol ode pt oy

n-1 n-lp
= 1 ( = 1(_ a.Bq L ?;_._..hﬂz_ /_B._._...___c.lﬁ_
n n- n- .
Dag n dq 99 D4, Yo 73 73

. B,.+h_ -
-1 q -1
Fo 3 q; 3 % @q;

)=0
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Da questa, essendo B, =0, hy # 0, segue la (II-6, a),
q dg, ', ; o .
(8) ~ Si noti che si & scritto %hq. - B ]Z) invece di quaed analoghe non essendo possibile escludere a priori
la dipendenza di hql, hqz,' hq3 alla coordina d3.

(7) - Useremo questa denominazione per un magnete avente una coppia di espansioni polari di "polarita
magnetiche" opposte, di forma qualsiasi purché dotate di simmetria geometrica rispetto al piano &,

(8) ~ Con questa denominazione intendiamo un magnete dipolare simmetrico rispetto al piano @4, come con
siderato nel caso A, nel quale perd le sezioni del traferro effettuate con i piani della stella di asse a
si ripetano identicamente entro un diedro di apertura § (0 < # < 2mw).

(9) - Infatti, gli 1 piani di antisimmetria della stella sono bisecati dalla retta a in 21 semipiani delimitanti
21 angoli diedri eguali di apertura 2w/2l = =/l, Occorrono poi due rotazioni successive (di /1) per
riportare la distribuzione di potenziale M- (Q) a sovrapporsi esattamente a quella iniziale,

(10) - Con questo termine intendiamo un magnete costituito da 1 (> 1) coppie di espansioni polari-di "pola-~
ritd magnetiche" opposte, le quali invertono il segno passando da una coppia a quella adiacente, Le
espansioni polari sono delimitate da superfici "cilindriche" dotate di simmetria geometrica rispetto
ai piani delld stella o q, el g,... o(y. ‘Le generatrici di una qualsiasi di tali superfici risultano percid
parallele alla retta sostegno di questa stella (asse del magnete) mentre la sua direttrice pud essere
una linea generica, Esiste poi, per un tratto di lunghezza limitata lungo 1'asse del magnete, simme-
tria di traslazione, Magneti 21-polari possono essere realizzati ricorrendo soltanto a distribuzioni
opportune di correnti (magneti senza nucleo ferromagnetico), Le correnti sono allora disposte in mo-
-do da approssimare lamine cilindriche a sezione circolare od ellittica con le linee di flusso parallele
all'asse del cilindro, Se la sezione & circolare, allora la distribuzione azimutale della densita di cor-
rente (A/m) che produce il campo 21-polare ¢ espressa dalla relazione: J(8) = Jg cos 10,

(11) - Questa ulteriore simmetria delle espansioni polari non & richiesta per magneti 2l-polari considerati
nel caso C,

(12) - Questo sistema di coordinate & gia stato introdotto nella Parte 12, par, 1-3. La curva "Co & comple-~
tamente assegnata dando il punto origine 0, il versore t, della tangente a T, in 0 e la curvatura h infun
zione dell'ascissa curvilinea t,

(13) - Osserviamo innanzi tutto che in base alle (II-4, a, b, ¢) ed alle (II-10) si pud scrivere:

Mo Mo 2 Mo
=-——1——(1+hr)B, =__._]‘.._B ) :__}_.B”
2t Mo t a7 Mg T Dz By 2
e che pertanto & possibile ottenere le eguaglianze seguenti :
[&1+m+n Ao _ L 91+m+n-1[(1+hr)3t1 i
) 1;n er sz Mo o tn-.l 9 rl.’azm
(x) ]
1 QH+m+n-1 By /91+m+n-1 (1+hr)
= - == [(1+hr) 1T m tBy il 1. m (n3 1)
Ko Dt T Ior Dz Dt or. 9z
(al+m+n uuo 1 Al+m+n-1 B
T m ST Ta i m 1 1)
Q1.9r.0z Po t-9r %z
yltmin Y, 1" l+min-1 By,
= . : {m > 1),

Tt} ‘cn.'ar1 ™ Ho " 'arl‘ azm’I

Dalla seconda e terza di queste segue subito che esistono e sono continue in ogni punto di & le deri-
vate :

n I+m+n-1 ~Al+mtn-1
o B " d B
m 1

e} tI}'arl-.l oz D " 'ar! ,azm-



51,

Per la derivata :
~ IHmt+n-1
O T By
n-1_ 1. m "’
0t 7 9r 2
occorre osservare che,avendo supposio la T o regolare, la funzione h(t) & definita e continua insie-
me a tutte le sue derivate iotali e parziali di qualsiasi ordine rispetto a {,r, z, Proprieta analoghe
valgono per la r(t) e quindi anche per la funzione (1+hr), Poiche OU'/’M ¢ certamente definita e
continua segue che tale deve essere anche la By, Possedendo i termini:
I+m+n-
R n-ly )
-1
pt"lortp,™

contenuti nella parentesi quadra al terzo membro della eguaglianza (x) le stesse proprieta del primo
membro, segue che anche la derivata considerata deve possedere queste proprietd, L'asserto & quin
di dimostrato,
(14) - B fatto uso della convenzione corrente :
? % ) % ) A .
[¢) .
21° Dr ? 2°

(1+hr) , By,

(15) - Vedremo nel seguito che questa ipotesi pud essere sostituita da altre pid ristrettive quando si tenga
conto delle equazioni (II-2) e (11-3),

(16) - Inoltre (1+hr) & sempre positiva, Infatti, nella presente trattazione ci limiteremo a considerare pun
ti Q in prossimita di ¢ e per i quali & sempre valida la diseguaglianza| r| < p = 1/h, ossia
hlr} <1 e pertanto (1+hr) > 0,

(17) - Acceniamo pid dettagliatamente alla procedura in questione, Introducendo gli sviluppi (1I-16) per Bi,
By, B, inuna qualsiasi delle equazioni (I-13}), {II-14, a, b, ¢) si perviene sempre ad una espressione
del tipo :

ai+bjtc ditej+t githj+l mi+nj+p
251k AT E DN BT "2

&) (a,b,c,.. interi 2 0)

LGitrits  titujby -
+EiEjCi’jr -z tioiieans =0,

nella quale gli esponenti di r ¢ z sono combinazioni lineari degli indici i, j di sommazione, Per otte-
nere che l'espressione precedente si annulli identicamente per tutte le coppie di valoridir e z, in
& , @ necessario:

a) individuare nelle sommatorie presenti tutti i termini contenenti le stesse potenze di r e z, cioe
contenenti ad esempio r™ z# cone e interi > 0,

b) raccogliere a fattor comune rispetto a r < g f 5

¢) annullare il coefficiente del termine contenente r > zﬁ .

A titolo di esempio supponiamo di voler raccogliere nella (x) i termini contenenti:
(BRIl mitnjtp
Dovremo allora stabilire nelle sommatorie del 19 e 3° termine di tale espressione quali valori dare
agli indici i e j allo scopo di ottenere termini contenenti le predette potenze dir e z, Se :
@, i, @ im, oL,

sono le coppie di indicii, j soddisfacenti rispettivamente alle eguaglianze :

ai'+bj'+c = githj+l qi™rj"ts = githj+l

di'+ej'+f = mi+nj+p ’ ti"+uj"+v = mit+nj+p o
allora i termini:

A e ilt i +hi .
ai'+bj'+c zdl +ej f, B, .pB h3+1_ L nj+p

qi+ri+s  ti"+uj+v
i':j'- i, i Y in, jul' ©Z

9 e
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i+hj+l mi+njH : : . .
‘possono essere tutti fattorizzati rispetto a rg1 Iy TP e poiche, come gia detto, il coefficien

te di questo termine deve annullarsi, si ottiene la relazione :

A g ¥ B Comgn e 7 0
Esplicitando i coefficienti binomiali presenti negli sviluppi di B,, By, B, ed effettuando le dovule
semplificazioni si ottengono le relazioni riccorenti riportate nel testo,

(18) - Si osservi che le (II-27) e (II-28, a, b, ¢) non possono essere ottenute dalle (II-17), (II-18, a,b,c) sem
plicemente ponendo h = 0 a causa del diverso carattere di simmetria in r e z degli sviluppi (1I-286)
rispetto agli sviluppi (1I-186),

(19) - Per n> 1, 1 =0, m = 1 dall'ultima condizione, si ha :

An RN R
” (pBg) =0, e poiche: -—-—f— =0, segue: “‘"E-e-— =0 per p>0
ot D1 ot
In generale, si ha poi :
o) n{fahm_l(pBeL] n n(B Qlim-1 . pltm-1 o )
1 -1 o n - b - =
3t Lp . 9e™ T
fant S m- 1 i n 3 ltm-1 fan
n rn 1 *] m- 1( ) *
Pt Do 130 2ol 30 D"
nn 0 @1+m-1 Bg . ) n (/al+m-1 B, .

m-1

p
n 1 - 1
Dt Dp 20 21T 2090
Ora i primi tre termini del terzo membro di questa catena di eguaglianze sono nulli per quanto visto
in precedenza, inoltre p > 0, per cui l'asserto & dimostrato,

(20) - Sostituiamo infatti la (II-41) nella (II-39} e moltiplichiamo ambo i membri per pz/(fg), 8i ottiene
I'equazione :

ot P, p 0t 1 9%

Da questa equazione & possibile ottenere due equazioni a variabili separate, ponendo :

(aZ , 2 2
(x) 1 ———-g— = . n‘2 s (xx) %— ? f2 f?af = +n?
€ %o p P

Un integrale generale della (x) che sia periodico con periodo 2w pud essere scritto nella forma:
g(8) = c cosn@ +dsinng, essendon 2 0 intero, Infatti si ha:

P2 2 2 . 2 . 2

~T75 “-n ccosn® -n dsinn@=-n (ccosn@+dsinng)=-n'g,

X
Per la equazione (xx) ce rchlamo un 1ntegra1e particolare del tipc f(p) = " . Sostituendo questa nel
la (xx) e dividendo per p® , si ha : ®2 - =0, dacui ® =% n, Pertantor l'integrale generale di que

sta equazione: si pud scrivere come : f(p) (ap + bp"“) Un integrale particolare della (11-39) &
quindi : C/uﬂ(p, 0) = f(p) gl(o) = (apr1 +bp ™) (c cos n@ +d sinn@), L'integrale generale della (II-39) &
poi seritto come combinazione lineare degli integrali particolari corrispondenti ai dwer31 valori di n,
(21) - Per ricavare la (I1-46) applichiamo la formula di Newton al binomio (cos@ + i sin 0)", Siha:
Vv

n
(x) {cos @+ 1 sin 9) Zk(]‘) (k) cos 677 sm Qk 26/" (i)zy ( 2V)'cos Gn'ZY sin@zy +
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2V+1, n n-(2v+1)  2v4l
v(1) . (2v+v1)"°°S e ‘sin@

2V + 2Vv+1
2y+1)c sOn g l?sing R

y
N
0
z. v
\Y 11 2y
=Z, (~~1)~(2v )-cos @ -,JnQ Z::
oV

nelle quali:

Vo= MAX. intero ) 0 tale che 23 £ n
V = MAX, intero 0 tale che 2v+1< n,
e dove si & fatto uso delle relazioni ;
AY 2.V R-AVE ) N 4 s v
W =6 = 1Y, W =i()" =i(-1)

D'altra parte per la formula di Moivre, si ha:

(xx) (cos 0 +isin 0)" = cos n@ +1isinno
Eguagliando tra loro le parti reali ed imm

aginarie della (xx) e del terzo membro della (x), si otten-
gono le "formule di n-plicazione degli

archi" :

v

' -2v 2v
cos n@ = Ev (-1)" (;:/)-cos 0""*" sino

~(2v+ v+
sinng = é_jv (-1)" (?vn+1)-cos 0" & 1) sin %Y *1
s 2

(22) - Si ha infatti -

@ jl-1 11
= ) N i jt-1 (j1-1)-(2v+1) 2v+1
Prlr,2) 20-1 -1 (jr-1p XO:ZVH <2v+1) DJ'1-2(v+1)Br'r 2

2v+1

Per quanto riguarda gli indici delle sommatorie ed i loro limiti si osservi cHe :

Lo = B = B F
k- Jll 1—71

. PR essendo j=1,2,,,,,m),
i j J
1
e che inoltre
TR L T S
e T = do V=0,1,2,..,0
e 4 2V+1te yany; T Z.I Z\/"-! essen - sy a, .. ,00,
5 1 /04 1 5~ 2Vl 12 Sy

e: 2V+1 £ j1-1,

(23) - Si ricordi infatti che per un sistema di coordinate retti
= 0 & data dalle (II-25). In particolare &: (rot B)y = 9Bp/?z - ?Bz/’ar =0, A segulto della simme-
tria di traslazione lungo 1'agsge t segue poi che le equazioni (rot B) =0 e (rot B) = 0 sono sempre
soddisfatte. Infatti si ha: By # 0, per cui: 2 By/or =2B(/2z = 0 ed inolire ’bBr/’at =9B,/3t =0

(24) -~ A conferma di questa osservazione si osservi che, dalla prima delle (I1-57'), si ha:

/’a (}1(0

/39 °_=1A1pcoslz—1(2s+1)=0 (s=1,2,,,.,21).
e
5

(25) - 0vv1amente i segni di ('/CC ed Ay

linee ortogonali t, r, z I'espressione di rot B

dovranno essere scelti in modo tale che, in ogni intervallo ( 0
s+1“ considerato per i valor1 di 0, sia sempre p> 0 reale,



54,

o .
(26) - Si riconosce subito che le iperboli direttrici (II-57™) presentano asintoti per 0 = 04. Infatti & :

A o

)1/l lim cosec 18 = +oo,
A

G—»G;

lim p " =
9—*()8

o~
Si riconosce poi che in'ogni intervallo (D:, 0:+1) la p(0) presenta un minimo per 0 = 0g .
ob

(27) - Se viceversa si assume che sia Ao (p,8) <0 per 85,< 0 < 0;,,_1 quando s & un intero pari, & suf-
ficiente, per ottenere la direzione orientata di B(Q), aggiungere una ulteriore rotazione oraria di =
rispetto alla direzione trovata con la regola stabilita per 1'ipotesi opposta, S5i ha quindi in questo ca-
so W = (16 +37/2),

(28) - Ad esempio, la necessita di limitare l'estensione delle espansioni polari onde permettere 1'installa-
zione degli avvolgimenti di eccitazione nei magneti con nucleo ferromagnetico o la imperfetta realiz-
zazione della legge teorica di distribuzione azimutale della densita di corrente (consequente alltuso
di vari gruppi costituiti da un numero discreto di conduttori connessi in serie) nei magneti multipo-
Jari senza nucleo permeabile, hanno sempre 'effetto di introdurre termini di multipolo di ordine piu
elevato di quello richiesto,

(29) - Si osservi che il considerare multipoli di ordini elevati non & puramente accademico, Per esempio,
un buon magnete dipolare deve avere tutti i termini superiori al dipolo, fino al duodecapolo (1 = 10)
incluso, nulli,

(30) - Confronta Parte 13, par, I-2,

(31) - Questa traietioria risultera curva o rettilinea in dipendenza delle simmetrie ulteriori che la distri-
buzione pud presentare (Cfr, par, 1I-5),

(32) ~ Per le distribuzioni del tipo A &: h = h(t), n = n(t), {5=ﬁ5 (t), ..., mentre per le distribuzioni del ti-
po B queste guantita non dipendono da t a causa della simmeiria di rivoluzione,

(38) - Per ottenere questa espressione di By(t,r,0) e la successiva & sufficiente conservare nelle (I1-48%)
e (I1-55') i termini aventi V =0 (22Y = z0 = 1) e scartare tutti i termini corrispondenti a ¥ #0, Si
pud anche porre z = 0 nelle espressioni dei termini (Bz)jl della Tabella II,

(34) - Infatti, inuna "distribuzione 2l-polare pura® B,(t,r,0) dipende da ri=1 pertanto se si scrive i al
posto di 1-1, dovremo porre 2(i+1) al posto di 21, Si ha poi, cfr. (11-631) : Ci+1 = (po/q)Ki .

(35) -~ Si ha infatti :

s
2
= N - = . -
(01, 2)0 f ¢, ds -—-g-p B, (:-:.2 sl) .
51 o

In genere non esiste una proporzionalitd rigorosa tra (91’ 2)0 e q/po in quanto al variare di questo
rapporto varia la traiettoria /T descritta dal corpuscolo, Varia pertanto in una certa misura anche
la lunghezza (s9-s1) di traiettoria contenuta entro la distribuzione di campo.

(36) - Una distribuzione con queste caratteristiche non & realizzabile senza ricorrere ad opportune lamine
ideali di corrente sul bordo della distribuzione, Senza l'uso di queste si possono ottenere solo distri-
buzioni che tendono ad annullarsi pit o meno velocemente, Tuttavia l'introduzione di questa schema-
tizzazione conduce ad una notevole semplificazione dei calcoli,

(37) - Cid costituisce spesso una considerevole semplificazione nella realizzazione di un magnete, Per di-
mostrare poi che a = 1/2 R consideriamo, rispetto agli assi U(ﬁ‘ 7 )} olire alla parabola & anche la
circonferenza /7 di raggio R e centro C(0,R). La semiparte inferiore (0 £ 7 & R) di tale circonfe-
renza & rappresentata dall’equazione :

(x) m=R-VR2.-Y2,
Le condizioni perché /7 sia osculatrice alla parabola ¥ in U(0, 0) si esprimono dicendo che en~
trambe le curve devono passare per U, inoltre le derivate d"]/di e a2 /d*’; 2 devono coincidere
nello stesso punto, La prima condizione & soddisfatta, come si verifica immediatamente, Si ha poi,
per la parabola & :
2

am -, a‘? . 4% -5

d ‘i d 7 2
e per la semicirconferenza (x) :

v _ _3 n 1

d's R—w] ? d72 R-n)
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5i riconosce subito che le derivate corrispondenti coincidono in i = 0, 4’l= 0 assumendo a = 1/2R.
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