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INTRODUZIONE -

I nuclei atomici, possedenti momento magnetico associato al momento ango-

lare di spin, possono essere orientati in un campo magnetico costante, (1)

to magnetico, che chiameremo semplicemente spin, assume direzioni preferenziali
nello spazio. Al fine di ridurre il disturbo alla orientazione nucleare dovuto al moto
termico, i metodi di orientazione nucleare fanno largo uso delle pili basse tempera-
ture. Perd l'impiego di basse temperature (intorno al 1°K) e di alti campi magneti-

ci (intorno a 20 KG) non da alte percentuali di polarizzazione nucleare,
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FIG. 1 - Polarizzazione in funzione di H/T(G/9K).



La fig, 1 mostra in funzione H/T(G ok -1y il valore della polarizzazione per
alcuni elementi: elettroni, protoni, e l'isofopo del protone. Si nota che solo gli elet
troni sono ragionevolmente orientati per valori H/T di uso comune nei Laboratori,

A parte 1'utilita di avere bersagli di protoni altamente polarizzati nella fisi-
ca delle alte energie(zr 3), la possibilita di avere valori della polarizzazione nuclea
re amplificati, sino a raggiungere valori prossimi a quelli elettronici (a parita di
campo magnetico e temFeratura), ¢ di grande utilitd come mezzo di indagine nella
fisica dello stato solido(4),

A questo riguardo si apre un campo di studio nuove, infatti la possibilita di
avere magnetizzazioni nucleari amplificate per circa tre ordini di grandezza per-
mette una spettroscopia nucleare di alta risoluzione.

Poiche, in questa branca della fisica, si opera con sistemi cha approssima
no molto bene il concetto di sistema isolato, i concetti propri della statistica sono
di largo uso. In particolare il concetto di temperatura di spin € diventato basilare
nella teoria del magnetismo nei solidi(5. 6

In questa relazione si vuole esporre in modo semplice i metodi teorici (e spe
rimentali) che permettono di capire la fenomenologia della polarizzazione dinamica.
Essa ha permesso, nel campo applicativo, la realizzazione di campioni (contenenti
nuclei altamente polarizzati) che sono di largo uso nei laboratori di alta energia.
D'altra parte nel campo della ricerca teorica e sperimentale essa ha dato grande
impulso allo studio dei fenomeni di risonanza magnetica, come testimonia 1'evoluzio:
ne subita dalla teorial7+11), -

Attualmente .un solo metodo per polarizzare i protoni € usato nelle targhet
te in opera nei vari laboratori: quello che va sotto ilinome di polarizzazione dinami-
ca per "effetto s0lido"(12+15) Questo metodo ha dato buoni risultati, anche se le
nuove tecniche per ottenere bassissime temperature (criostati a miscela di 3He—:—‘]“He)
con cui & possibile raggiungere 0.05°K, ed alti campi magnetici(solenoidi supercon
duttori) dell'ordine di 10° G. ripropongono il metodo di polarizzazione per "for
za bruta", cioé il metodo statico. h

Per inciso il raggiungimento delle pili basse temperature mediante la ridu-
zione. della tensione di vaporedi bagni di 4He, 3He ed 3He + 4He comporta che nella
cella sperimentale, o meglio nel criostato, non si possa dissipare pili di una certa
quantitd di calore ad una temperatura prescelta. Cio¢ l'efficienza di refrigerazio-
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FIG. 2 - Potenza dissipabile alle temperature ottenibili con gli attuali
criostati.



ne di questi tre tipi di criostati & limitata. Nel grafico di fig. 2, & mostrata, a ti-
tolo informativo, la minima temperatura raggiungibile in funzione della potenza
massima dissipabile nei criostati attualmente in funzione nei vari laboratori.

Infine, tra i metodi di polarizzazione, non si debbono dimenticare: il ''re-
frigeratore a spin'(17,18), il quale implica una tecnica relativamente piit sempli-
ce e molto meno costosa di quella impiegata nelle targhette ad effetto solido; i me
todi di pompaggio ottico proposti da Jeffries e derivati dal metodo di Kastler. -

In definitiva si pud dire che molto lavoro tecnologico e di ricerca fondamen
tale deve ulteriormente essere compiuto per avvicinarsi alla targhetta ideale, ed
in questa direzione gli sforzi della maggior parte dei laboratori sono diretti.

1.1, - Parametri di orientazione., -

Un sistema di nuclei orientati (spin nucleone I) tale che il sistema ha un as
se di simmetria di rotazione g, & caratterizzato dalle popolazioni ny, appartenen
ti ai diversi stati con numeri quantici m = -I, ..., +I rispetto all'asse £, in nu~
mero di 21 + 1. I parametri che definiscono il grado di orientazione di ordine K so
no legati alle popolazioni degli stati dalle 2I relazioni{19), 1e prime due sono:

2
P m n 2m°n
fo=tm ., 1 ['3 o 2 I+ 1)
I > 1)L
m

1 2 2 (21 - 2 T
m

Questi parametri hanno la proprieta di essere zero se la orientazione & zero,
cioé tutti gli n,, sono eguali; inolire £.(I) = 0 per K> 2I. Se non tutti gli n  sono e-
guali la orientazione & diversa da zero. Quando le direzioni di & positive e negative
sono equivalenti allora tutti gli fir dispari sono zero, caso chiamato allineamento.
Quando le direzioni di § positive e negative sono non equivalenti, allora qualche %
dispari ¢ diverso da zero, caso chiamato polarizzazione,

1.2. -11 metodo statico. -

E' noto che le componenti del momento magnetico, TI , di un nucleo lungo
la direzione del campo magnetico costante H sono date dai (21 + 1) valori di my( u/1),
essendo my il numero quantico magnetico che prende i valori:

I, -(I-1), , {1-1),1.

Le differenze di energia magnetica tra due stati successivi &:

H,.

hy = M%EgpoHs‘i’nij

avendo introdotto il fattore g = p/ #,1 in analogia al fattore di Landé della spettro-
scopia atomica, e I & il magnetone nucleare. Il valore medio della magnetizzazio
ne, cioe il valore di aspettazione, ~4M2> , della osservabile M,, di un insieme
di n(nuclei/em3) posti in un campo magnetico costante H ed alla temperatura T & da
to dalla espressione statistica:



+I m.gu H
"o
> mEH, exp (- —pm—)
mI=‘-I
( M>= Xn
z I mIg”oH
=, el —)
m_= -1
I
Zn m._exp (- mIgPOH )
m, P KT
= ng MOI * 'i' Z mIgyloH
m, P (- KT )
1
=H yIn- - B(x)

ove B(x) & la funzione di Brillouin, che in forma esplicita &:

21+1
21

2+ 1 x)-:-—-———1 coth ( X

B(x) = 21 o oI

coth ( )

__hyiH
con x KT .

I1 parametro di orientamento di ordine uno & chiamato polarizzazione:

p = Blx) = LI /1

ove I, prende i valorida -Ia+l e Vd IZ> ¢ il valore medio di I,. Introducendo il for
malismo della matrice densitd possiamo scrivere

<M_> =TR(M,0Q)

4y HI -1
] ] by HI [’ Pz
ove MZ —‘E Y IZ e e = eXp(- KT ) TR “exp(- '—]a—)
la polarizzazione diviene:
[ hyHIZ 1
_<Iz> ) TR,‘Iyexp(- =T )i
1T ]" , hyHlg ]
I TR|exp(-—g7—)
La polarizzazione calcolata per I = 1/2, 1, 2 da, ponendo 17 = %I%?—’ ie e

spressioni:

__4tenh
3+ ’tanh2 1

p(I =1/2) = tanh n ; p(1=1) =



RS, ]

-p(I = 2) == coth 59 - 211- cothn

tanh n + g— tanhsn

=2 .
1+ Ztanhz n + -;— ta.nh6 i

~ (per —}-TI;« 1) =2 —32M % o ih n
1+2tanh™ %

che sono caratteristiche dei protoni (I = 1/2), dello orto-Hg (I=1), del meta-meta-
no (I = 2); tutte queste espressioni tendono ad 1 per n —s o, per circa H/T = 10-7
si ha:

pI=2) 2 2p(I=1/2); p(I=1)a % (I = 1/2)

La fig. 3 mostra l'andamento delle tre espressioni, avendo posto g(protone)

2 3% 10-3, B?' 9x3-10"21 erg G“l, il rapporto giromagnetico del protone
7, = (gp /M) 2.67x10% sec-1 G-1, da cui 5 = (H/T)107 G Ok-1,
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FIG. 3 - Andamento della funzione di Brillouin.

1.3. -Considerazioni -

IL'interesse della fisiea alle alte energie nei confronti dei bersagli polariz
zati & verso il protone ed il suo isotopo di massa doppia. Sfortunatamente ai cam .-
pi magnetici e temperature ottenibili convenzionalmente le loro polarizzazioni so-
no-estremamente basse. Alte polarizzazioni (> 70%) nel protone implicano campi

ar7d



magnetici dell'ordine di 105 G.e temperature dell'ordine di 10-2 °K, Cid comporta.
un balzo in avanti nella tecnologia dei magneti e delle basse temperature.

Attualmente 1 campi magnetici di tale ordine con uno spazio sperimentale
ragionevole tra le bobine di Helmhotz non sembrano di estrema difficoltd, sembra
pitt un problema di costi che di tecnica,

Il nuovo metodo di raffreddamento, dovuto a London, Clark, Mendoza (1962)
& la strada da seguire (del resto essa & gia stata messa in pratica raggiungendo
0.015%9K) per ottenere le pid basse temperature.

L'isotopo del protone, a causa del suo momento magnetico 6.5 volte pili pic
colo, ha una polarizzazione confrontabile con quella del protone solo a campi ma=
gnetici circa 6 volte pitt grandi (ovvero temperature 6 volte pill piccole) ; due pro-
blemi tecnologici non indifferenti. Giogo forza i metodi di polarizzazione si sono
sviluppati secondo linee in cui la temperatura di spin & abbassata a 2 103 OK con
la matrice contenente i nuclei ad alte temperature, & 1°K, ed immersi in campi
magnetici di circa 20.000 G: metodi di polarizzazione dinamica. Cid implica che il
sistema di nuclei sia termicamente isolato dalla matrice ad 19K, ovvero i tempi di
rilassamento dei nuclei debbono essere i pilt lunghi possibile, Naturalmente que-
sta richiesta non & verificata nelle molecole con gradi di libertd rotazionali. Per
esempio, il tempo di rilassamento spin-termostato del Deuterio ad una temperatu-
radi % 19K & ~5 sec, quella dell'idrogeno % 2 sec a campi di qualche KiloG,
mentre un nucleo pud essere considerato termicamente isolato quando il tempo di
rilassamento & dell'ordine di 10° sec.

Comunque & da notare che, mentre nella polarizzazione dinamica si richie-
dono tempi di rilassamento spin-termostato molto lunghi, al contrario nei metodi
statici & utile avere tempi di rilassamento corti, cosicché l'equilibrio termico tra
spin e termostato ¢ raggiunto in un tempo ragionevole, A questo proposito ¢ interes
sante 1'idea di Kbnig per polarizzare staticamente 1'idrogeno molecolare. B

2.1, - La polarizzazione dinamica, ed il ruolo della interazio-
ne dipolare magnetica., -

I1 metodo di polarizzazione dinamica permette il trasferimento della pola-
rizzazione eletironica ai protoni. Poiché 1'elettrone ha un momento magnetico circa
tre ordine di grandezza pilt grande di quello del protone, la polarizzazione dei pro
toni &, a parita di campo H e temperatura T, tre ordini di grandezza superiore ri-
spetto al suo valore di equilibrio Boltzmaniano. Nel caso di spin 1/2 si ha:

= . H.I_I_ = . -5 _:E._I_ s 3
P tanh ( BT ) tanh (6.7 x 10 T ), elettroni
p = tanh (10"7 -'-I,i—), protoni.

I un campo di 20 KG e una temperatura di 1°K

P

- tanh (1.34) = -0.,87
tanh (2 x 1073) = 0,002

i

Mediante la polarizzazione dinamica, a campi magnetici relativamente bas
si e temperature ordinarie, si possono ottenere polarizzazioni corrispondenti al



caso statico in cui (H/T) £ 107 G/°K.

La possibilita di trasferire la polarizzazione elettronica ai protoni risie
de nel tipo di interazione esistente tra queste due specie di spins. Invece di esa-
minare i vari tipi di interazione che possono dari luogo alla amplificazione della
polarizzazione » per un sistema di spin, fissererno 1'attenzione su di un particola
re tipo di interazione, la interazione dipolare magnetica statica; essa opera essen
zialmente tra gli spins immersi in una matrice solida cristallina,

Lo studio degli effetti di questa interazione nella risonanza magnetica ha da
to luogo ad una vasta ed interessante letteratura sulla fisica dello stato solido.

I1 concetto di temperatura di spin ¢ stato affinato, non solo, ma esso si @
dimostrato indispensabile per trattare il magnetismo e spiegare certi effetti non
ricondubibili alla vecchia teoria della risonanza magnetica, la cui data di nascita
¢ sita negli anni che vanno dal 1945 al 1949 con i lavori di Block, Purcell, Pound,
Bloembergen,

Si & avuto un nuovo impulso ed una vastissima letteratura specie dopo i la
vori di Redfield (1955), Abragam (1958), Provotorov (1962), Goldman (1964), Bor
ghini (1964).

Non si vuole con ¢id ridurre il vasto argomento ed alcuni titoli, ma ci sem
bra che per il loro tramite sia possi bile raggiungere una discreta comprensione sul
1'argomento.

Per quello che ci interessa, ed & un limitato argomento, consideriamo il ca
so di momenti: magnetici di spin tra cui operi una interazione classica dipolo-dipola,
Tra i due dipoli:

(2.1.) B = -ty S e Ar=-hy 1

opera l'energia di interazione:

(2.2) E = -2 (ET) (B T)

ove r € la distanza tra i punti fissi in cui sono siti i due dipoli.

Al fine di analizzare in dettaglio 1'effetto della interazione penseremo 1'in-
sieme .di spin con fattore di Landé isotropo. Cid al fine di non appesantire la tratta
zione, il caso di anisotropia ¢ sostanto pill laborioso.

L'Hamiltoniano di interazione & utilmente scritto in coordinate sferiche (r,
0, #) ed in funzione degli operatori di spin, Poiché supponiamo la interazione statica
le coordinate spaziali sono indipendenti dal tempo. L'Hamiltoniano assume la for-
ma:

Yo ¥
(2.3.) Jedd = s-———-3I f’§ﬂ12(A+B+C+D+E+F)
.d. .

ove

A=SI(1-3cos39)
z' 7



- 1 . 2
B = -Z(S+I_ +8 1) (1-3cos”0)

3 . -if
C=- 5 (S+Iz + SzI+) sinB cosf e

D=—§(SI +8 I )sin@cos@ely)
2 -z 7 -

(2.4)
E-=- -Z(s+1+‘> sino " 2f
Fe-3(s1) sinZge™ 21
L'Hamiltoniano totale del sistema, quando si introduca un campo statico, &:
(2.5) # =-hyHs - hyHI + Jc‘fd.d-

Prendiamo ¢ = 10 A si ha:

Ys V1

3
r

,ﬁz

% 6 x 10722 erg; }'s“ﬁH ¥ 2x 10—16e‘rg;

)’I’BH & 3x 10719 erg

quando H = 10,000 G e avendo considerato, elettroni S e protoni I. Percid, per cam
pi sufficientemente elevati, & lecito risolvere per gli autovalori e le autofunzioni di
(2.5) trattando X d.d. come una perturbazione rispetto ai valori Zeeman non periur
bati. Indicheremo con M il numero quantico magnetico dello spin S e con m quello
dello spinl, e porremo S = 1/2 eI = 1/2. :Gli autovalori non periurbati sono:

(2.6) E(M,m>) = -h y HM - h y{Hm

in corrispondenza degli stati ]M,m) s;quando Y = y_ siha degenerazione,
E(f-,+>) = E(}+, ->), altrimenti si hanno i livelll non perturbati:

E(}-,-> )= 1/2hH( Yo+ VD)

E()-,+>) = 1/2hH( 7, - 77)

E(l+, ->) = 1/2nH(- YR )

E(l+,+>) = 1/2nH(- ¥ g- 1)




I vari termini della interazione J& d.d. hanno effetti importanti che & utile
vedere in dettaglio con 1'ausilio della teoria delle perturbazioni.

Poiche %d. d. & indipendente dal tempo non pud indurre transizioni tra i
livelli dati da (2.6), ma dalla teoria delle perturbazioni indipendenti dal tempo si
ha:

- I'energia dei livelli non perturbati & modificata, il nuovo stato perturbato al se-
condo ordine ha energia:

E(lai'>)'=E( la>)+ <ai | %d.d.lai\} +

@7 + 2 |<e51%q,0.1 a5>]°
i# B a>)-B(l )

- mescola gli stati, i nuovi stati perturbati alprimo ordine, risultano una combma
zione lineare degli altri:

o 7 L0 Eag Lo

{2.8) a.™>
it E()ad)- \a >) ]
ove | @;Y indica lo stato perturbato I, m>ISIMO 4 eperoia (| ad>) =

B M, m> )dsimo'

Cosi, per esempio, lo stato perturbato ‘ +, +> diviene ad opera del mesco
lamento:

<H-Hg gl B>
E(l+,+>)-E(l+, ->) e ->

L, > = fa+> +

<"+|Kd~.d.\‘ + 4>
E(}+,+>)-E(} -, +>)

boy +>

Lol ¥g g ) 24>
E(l+,+>)-E(1 -, ->)

V-5

ed analogamente per gli altri stati, e la determinazione dei nuovi stati perturbati &
ricondotta al calcolo negli elementi di matrice, Una volta introdotti gli operatori di
spin tramite le (2.4) si hanno i valori finiti degh elementi di matrice, che riassu-
miamo per comodita:

‘<M, m‘SZIZ\M' m'> = Mm 6M,M' 6m’]m!



10.
<M, miS + 1, 1M,
<M, m| S I |M' m

! =
<M,m\si1q,11v1,m'>

m'> = [(S+M)(STM +1)]

m'> = [ (L+m)(Tfm+1) ]

12

M,M' 6m,m‘
1/2 s
m,m‘il M, M!

1/2 _ 1/2
T(S+M (S+M+1)] M,M'il [(I +.m)(Iim+1] ém,m'Il
<M,m! S+I+|M',m"> =
T - 1/2 /2
= [(s+msFM+1)] Snt, M1 [ (Lm)(1Fm + 1)] O on,ent 41
ove 01 p ¢ il simbolo di Krobecker.
f—,=>
[=. ‘+> \
FIG. 4 - Le frecce indicano sola
mente la connessione tra gli sta-
ti non perturbati ad opera dei va
\ ritermini di &4 4.
"//ﬂ ‘+/ ->
a2

b4, +>

Si hanno cosi, le regole di selezione che aprono nuove vie di transizione
quando € introdotta una opportuna perturbazione dipendente dal tempo. Precisamen
te i vari termini di # 4 q agiscono sull'Hamiltoniano non perturbato, caratteriz-

zato dai valori di M ed m, nel seguente modo:

A; AM =0, Am=0

B; AM=+1, Am=7F1
40 2{1

C; AM—’%~ , Am 0
(0 g -1

D; AM {_1, Am—{ 0

E; AM=1, Am-=1

F;: AM= -1, Am-=1



11.

come si ricava dalle (2.9). Nello schema di fig. 4 sono mostrate le connessioni tra
i vari stati non perturbati ed i termini di 204 d. responsabili delle regole di sele-
zione, I termini A connettono gli stati con se stessi (non sono stati indicati nella fi
gura), il loro effetto & quello di modificare l'energia degli-stati di una quantita mol
to piccola, alcuni ordini di grandezza inferiore alla energia Zeeman. Percid quan?
do si parla di energia dei livelli si intende la ener gia non perturbata,

I termini interessanti di Jedn d. che aprono nuove vie di transizione e sono
quelli che permettono di effettuare la polarizzazione dinamica sono:

BesS,I, S_I; E o< S,I;Fes S I

Per il loro tramite sono ora permesse transizioni di frequenza v, = wg+ ¥ . e
V_ = ¥g - 971. Gli stati del sistema sono approssimati nel modo seguente:

Lo > = 1o, => + 2% o>

Lo, > = 1., 4> - A - >
Vi, > = |, > Axl ++>

T+, > = 4+, +> + b+, -S>

(2.10)

poiche gli altri termini sono ordini di grandezza pil piccoli, essendo Ys x103 71,
e ove nelle (2. 10)

. yﬁ H
(2.11) A =:13-sin0 cos0 elﬂ -—33__-::: _Yoc
r H H

ove Hj,. & il campo locale prodotto dali'elettrone sul nucleo,

Vogliamo ora esaminare la probabilitd di transizione indotta alle frequenze
vy e wv_. La teoria delle perturbazioni dipendenti dal tempo al primo ordine da la
probabilita di transizione nell'unita di tempo tra lo stato | K> e lo stato Il h> sot
to 1'azione di una perturbazione dipendente dal tempo H(t), espressa dalla formula:

(2.12) w = g(w )(2'15)"251\/[

12
(K~ h) Kh

ove g(7) & la densitd spettrale di frequenza » attorno al centro della riga spettra-
le e Mgy = <K|H(t)] h> & l'elemento di matrice che connette gli stati [K)ed |h)>

sotto 1'azione della perturbazione H( t) di frequenza h-1 Eyn- La probabilita di
transizione indotta puramente elettronica &:

W+, +> =, +2) =W+, ->=>]-, ->) =
(2.13) = cost. | <+, +1H{E) | -, +>)?
= cost. | <+, - H{t)] -, >12

Mentre la probabilita di transizione indotta a freguenza V4 & ¥4 sotto 1'azione del



12.

la stessa perturbazione é&:

W(l+, +> = -, => ) = cost. 1<+ + VHE)] -, ->12
cost. l6+ + +al+ -)BH(t)h-,-> + %) —,+>>12
= cogt. ‘(’H“H(t)i -=2 + )vx<+,-lH(t)‘ - => t

(2.14)
+ }*<+,+!i H(t)] -, +> + }.xlx<-,+]H(t)l .2

cost, ‘{'2 lx‘<+, - {H@) ] --}‘2 + termini in 12 }'

Confrontando (2.13) e (2.14) si ha:
(2.15) W22 AFPW 4> i, D)

eseguendo la media spaziale nel quadro di (2.11) si ottiene (<sin29 cos20> = —1—25) :

3 Hloc

- 9 2 ¥
(2.18) W——l-a( Y W)

H ]

lo stesso valore troveremmo per la transizione a frequenza w»_ tra gli stati |} -,+>

e |+ ->.

Notiamo la proprietd seguente, essa verra utile in seguito. L'Hamiltoniano
di interazione pud essere diviso in due parti %d;d_ = # O + HO0 gye la parte
2o =h2 ’s YI/r3) A commuta con 1'Hamiltoniano Zeeman Z = - y A HS, - y{hHI,,
mentre la parte HA00 = vflz( Ts yI/rS)(B+C+D+E+F) non commuta con Z,

Formiamo 1'Hamiltoniano Z + X °° = Z°° e confrontiamo autovalori e auto-
funzioni con I'Hamiltoniano Z. Dalle (2.7) e (2. 8) si ricava che: la differenza tra gli
autovalori o le autofunzioni perturbati e gli autovalori o le autofunzioni non pertur
bati & dell'ordine: -

Hloc 2
E( 1 a>) - E(l a>) or ()

m——— (8]

- 1
la> ~lay < 5

Cioe le energie degli Hamiltoniani 79° e 7 differiscono al secondo ordine in H

H
1oc/ ’
mentre le autofunzioni differiscono al primo ordine nella stessa quantita.

Come si @ visto una mairice cristallina contenente elettroni e protoni in in-
terazione dipolare esibisce uno spettro di risonanza ai valori del campo magnetico:’

Y
H=H; H*=H (1+-—)
o - o=y

mostrato in figura 5,a). La figura 5,b) mostra la rivelazione dello spettro degli ioni
N3 diluiti nel sole diamagnetico LagMgg(NO3), + 24 H,O.
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£ f (W) [+-> 2.2, -Schema della polarizza-
ls+> zione dinamica, valutazione
degli ordini di grandezza dei
parametri di orientazione,cog
") dizioni necessarie, -

A\

/7/ \}\

I-->

A campo magnetici. sufficiente-
ke

mente elevati e per ioni paramagnetici
diluiti si ha: Energia Zeeman ioni >»
7> Energia Zeeman protoni >> energia

5 di polo-dipolo. I livelli magnetici sono
Ho = 8100 ¢ caratterizzati dai valori di energia
%843 6%4  B(M,m) in ordine zero, menire i termi
Te 42 *kx

ni del tipo S,I_, S 1., SI, S_I,permei
tono il simultaneo ribaltamento di uno
spin elettronico S ed uno spin protonico
I, quando siano combinati con un campo
elettromagnetico inducente le transizio
ni,

)

Al limite, per una sufficiente am
piezza del campo e.m. inducente, le po
polazioni tra due certi livelli divengono
uguali. Poiche il numero totale dei nu-
meri di occupazione dei livelli & costan
te si ha un riarrangiamento delle popo?
lazioni tra tutti i livelli. Il rapporto dei
numeri di occupazione tra due livelli &
determinato dal rapporto giromagnetico,
? , dal campo magnetico, H, e dalla tem
peratura, T, -

FIG. 5 - Derivata dell'assorbimento pa
ramagnetico nel sale LazMg3(NO3)2 X
X 24H,0 + 1% Nd con le tre risonanze ai
campi magnetici H_, H,, H,. (V. Mon-
telatici - Lab, Naz. Frascati).

I livelli energetici sono schema
tizzati in fig, 6, Dy, Ng, ng, ny. Lafigura mostra il rapporto di popolazioni
dei livelli nel caso che tale rapporto-sia Boltzmaniano, oppure non Boltzmaniano
(ciog quando il campo e.m. rende uguali le popolazioni Ng = ngoppure n 4 = ng),
I valori limite delle polarizzazioni sono stati determinati sotto particolari condi-
zioni. Lo scopo finale ¢ il trasferimento della polarizzazione elettronica ai proto-
ni, Il campo e:m. di frequenza w»_ = Vg - vy(wy = vy + '"I) induce transizioni
N.—-» Ny, n_~» ny(N_— N,, ny.— n_)via la inierazione dipolare. Se ora
imponiamo che il rapporto di popolazioni elettronico rimanga Bolizmaniano, si ha:

N3 ny ( ﬁ ys;H)
= = eXp -~
o n, KT
mentre per effetto del pompaggio deve essere:
n n
.——2— =1 (._4_. = 1)
oy oo
ovvero
N hy H n
() = exp (- S -
N_. 'B KT n
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N+) - ( fllﬁf{__)-fi'_ %
('1'\1'__B"eXp " TKRT "y

Louilibrio  non  Bollersnisno

. Pom, io Sl freguenze
Eguilibrio Y% -V p299 3’ Vs
Boltzmanisne Ny =lz=9 Ny=Np=d

44> 4 X m epf-s) exp(-4) 1
s 1
dref) | = T 7 exp(-A) 1 expéd)
A \V S
a
|| _ |
%) n:  exp(-s) 1 exp (a)
l‘é %) ' n, 1 exp (4) '
(Na=tls ) » (N2=Ny) . _
a ‘/71 +772 '”:‘/70 - s -A 4
»b’; Ho A e b 8sHe
&= ~%r , d4=- r

FIG, 6 - Equilibrio Boltzmaniano € non Boltzmaniano,

42 5 2l
KT ? KT

Il pompaggio alle frequenze «_e v, trasferisce la polarizzazione elet-
tronita ai protoni, S =1/2, I =1/2.

Questo effetto dovuto all'azione del campo e.m. inducente & contrastato dal
rilassamento termico degli spin che tende a ristabilire 1'equilibrio Boltzmaniano.
Affinché cid non accada & necessario che il numero delle transizioni di rilassamen
to termico elettronico siano molto superiori a quelle indotte, cio: -

-1
‘Fs > W(») sec-1

mentre il numero delle transizioni di rilassamento termico dei protoni siano mol-
to inferiori a quelle indotte, cioé:

-1

;< W(v) secul.

T

Cid comporta che: v AT condizione necessaria per avere i valori di polarizza
ti di fig. 6.

Nel caso del LMN, il sale drogato gia preso in considerazione, si ha:
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2
"ﬁy y H
1
Wi )m A%W(y ) x (297 2 51
r H_ AH

ove AH 2 5 G & la larghezza della riga dello speitro elettronico, Hy >« 102 G &
la ampiezza del campo e.m., poicheé r 2210 A, 4 = 10-3 per H =10.000G.,
W(v_)>5 sec™! alla temperatura di circa 2°K, ed i tempi di rﬁassamento hanno
valore, Ty = 102 sec, Tp 2103 sec. Dati sperimentali che verificano la con-
dizione necessaria richiesta per il trasferimento della polarizzazione.

Il metodo esposto per determinare la polarizzazione ideale & un metodo li-
mite(zo). Esso permette di ottenere il suo valore come ordine di grandezza. In
realtd i fatti si svolgono in maniera piti complicata ed & necessaria una analisi pit
accurata del fenomeno; per cercare di avvicinarsi ai valori sperimentali. Comug
que & un metodo di larga applicabilitd, come esempio verra applicato al caso di
spinI = 1ed S =1/2, caso per esempio del LMN cresciuto in D50, poiche & ora
I>1/2 si calcoleranno gli ordini di grandezza dei primi due parametri di orienta-
zione, cio@ la polarizzazione e I'allineamento. In approssimazione zero i (25+1) x
x (2I+1) livelli energetici della coppia elettrone e nucleo sono schematizzati nella
fig. 7.

Pompaggio slle frequenze

Eqilibrio L Vs #
. P =12 g =2
Boltzmanisno 773 =N 7y =N
[ -» fls =exp(A-25)  expl-A) 1
$.0 Ps=exp(-A-8) 1 exp(-A)
p
lé‘"’%} T ! Ny=exp(-A) exp(4) exp (-24)

W Ew oW Bw

%9 T Ns=exp(-26) 1 exp(8)
4,0 L& Nz =exp(-§) exp(4) 1
I$,+0 2R 1 Ny exp(24)  exp(-4)
o ms-nng(ns—nf )._26, .44 .34
> i
ple el el 2. &, & 7.3

= Ush H - Srh He
a= 6KT: 0 b= rm;

FIG, 7 - La stessa di Fig. 6, maconl=1, S=1/2,



16.

L'equilibrio Boltzmaniano & immediatamente ricavato; quando il campo e.
m. satura le popolazioni alle frequenze ¥ _( #,) si ha: ng = ng (ng = ny), ponendo
ng5 = ng = 1 sotto la condizione che le popolazioni elettroniche non mutino il loro e
quilibrio Boltzmaniano, cioé

hy H
=exp(-‘—§,,—r‘—"

=]

5 o

)

:s!::
o

w

i
™
'si hanno 1 valori delle popolazioni segnate nelle colonne di non equilibrio Boltzma
niano.

Si nota che la polarizzazione py dello spinl = 1 & inferiore al 70% di P,
mentre nel caso I = 1/2 avevamo Py = Pg, inoltre l'allineamento py € al qecondo or
dine in A . Inoltre essendo presente il termine quadrupolare (I > 1/2) si ha una
interazione che riduce fortemente il valore del tempo di rilassamento spin-termo-
stato; allora la richiesta di avere i nuclei isolati dal termostato @ infidiata. Mi-
sure di polarizzazione dinamica su deutoni in cristalli diamagnetici hanno dato va
lori dell'ordine del 10% controe il 70% misurato sul protone.

3.1. - Teoria dell'effetto solido con righe molto strette. -

Si deve notare che polarizzare i nuclei significa raffreddare o riscaldare i
medesimi rispetto al termostato. Cio@ i nuclei si portano ad una temperatura T =
=+ T ')’I/ ¥s) essendo la loro frequenza di risonanza Yr2mw = Y{H,, e T la
temperatura del termostato; questa interpretazione ulteriormente mostra. che il lo
ro contatto termico con il termostato deve essere molto debole, cio& il tempo di
rilassamento ¥y, spin-termostato molto lungo. Al contrario gli elettroni, doven-
do mantenere la distribuzione di Boltzman, manterranno un buon contatto termico
con il termostato, cio# il tempo di rilassamento Ty dovra essere molto corto.

I nuclei hanno un rilassamento che avviene via gli elettroni e questi ultimi
rilassano via i fononi al termostato. Queste considerazioni di carattere qualitati-
Vo possono essere rese quantitative impostando le equazioni temporali nelle quali
compaiono i fenomeni di rilassamento termico e quelli indotti dal campo e.m. ; cid
é stato fatto e si rimanda al paragrafo 3.3 per la trattazione dettagliata, Qui ci li
mitiamo a scrivere le equazioni accoppiate di p e p(21) per i nuclei e gli elettroni,
esse sono:

N 2
- +== -
1-P P+=fg (1-P°)

i N -1 ' -
= (p-py) [2w; +=— BT J*ZW (p+P)
o) l. I n S 1 +'1'\'T'BU P/P + :t
n [0} -
@ -1 o 8 > -
_p=(1:>-p)}-'r ( + )}4— ZW (P + p)
L % itae P/P, 1+BoP/P_ ¥ o=

ove W+ ¢ la probabilita di transizione indotta dal campo e.m. di frequenza v, =

= Y571 Yy Nil numero degli elettroni ed n quello dei protoni, P, € Py sond’i va
lori di equ111br10 Boltzmaniano'delle polarizzazioni dei nuclei e degli elettrom ri-
spettivamente; gli altri simboli sono costanti di cui vedremo il significato.

Queste equazioni sono valide quando le righe dello spettro elettronico, alle
frequenze ¥4, ¥, € wv_, sono estremamente strette, cioé delle & di Dirac.
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Le equazioni sono non lineari in p e P, perd possoho essere linearizzate sot
to la condizione:

vt o n
T, n

8%1-p%) (14 o) — o,

esse allora danno la soluzione stazionaria

+ ‘UIW(’V:)
" - o
14+ '!'IW( 'V-T-) ’1 ‘}'—N- —r-—-_

I

ove 6 = (T;/ T )(E4/E 1) & il termine di "phonon bottle-wach", 171: = gg({l+o)e
il tempo di rilassamen?o spin-termostato.

E' questo il caso del doppio effetto; per W(» ) — oo

_ P + P
p=+ o r— 5 o) >
T . -
1+ °"%g 1T+87(1 +a)1 P)
N %
I
0 La fig. 8 da p, v.s., P, per alcuni valori di 8 2(1 + ¢ ), Si nota che nei ca
si g(1+0)<1¢& Bg4l+o )(1-P(2)) < 1 ed il minimo valore di p & maggiore di Po/z.
ap
] a) of(18)=0
b) =2
| c) =2
d) ey
e) =40

P= =T (198) (7-50)

R

S
N

FIG. 8 - Andamento di p in funzione di P, a vari valori del parametro
x= B

2(1+0 ).
Al contrario quando § 2(1+ ¢ )>1 la curva di polarizzazione & maggiore di
Po/2 solo per valori di P prossimi ad 1.

Si deve dire altresi che: mano a mano che 52(1 + ¢ ) diventa grande,
t’:/ 7 si discosta dal valore limite zero. Cid vuol dire che 'v’; diventa sempre
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pid lungo e, anche se 7 non varia molto, questo fatto implica la sempre minore
possibilitd di effettuare la linearizzazione nelle equazioni accoppiate. Questo im-
plica che il sistema S di eleitroni & sempre pili disaccoppiato dal termostato e quin
di sempre pitt difficilmente cede fotoni al termostato. Di conseguenza il sistema di
elettroni si scalda portandosi ad una temperatura maggiore di Ty (temperatura ter
mostato); come risultato P < P, e quindi la diminuzione di . In definitiva le cur-
ve e), d), ¢} di fig. 8 non hanno significato in quantc non & pid lecito fare la linea-
rizzazione delle equazioni accoppiate. Esse al pili possono darci un limite supe-
riore delle polarizzazione.

3.2, - Brevi considerazioni sul rilassamento degli ioni para-
magnetici,

Si & visto che ai fihi di ottenere alte polarizzazioni giuoca un ruolo fonda-
mentale il tempo di rilassamento e degli ioni, v g, e dei protoni, 7. Le condi-
zioni migliori sono ottenute quando 7y —» @ e 74 —> 0. E' percid necessario
conosceré i processi ed i valori di questi tempi di rilassamento(22), Questa ricer
ca & stata compiuta essenzialmente dal gruppo di Jeffries, egli ed i suoi collabora
tori hanno raccolto una vasta quantita di dati su ¥ g e ¢71in funzione del campo
magnetico e della temperatura nei cristalli ionici; qui si da solo un brevissimo cen
no sui vari tipi di rilassamento. h

Nei cristalli ionici, per esempio nel LagMgg(NOg);g x 24H50 + 1% Nd, lo
ione Nd ha uno stato fondamentale 419 /2 che in presenza del suo campo cristallino, a
causa della doppia degenerazione di 7 Kramers, da luogo ad un insieme di doppiet
ti. Questi doppietti possono essere risolti mediante un campo magnetico, si ha co-
‘81 lo schema di-livelli energetici di fig. (9).

e i
;S [ 290
’ Rt T o0
4
4 /
I‘*/z /'
[P S——
\
JonE LIBERC *
\\
M SIT————
A Il’ ——
‘\\ ,I
— “
[\Y
A > - -
1
\ — Ib>
S— tay 2
N / H L ASSE CRISTALLO
AVl [

CAMPO CRISTALLING

FIG. 9 - Schema livelli energetici dello ioni Nd diluito in LLMN.

11 livello inferiore a basse temperature € il pidl popolato ed & quello sul qua
le-si osserva la risonanza elettronica, o meglio dello ione, insieme con le due ri-
ghe satelliti dovute alla interazione dipolo-dipolo tra lo ione Nd ed il protone della
acqua di cristallizzazione.
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I1 sistema di spin, o meglio gli ioni paramagnetici, sono immersi in una ma
trice cristallina le cui vibrazioni termiche sono rappresentate dal sistema di fononi,
cioé da un insieme di oscillatori propri del reticolo. Gli spin sono accoppiati ai fo-
noni per mezzo di un Hamiltoniano fenomenologico il quale agisce come una pertur
bazione dipendente dal tempo e produce i salto da uno stato all'altro. A seconda del
la distanza energetica tra lo stato fondamentale dello ione e gli altri stati superiori,
lo. Hamiltoniano fenomenologico induce transizioni tra questi stati. Percid a secon
da dell'elemento dragante, per quantitd e specie chimica, e a seconda del sale si
possono avere processi di ril assamento pitt o meno importanti. Questi processi por
tano il sistema di spin all’equilibrio Boltzmaniano alla temperatura del termostato -
e determingno il rilassamento degli spin secondo lo schema di fig. 10.

Lo schema di fig. 11 mostra il comportamento degli spin e dei fononi a se-
conda del processo di rilassamento termico, che dipende dalla temperatura. La di
pendenza & tale che si hanno intervalli di temperatura in cui uno deéi processi & pr—é
ponderante rispetto agli altri. Nel processo diretto si ha la emissione di un fonone
quando lo ione salta dallo stato Zeeman di energia pin alta a quello Zeeman inferio
re, la energia del fonone € uguale alla separazione Zeeman, Nel processo Orbach
interviene un livello di energia {C) superiore ai livelli Zeeman dello ione, il qua-
le per passare dallo stato superiore all'inferiore (Zeeman), assorbe un fonone sal
tando al livello (C) dopodiché emette un fonone decadendo al livello Zeeman inferio
re. Nel processo Raman, il salto dal livello Zeeman superiore all'inferiore & com
piuto tramite due fononi presi nell'intero spettro fononico con la sola condizione

5
ll |
i
1: RELAX, RELAX, t
SPINS | FONO N/ Ll TERHOSTATO
| Sp.—= ph. ph TERNOS. |
i
! !
U U |
RULASSAMENTO  SPlY —= TERMOSTATO
FIG. 10 - Schema del rilassamento termico, 74 = v (spin - fononi) +

7 (fononi ~> termostato), nella zona tratteggiata sussiste uno o pili dei
processi di rilassamento menzionati nel testo.

che la loro differenza di energia sia uguale alla energia Zeeman,

La fig. 12 da la dipendenza di % g in funzione della temperatura T.

E' chiaro che appena i processi di rilassamento divengono di ordine supe-
riore, cioe¢ processi Orbach e Raman, le equazioni di evoluzione per elettroni e
protoni divengono complicate e di non facile interpretazione.

Limiteremo, nel seguito la deduzione delle equazioni di evoluzione al caso
del processo diretto,

3.3, - Teoria dell'effetto soliddo dal punto di vista termodina-
: mico., -

Si considerano N spin (S) dello ione ed n protoni (I) nell'unita di volume,
tra di essi operi una debole interazione dipolare; tutte le altre interazioni non so-
no considerate.
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' PROCESSO

COMPORTAMENTD

5 PN

ponon:

EMESS!. &), A SSORDLITI (’a)' ¢

" pirerTO

oRBACHK

RRMRNV

Sf’ TTRO
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FIG, 11 -*Schema di
fononi neéi processi di rilassamento,

compertamento degli spins'e-dei

PROCESSO ornheh
" , , AnAN
puassamenzo |PRETRL RANAN
RN BN _
Lo ray /1 ] ‘
wpCir) oy al B/
-4 ] - o 'T' o = it (0w .
Vgs T / 7. '%/T—' rTvz
' ' / T e
/ g
U TﬁY T ,
o'r T R % e T

“FIG, 12 - Leggi di dipendenza di 't
temperatura a seconda dei vari processi di rilassa-

mento,

infunzione della
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Gli spin sono immersi in un reticolo cristallino le cui vibrazioni termiche
possono essere rappresentate da un sistema di fononi. Percid si suppone esista una
interazione tra gli spin ed i fononi, la quale & capace di indurre transizioni casua-
li nel tempo che portano ciascun sistema all'equilibrio termico Boltzmaniano ad u
na‘temperatura T o del termostato. Quando tutto il sistema & sottoposto ad un cam
po magnetico, Ho’ sufficientemente elevato, le energie Zeeman sono pili grandi
della energia dipolare, cosicché 1'Hami ltoniana di spin pud essere scritta:

(3.1) %,= lr |55 -5 _- v hI-H_

ove S ed T sono gli operatori di spin, y=g Brﬁ-l ¢ il rapporto giromagnetici dei si
stemi (S ) ed (I) rispettivamente, con ¥g < 0 e Y1 >0, ge il fattore di Land$,
il magnetone di Bohr,

n® b o - Sotto queste condizioni (28 + 1)(2I + 1)
4 3 ? stati sono possibili per l'interp sistema, es
/7;’ : l++4+>  si sono rappresentati in figura per S =1/2
ed I =1/2. La presenza della debole intera
zione dipolare, X gp» © le vibrazioni termi
™ y che permettono transizioni tra un livello di
ﬂa oy =-> s . s s
energia e tutti gli altri; esse sono responsa
nyF | =y bili di quatiro rilassamenti aventi le seguen
4 guel
i di s i :
Y_ \)s v 4 i regole 1A=elezmne
FIG. 13 - Schema livelli energetici  (3.2) & 4Ms=%1, Amy=0
non:perturbati, b) A mp =+1, Amg =0
c) Amg = Am; = +1
(3.2)

d) Amg = - Amy=+1

come gid visto precedentemente,

I casi c) e d) sono transizioni simultanee, i casi a) e b) sono transizioni degli
ioni e dei protoni rispettivamente. Quando il sistema & irradiato da un campo elet-
tromagnetico di frequenze v, = vy + %1 con il vetiore magnetico perpendicolare
al campo statico H, si hanno Transizioni indotte di tipo ¢) e d).

Per poter scrivere le equazioni di wate che regolano la evoluzione dei due
sistemi operiamo come segue(zo’ 21),

« Gli ioni ed i protoni del sistema sono distribuiti in quattro gruppi di coppie

ny = Nini’ secondo la energia di ciascun 1:'Lvello(23: 24).

Se E; =h Hy( 1 7glmg - 71mp), con mg=+1/2edmy=+1/2ei=1,2,3,4
¢ l'energia del livello iSMMO, la funzione di partizione &:

s

%
n

B, i
exp (- ._.i..)

(3.3) z, = —

KT
n, !
i

o

ove T, ¢ la temperatura del termostato.

La quantita n? ¢ relata alla energia ed al potenziale chimico, ¢4, dalla
espressione statistica:

ﬁj o |
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OF; *
(3.4) __x:—s ,ui=Ei+KT010g n,
an]
1
ove F, = - KT _log Z; ¢ l'energia libera, del livello 190 1.3 relazione di Gibbs &
applicabile al sistema,
4
(3.5) T dS=du+aw - 2, p* ant
o] i=1 1 1

ove dW @& zero perché il campo magnetico & costante, e le somme danno la produ-
zione di entropia interna dovuta alle transizioni fra un livello ed un altro alle tem_
peratura T,.

Allo stato stazionario si ha:

dmjk
ds R i
(3.6) (@ int. =~ T, L @ 0

Consideriamo ora le transizioni di tipo a) come reazioni chimiche:
(3.7) n, =% n_, n, == n

esse sono equivalenti a prendere in considerazione la reazione N_ == N, due vol-
te.

Esse danno luogo alla produzione interna di entropia:

d(n*-n}t) d(n:":--n:’b
48, L g e py— B (g -y —2 A
at'int.s "2T_ | M7 AU T a Bg By T

(3.8)

_ nN °
TTRT (wg - py) P

ove NP = N, - N_, ed ¢ stata usata la proprieta dei potenziali chimici di essere non
indipendenti, cioe:

(3.9) Ba- Hg™ gty
In perfetta analogia, considerando le transizioni di tipo b), si ottiene:

dS) - nN

(3.10) (3 hint1 2TO'

(y- p)p

ove np = n, - n_. Percid la relazione (3.6) prende la forma:

(3.11) D, =77 |- Flrgm #y) Bk, - ul)]

int.
0
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D'altro canto, tenendo presente che la variazione temporale(25) delle nib
sono funzioni delle probabilitad di transizione termica Wij % LT delle probabilita
di transizione indotta dalla radiazione elettromagnetica W

Z (n’.tw.. - n?bw}.) + Z, ’W..(n}.t~ n?t) ,
P B B T

it

(3.12

La forma esplicita di (3.6) &:

4 dn:,t
ds ~ i i
& int, =T Z' bi—& ©
o i=1

¢
" - _ﬂ{( SR [N(n- Vo1 T PWyg) + (N VN AW -

(3.13) ' ‘
(N+n+w32 N_n_wzs) + W+(N+n_-N_n+) - W_(N+n+ - N_n_) +

+ oy - ”3)[n(N+w31-N-w13) (N n_w,, - N_n+w14)

+ (N_'_n+w32 - N_n_w23) + W+(N+n_ - N_n+) + W_(N+n+ - N_n_)]}

ove si @ fatto 1'uso delle geguenti relazioni:

w Wy W

21 V4 W31 =W

127 Vagr W13 T Wagr W31 T Wy
e della relazione (3.9). Inoltre si & posto:

Wy m Wy =Wy W =W, = Wos

che rappresentano le probabilita di transizione indotte alle frequenze w, = vyt

e'v='vs—v1

I

11 sistema di spin (S) & in contatto con il termostato tramite le vibrazioni del
reticolo, i meccanismi ricordati al paragrafo 3.2 sono responsabili del trasferimen
to di energia tra es si,lo scambio di energia tra i fononi ed il termostato & supposto
avvenire in un tempo caratteristico % .

Un sistema di oscillatori, modello di Debye, & preso a rappresentare il si-
stema di fononi 81 quale 1'energia & data dal sistema (S). Tale meccanismo & de-~
scritto con un processo del primo ordine, processo diretto; esso ¢ dominante alle
basse temperature, Come gia visto in tale processo un fonone a frequenza vy @
creato quando si ha un salto di spin tra uno stato di energia pit elevata ad un al’cro
stato di energia inferiore.

Se il flusso di energia dagli spin (S) ai fononi & maggiore del flusso di ener
gia dei fononi al termostato, la temperatura del sistema di fononi aumenta a valo-
ri T > T,, processo di phonon bottle- neck(26. 27, 28). Percid le probabilita di tran

£
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sizione per il sistema (S) sono funzioni della temperatura T, ovvero:

w W

(3.14) 13 . 31 = qw
L) Vg
RS A
ove -
(3.15) h() = L
: 2nhw
exp(—gr ) - 1

¢ il numero medio di eccitazioni fononiche a temperatura T e frequenza v .

La interazione, nel solidc ionico, dei protoni (I) con i fononi & molto debo-
le e percid trascurabile. Il rilassamento & dovuto agli ioni (S); comunque un rilas-

samento extra ¢ supposto di esistere il quale porta le popolazioni al corretto equili
brio Boltzmaniano a temperatura TO, cioé:

2mh v 2ahy
(3.18) w,, exp (= I) = w,, exp (- —-————I—) =w
: 12 2KT0 21 2KTo I
Le transizioni simultanee tra (S) con il I accadono alle frequenze Vg = Vot 'VI e
Vg = Y4 - v, percid si ha:
o (anwl ) 1 v et Z“EWI_) 1 o
14 S¥P TRRT T 41%%P = ToRT vy Bw
o  hi—) 0 h(——)+1
T T
(3.17) 21&’!11'1 1 Zn’fwl 1
W, o exp (- ) = w,, exp ( ) = B'W
23 2KTO h(‘q’,I—T) 32 ZKT0 h(—:'I-;t)ﬂ

Le quantita ¢ e B in{3.14) e (3.17) dipendono dalla interazione dipolare ione-pro
tone.

Supponiamo ora che il numero medio di eccitazioni, alle due frequenze la-
terali, sia uguale ciog:

h() = him) = 0% ()

e per comoditd scriviamo h( #4/T) = 'h*( v/ T).

Usando le relazioni (3.14), (3.16), (3.17) si esplicita la relazione (3.13)
nella forma:

4 *
dn
1 i _ .Nno_ ) .1 -
(3.18) - _To 21 =,1 il ——ZTO (Ml - 2) {—(p-po)cosd[zw][- 8 W(_P*x_P(’v);]'F
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+ W+(P-p) - VV_(P-!-p)}- -2-1\%1— (,u,1 - ,u,3) '{ - aw(-—l-g-— -1)-cos d (l-ppo) X
‘ o *
(3.18)
x p'w (55— - 1) + W (P-p) + W_(P+p)}£ —-g% by )19} Hpg- w {0}
%% o)

Questa espressione sara usata ponendo, con oftima approssimazione, cosd =1 e
1-pp, =1 ove:

2mh v v(Mc )
0 = N S 2.4-10,"5 L s
2KT T(OK)
e
v v
(3.19) -—]PL—= 2n™ (%) + 1 --Pi—= 22 + 1
%3k %

Confrontando le (3. 18) e le (3, 11) si ottengono le equazioni differenziali
(3.20) p=9, P=-¢
Al fine di eliminare P, e Py si considera il bilancio energetico tra 1'energia Zee

man, l'energia dei fononi e 1'energia data al termostato alle frequenze ¥ g e v,
si ottiene:

d [ % %s % 'Vsl _ P 1 1
o [p ) 0] 20 = - 00 (- D - )
o * o 3
(3.21)
d [ %% D =% 7 P 1 1
ol [ LA G SR PR P S 1)
dt T T0 Pxx P0 Px
ove
E ; ;
o = vz _3 “Energia Zeeman
T E T Energia fononi
g ph 8
PO
ge— =T e
w s
(3,22)
E, =2xhvoA [h(—-—"——) +-1—] sohve ———
ph d T 2 2P

E =2ahyN-—-2
Z 2

In queste relazioni @ A @ il numero di modi oscillatori nellabanda A con densi-
td @, e si sono fatte le¢ approssimazioni
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Ez(v.)f‘l‘E("ﬁ) E (v )~2E

s z ph’ s ph(v)

dalle (3.18) e (3.21) si ha il sistema di equazioni differenziali:

2

dp w 1P P+Ble (1-P7)
- Et' = (p-p,) [Zw + gl 5 , +W_(p-P)}+W_(p+P)
o 1+8 OP/P0
(3.23)
¢
+ %—% =(P- Po) _1;_ a + 'B l+ W+(P_p)+w_(P+p)
1+ aa P/P0 1+ aP/Po

(21)

ove, si pud dimostrare mediante un calcolo microscopico che:

- per il sistema (I)

i N
B=—78
- per il sistema (S)
2
(1- 332 ' 432
.4 e LRI A 3
(1+ Ze.)” (1+ Ze.)
] J
la somma & su tutti i protoni.
Anslogamente porremo
. _ N . ‘
W +( vt vI) == B-wW( ws) per (I)
WH(v +v)= gWiw) per (8)

3.4. - Linearizzazione., -

Il sistema di equazioni differenziali & non lineare, ma si pud linearizzare
tenendo presente che al limite p -~ + P. Cioe si ha il trasferimento totale di pola
rizzazione dal sistema (S) al sistema (I).

Sotto la condizione limite dalle relazioni (3.4) si ha:
(3.25) (pg- w)t(py- p)=2ah(w + v)
percio i rapporti di popolazione sono:

n_ { o yl’)—ZWh v

n, _ KT0

(3.26)

I—P%i- I N::M-
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+( Wo- y,l)_tZJ'M‘i Vg +2n8 Vg
= exp P exp (—_—_—-——_‘_) =
KTo (“3‘ ”’1)__’0 KTo
+ 2mh vy
(3.26) = exp (—————)
KT:t
* —-—
-1'_1_:2 = .lji = e;;pt (Hs-p’l) s vs‘][ exp (" G Ys
nj N KT 4 (pgopy) =0 To

Esse mostrano che il totale trasferimento di energia & possibile golo se:
(3.27) Bg- u >0, By~ by =+ 2ah( vsj-_vI).

T* =+ TO(‘iﬂI/ ¥g) & la temperatura assunta dal sistema (I), la cui frequenza di riso
nanza ¢;, mentre il sistema (S) rimane a temperara T, del termostato alla frequen
za di risonanza #¥g.

Percio, nei limiti di validita di 3.27, si pud scrivere

P . . 2
(3.28) B2 i, 1-P = 1-P

D'altra parte da (2.18) e da (3. 25) deve essere

2ah( v vI)

(By-ty) = —F 55 =0
14— —2
Tax P-pg

(3.29). ‘ s

+ 2mhi( v +vI)
(" -t )= —_ s—
2™ K1 T & P-p
s
1+"—I‘—-
I o

- +2mh ( vt vI)

che sono soddisfatte (se wy ® 0) quando

N
T % - 3(1- P7)
(3.30) 2. — 0

T
I _ o _I___B

14a06 1+f8¢

Dalle (3,23} si ricava nel caso di linearizzazione:
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2 i
(1-PI)(1+ Blo)
5 RS R o _-1N o2
(3.31) T, =TS B [ T+ fio =T, — pQ-P)

che & indipendente dal parametro ¢ di phonon-bottle-neck.

-1
-1 1{ 1+ o(1+af o ) -1, -1
= T~ & ]
(3.32) Tox=Tg [ 1+2aB0 T+ )

mentre Ts & affetto da fonon bottle-neck.

Infine la soluzione stazionaria di (3.23) &:

. - N
p (1 +T 4 BW) FT - BWPy

T %

n s* N .
1+ (1 N ——TI—-)TI—I-I— BW

¥ .
Po Tsx BWp
1 + TS:t ﬁW

4.1, - La teoria moderna della risonanza magnetica. -

Il problema della polarizzazione dinamica & stato impostato e risolto nel pa
ragrafo 3.3 sotto un certo numero di ipotesi che qui riassumiamo.

1) La larghezza delle righe dello spettro ionico assimilabili a delle § di Dirac, in
pratica una richiesta meno forte & che la larghezza della riga centrale sia mol-
to minore della frequenza di Larmour dei nuclei,

2) Non esistono rilassamenti (wy = 0) che by-passano il rilassamento dei nuclei tra
mite gli ioni.

3) 11 sistema di spin nucleari isolato termicamente dal termostato ed il sistema di
ioni in stretto contatto termico con il termostato, Ty / T ¥ 0.

Le richieste 2) e 3) in generale possono essere soddisfatte scegliendo oppor
tunamente le sostanze su cui operare, ma la richiesta 1) non & riscontrabile nella
pratica. Il fatto che le righe dello spettro ionico siano state assimilate a § di Di-
rac, mentre hanno’tina larghezza ben definita e non trascurabile, gia ci dice che la
teoria svolta, non solo, & approssimata, ma addiritturaj non tiene in conto 1'effetto

di campi locali.

Il campo locale & strettamente legato alla interazione dipolo-dipolo e la par
te secolare della interazione, #€ % | determina la larghezza della riga. Inoltre, ad
alte intensita del campo elettromagnético inducente, la teoria della risonanza ma-
gnetica di Block, Bloembergen, Purcell, Paund non spiega gli effetti osservati spe
rimentalmente proprio a causa della sua non considerazione dei campi locali. Un
effetto vistoso della discordanza tra la vecchia teoria ed i fatti sperimentali & che,
ad alte intensita di irradiazione discoste dal centro della riga, si ha un aumento
del segnale di assorbimento paramagnetico ed un forte restringimento della riga,
¢id & contrario alla teoria,
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Redfield nel 1955 nell'intento di spiegare(9, 29) questi effetti ha ipotizzato
la esistenza di una temperatura di spin in un sistema di riferimento in cui 1'Ha-
miltoniano del sistema conserva l'energia. Questa temperatura & postulata diffe-
rente da quella del termostato. La teoria spiega i fatti sperimentali; essa ha dato
luogo ad una vastissima letteratura (teorica e sperimentale) anche se & necessario
effettuare approssimazioni dovute alla impossibilita pratica di risolvere le equa-
zioni della teoria in termini finiti,

Come gia detto, il "goal" della teoria consiste nello scrivere 1"Hamiltonia
no totale del sistema di spin in un riferimento in cui esso conservi 1'energia, do-
podiché si introduce 1'ipotesi di Redfield,

Supponiamo di avere un sistema di spin, S, (30) tra di essi agisce la intera
zione dipolo-dipolo, e siano immersi nel campo magnetico:

(4.1) H(t) = HK + C; H;, cos mt + CoHyy sin ot

ove K, Cy1, C, sono i versori del riferimento fisso nel laboratorio di assi (z, x, y)
rispettivamente, ® = 2w v sia una frequenza prossima alla frequenza di Larmour
@, = f Y¢Ho, con Hy sufficientemente grande, per esempio, 104 G.

L'Hamiltoniano del sistema &:

¥ =t Yq [HSZ + HI(SXcoswt + Sysmcot)]-!-

'(4. 2)

2
1,2 ys 2.5 T = =
+Z’h ~;—§(1_3cos 0) *_3SZSZ -8 s] + & (1)

Ove1l'Hamiltoniano di interazione & stato separato nella parte che commuta con S,
e nella parte che non commuta con S,. Questo Hami ltoniano, ¥ , dipende esplici-
tamente dal tempo, percid non conserva l'energia. La soluzione agli autovalori por
ta a risolvere la equazione di Schr8dinger:

h ey _ v,
(4.3) —;37:*301/’

i

ma se operiamo la trasformagzione ¥ = exp(-ia)tSZ)’tp* al sistema di riferimento ruo
tante con angolo wt al tempo t'si ottiene:

h v E Og . %
Tt B gL S, s ] v
1 Yzhz 3 —_— %
(4.4) +3 ~Sg(-scos’0) [35,5, -5 3] v

* %
st e mT et w2t ye*

Nella (4.4), trascurando la parte dipendente dal tempo, cioe % *(t), si ha un Hamil



30.

toniano indi :Eendente dal tempo, la cui soluZLone agli autovalori & data dalla solu-
zione di ¥ XY* - py* ; I'Hamiltoniano # X conserva 1'energia. L'hamiltoniano di
interazione & stato troncato e sono stati tralaseiatii termini non invarianti per ro
tazioni attorno all'asse z; cioe & stata ritenuta la parte invariante:

2.2
Ms—u 3cos20)(2s s,-5'5)
I‘

(s}
(4.5) LT

;M’—‘

Si nota che, ad alti campi magnetici, il termine (’hz)' / rd)e 1'energia di interazio
ne tra due paramagneti a distanza r , mentre l'Hamlltomano Zeeman da, per e~
nergia magnetica 2 )'S'ﬁ Ho’ e poiché r =20 A si ha che: E(interazione << E(Zee-
man) nel sistema del laboratorio e quindi a parte i suoi effetti quantistici pud esse
re trascurato. Al contrario, nel sistema di riferimento ruotante E(Zeeman) =

=h w s - fw @ dello stesso ordine di grdndezza di E(interazione), percid nel si-
stema di riferimento ruotante il termine % d.d, non pud essere trascurato,

Percid in assenza del campo e.m. inducente l'energia & conservata nel si
stema di riferimento ruotante come pure & conservata nel sistema del laboratorio.

Quando & introdotto il campo e.m. all'istante t, l'energia & conservata so-
lo nel sistema di riferimento ruotante. Percid, allo stato stazionario, deve valere
la seguente relazione tra le energie medie (non vengono presi in considerazione i
transienti che accadranno in un tempo prossimo a tgy):

° H, =0)=E (mw x°

(4.6) E (w-wO"%d.dn’ 1

R.R. H,10)

d.d.’

Prima della introduzione del campo e.m. il sistema di spin & in equilibrio
termico con il termostato a temperatura T, la matrice densitd, che determina la
distribuzione di popolazione nei livelli di energia, & quindi:

A e
(4.7) = exp(——]%?[-:—) \{TR exp (- ET—) }
o o

Per la determinazione di Ep i al tempo t, prendiamo la matrice ridotta:

%

= exD (o o Y & ] o
(4.8) 0 = exp ( )& 1 RT

KT
e]

e W=+ rgHS,.

Dopo un certo te'mpo, allo stato stazionario, si stabilisce una nuova distr_i_
buzione di popolazione alla temperatura T # T,; la matrice densita ridotta & ora
Y *
(4.9) e® = exp ( s PR
: eXP - T KT

E' questa l'ipotesi di Redfield, cioe il postulare una temperatura della distribuzio
ne di popolazione degli spin nel sistema di riferimento ruotante diversa da quella
nel riferimento fisso.

E' immediato calcolare-i valori medi
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Py , %
L% E=0> o <% (m f0)>

rispettivamente al tempo t, quando si introduce H‘l’ ed al tempo t >> ty quando Hy=
=cost.: '

L * x(H1==O)> = TR {_Q %*(Hfo) %

h ysHSz @ g o
=TR{(1 —-—-—R—T—‘-—“ &YS(T_H)SZ-FRd,d]
o s

- 868+1)

2
KT_ h ws:( ms"w)

<% *(H1;50)> = TRSLQ *Jd'*(H] fo)}
(4.10) '

_ , [ o o .
= TR {(1" k yst(—z h H)SQ:+H1SX] B %d.d.)

;g o 1
. d:l b ¢ [E'T - H)SZ+H1,SX:] + & )}

d.d. KT
8
_ 32 2. 2 2] 1
=.% [(ws-w) + ml + wL BT S(S+1)
ove op, = [TR(®G g )]%/[TR(52)].
Indicando con a = 1/KT e @10 = /KT, si ha:
€.11) « ms(ws-w) . oo -o)
’ [ 22 2 7

, 2, 2

~-0)"'+ o+ -
L0 (o -o)+e+ol (o -0)+o,
espressione che da la funzione a(®) nel sistema di riferimento ruotante (vedesi
la fig. 14), l'approssimazione fatta ¢ lecita in quanto nei solidi ®; & molto pic-
colo essendo il tempo di rilassamento spin-termostato sufficientemente lungo.

Questa esg)ressione e stata ricavata mediante un ragionamento estremamen
te semplice(31’ 32) e con metodi matematici ordinari, ma. essa & una espressione
limite nel senso che una opportuna ampiezza H1 del campo e.m. rende uguali le
temperature delle energie Zeeman (nel riferimento ruotante')‘(ws - w)Z/T, e della
energia di interazione, m2 /T. Inoltre.si & supposto tacitamente che il rilassa-
mento termico fosse assente, cioé consideravamo un sistema di spin isolato.

E' chiaro che un trattamento rigoroso deve tenere conto non solo della va-
riabilita di Hl’ ma pure dell'effetto del rilassamento termico.

Provotorov nel 196 2(10), per la prima volta, ha dato una trattazione completa
del problema della risonanza magnetica, dando luogo ad una vasta letteratura suc
cessiva che pud denominarsi: teoria moderna della risonanza magnetica,
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FIG. 14 - Andamento della (4.11)

A= Wy =

[
CY

|

0,
£

4.2, -1 risultati della teoria della risonanza magnetica di Pro
votorov. -

La vecchia teoria della risonanza magnetica da, per la differenza di popolazione di
due livelli energetici tra i quali il campo e.m. induce le transizioni, 1'espressione:

(4.12) —d‘it- nt) = - 7’8 mglo_-0) + [no . n(t)] T’

ove n, & la differenza di popolazione all'equilibrio Boltzmaniano Ty il tempo di ri
lassamento spin-reticolo, g(®y~® ) la forma della riga di risonanza normalizza-
taadl.

Allo stato stazionario si ottiene:

n0
(4.13) ne—292

1+WT1

ove W= ¥ ZH?ng(mo- ®) & la probabilita di transizione indotta alla frequenza @ .

In un esperimento di risonanza magnetica la grandezza osservata ¢ l'assor
bimento di energia dovuto alla variazione di popolazione in un circuito oscillante
accordato su @ ,. La potenza assorbita &:

2

bhw)

(4.14)  # honW(a,-o) = f%"_no 1+¥T * g N 1XVWT
o

ove N ¢ il numero totale di spin.

Nel caso WTy << 1, i = )ﬁwo/z (noW) che & la situazione comunemente os
servata nella risonanza magnetica a piccoli valori di H1 ma all'aumentare di H
la riga di assorbimento dovrebbe allargarsi e ridursi in ampiezza secondo 1a (4.14),
e tendere al limite o (w = ) = (Txa)o/ZTl) ng-



33.

Al contrario l'esperienza mostra che, per valori sufficientemente elevati
di Hl’ la larghezza della riga di assorbimento si restringe acquistando una forma
Lorentziana. Questo fatto & spiegato dalla espressione dell'assorbimento data da
Provotorov:

(4.15) % =———-n W

T h2
1+WT1{1+(6¢) —w)? =L —~]
o ’I‘1 mz

' 2
ove T & il tempo di rilassamento della energia di interazione dipolo-dipolo e ;.
¢ il sécondo momento della riga legato al campo locale,

Si nota che per WT{>> 1:

2
11 9L
+o T} n2 hon 1
(4.16) " 2T o 2 2
' (@ -0)°+ L &L o 1 (o)
) T2 2
1 (o)

che ¢ una Lorentziana, essa per ® = @ dail valore limite dato dalla vecchia teo
ria. Inoltre per WT << 1, ancora si ha il risultato della vecchia teoria dato dalla
(4.15). I risultati limite ad alta e bassa potenza concordano tra le due teorie, la
vecchia e la nuova, ma quest'ultima prevede 1'andamento intermedio, oltre a dare
una diversa visione del fenomeno della risonanza magnetica.

Al fine di specificare il significato della (4. 16) e come essa venga collega-
ta alla (4.11) che esprime la temperatura di spin nel riferimento ruotante, segui-
remo i punti fondamentali della teoria di Provotorov.

L'Hamiltoniano indipendente dal tempo che descrive il sistema di spin S
nel riferimento ruotante &:

— N O
(4.17) H = h( o -0)S, +¥ 5 +h rGH, S,

In assenza del campo e.m. (a)l =z J'SHl = 0) tra i valori medi dei restanti termini
non pud aversi scambio di energia in quanto essi commutano.

Poiché il termine irradiante,  S,, non commuta con alcuno degli altri
termini di (4.17), esso rende necessario lo scambio di energia tra i valori medi
di ciascuno dei tre termini in (4.17), dovendo essere conservata 1l'energia totale
dell'Hamiltoniano. Se allora il termineh y gH;S, & piccolo esso pud essere consi-
derato una perturbazione il cui effetto & quello di eguagliare le energie degli altri
due termini.

La matrice densita ridotta & allora:

%
(4.18) 0 = {:1 _R(Zeeman) _-d.d. } + o

KT KT
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ove ¢ & un termine non diagonale, il quale & trascurabile nella valutazione delle
traccie. Provotorov ha dimostrato rigorosamente che 1'effetto del termine irra-
diante tende ad eguagliare le temperature @ = 1/KT e f=1/KT, dando luogo al
la semplice equazione differenziale tra le temperature inverse: '

(4.19) Saw=-wlaw - pw)

La relazione differenziale d g /dt & subito ricavata; poiché la energia & conservata
deve essere:

—-d—{TR(@#C)} =0

dt
e[ty Yo, 72
= TR {- a A? Si - B(%g_d')z}
da cui:
4

2 _ d ' 02
dta(t) « TR(AS,))" = - a g(t) - TR (%d.d.)

percid usufruendo della (4. 8) si ottiene:
2
d A I
(4.20) T B () = —;——5 Wal(t) - B(t)]
L

avendo posto 02

2 _ T'R(?Ed.d.)
] 2,42 2
TR(S))h" 7

11 sistema di equazioni differenziali (4.19) e (4.20) determinano la evoluzione del
le temperature inverse, ¢ e B, nel riferimento ruotante.

Esse sono formalmente molto semplici e sono alla base della teoria moder
na della risonanza magnetica. Esse determinano la evoluzione delle temperature in
verse sotto 1'azione del campo elettromagnetico di ampiezza Hy, pil avanti verra -
introdotto il rilassamento termico.

' utile osservare che la introduzione di una matrice densita, in cui ogni
termine dell'Hamiltoniano ha una sua propria temperatura diverse 1'una dall'al-
tra, porta alla conservazione dell'energia bilanciando le energie medie dei vari
termini. Al contrario 1'ipotesi di una sola temperatura porta alla conservazione del
1'energia in un solo caso, quando A= o -0 =0, cioé esattamente alla risonan-
za. Infatti prendendo @ = 1 - a X deve essere:
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3 ot 2
{TR(o?e)} - i—{aﬁ[ TR(Sz)+TR(?€g'd' )]

dt dt
_ .2{ 1 da
= A4 cost, TS
i A =0 & =0

che per

j
|

A to & f0

E' utile scrivere le (4.19) e (4.20) nel sistema del Laboratorio. A questo
scopo si tenga presente che # (Zeeman Laboratorio) =*h ®sS,, # (Zeeman riferi-
mento ruotante) ="F1ASZ e poiche S, & invariante si ha: ¥ (z) = (og/A )H(R.R.),
relazione che deve valere pure tra energie medie: :

]
¥ (z.Lab. ) = —A—§’~<J€(R.,R.)>
ma-poiche i valori medi delle energie Zeeman sono:
¥ (z.Lab.)> = @ a

{ Y (z.R.R.)D

b
&
R

si ottiene la relazione tra le temperature inverse nel laboratorio e nel riferimen-
to ruotante

(4.21) o ap = Aa

Questa relazione permette di scrivere le (4.19) e (4. 20) nel laboratorio:

[4)) w
_Zi'c%‘ Gyt W ap-8)
(4.22) Az
d -—
g b -Wioga, - 4p)—
L

D'altra parte il valore medio della grandezza S,, proporzionale alla magnetizza-
zione, é&:

- - ]
<sz‘) = TR(eS,) = @ o _TR(S))

per cui si pud scrivere:

(4.23) —%(sz\,» = -wt<sz> -AB TR(,si)] -]_{sz\; - (sm)] T;1
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2
2, df _ 2| A 2 -1
(4.23) ATR(S)) 5~ = W[<sz> —A,BTR(SZ)] —-——wz - [,9- BO]ATR(SZ)-Tl
L

Nelle (4.23) espresse nel laboratorio si & assunto il rilassamento termico di < Sz>
al valore & SZOS di equilibrio termodinamico con costante di tempo T4; la quan-
titay = AB TR(Ig) rappresenta un termine proporzionale alla temperatura inversa
della interazione dipolo-dipolo, la quale as'sumiamo decada al valore Yo di equili-
brio Boltzmaniano con costante di tempo T,.

Le equazioni accoppiate (4. 23) determinano la evoluzione del sistema di
spin, esse sono le equazioni di Provotorov espresse nel riferimento del laborato
rio.

E' immediato determinare il segnale di assorbimento paramagnetico. Dal
lle (4.23) si determinano i valori stazionari che risultano essere:

. T] A?
_ WT )y, +<IZO> (1 + == — wT,)
, 1 ef
{17 -
Z f
T, A2
1+ WT,(1+ —— 22
1T, 2
L
(4.24)
yo+ <Iz>
y= y
T] 2
1+ —— WT
T, 2 1
L

La potenza assorbita &:

# ~howl[ds -y

(4,25)
:le TIW<Izo~>
T 2 T
1w, (14 2 1
17,2 T
1
L

Dalle (4.24) si deduce che: nel caso A =0 1'energia dipolo-~dipolo di interazione
non & cambiata, y = A 8 TR(I%) = 0, dopo che il campo e.m. & stato introdotto ed
il valore medio <1,7> tende a zero per W “ oo, come nella vecchia teoria,

Una gituazione completamente diversa sorge nel caso A ¢ 0; ora l'assorbi
mento di ciascun quanto di energia del campo e.m. & accompagnato da una varia-
zione della energia dipolo-dipolo, Questo processo porta ad una limitazione della
capacita di assorbimento da parte del sistema di spin, come conseguenza < IZ>
non tende pid a zero confronta con (4. 13) benst ad un valore limite per W—> .

La espressione (4.25) pud essere scritta in termini delle temperature in-
verse espresse nel riferimento ruotante, rendendo immediato il significato della
temperatura in tale riferimento. Tenendo presenti le relazioni (_IZ> = astTR(Ig)
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e a-= ((DS/A)aL, gi ottiene:
b =‘ﬁwW[(Iz§ - y}
(4.26) chow aLwSTR(Ii) -ABTR (12)}

=h wWATR(I:) [a - B]

Le equazioni di Provotorov espresse nel riferimento ruotante sono:

%=—W[a-3]»—[a-a(}i Til
<8 =wf—2——[a-8] - [8- 8, 7}
L

ove a,e B, sono le temperature inverse nel riferimento ruotante di equilibrio
termico. La soluzione stazionaria del sistema (4.27) &:

(4.27)

' 2
T A B
(14 =& —5 WT, )+ WT —2
T e 1 1 a
1 L o
a = ¢ e 7y
° 'y A
1+WT (1+ Fr— —— )
1 .['1 wz
. L
(4.28) T'1- AZ
B, -I--f,-T-—— --a—)-z‘ WTla‘
g = 1 L
2
——-—Ti 4 wT
T r
L
Trascurando Bo rigpetto a. « 5, otteniamo:
a
(4.29) a-§ = ——
. T, A
1+WwWr (1+ — —)
1 T @2
1 L

donde la potenza assorbita &, mediante la (4.26):

a
(4.30) # thow A TR(Iz) 2 5
T :
1
L4WT, (1 + —— ——)
1 T, o2

L



38.

e poiche a = (®4/A)a,e ATR(I? 2o = ATR(Ii)(wS/A)aLO =<1, siot-
tiene di nuovo la espress1one (4.14):

<1,.”
,}g =how : o

T
1+W'][’1(1+——1———é-2—)
Ty @y
(an) w
4KT . .
T, A
1+WT1(1 +—T— '—'-5—)

1 O

che & l'espressione (4.15).

4.3. - Fenomenologia del mescolamento termico tra due insie
mi di spin, condizioni necessarie. -

Al fine di far intervenire i campi locali nell'effetto solido e di conseguenza
superare la restrizione delle righe strette, presente nella teoria esposta al para-
grafo 3.3., dovremo usare la teoria di Provotorov,

Prima di affrontare questo problema & necessario indagare sul concetto di
mescolamento termico tra due specie di spin; in particolare ricercare le condizioni
necessarie affinché due specie di spin assumano una temperatura comune.

L'argomento esposto saré 3puramen’ce qualitativo e per una trattazione rigoro
sa si rimanda alla letteratura(3

Abbiamo visto,nel paragrafo 2.1, 1'effetto della interazione dipolo-dipolo tra
due specie di spin S ed I, Essa possiede termini, che combinati con un opportuno cam
po e.m,, inducono transizioni tali per cui & A mg = - A my = + 1. Queste transizio -
ni danno luogo ad un simultaneo ribaltamento di uno spin S ed uno spin I.

La situazione pud essere vista come una reazione chimica:
% * b 4 %
(4.31) aN, +bn_ z* a'N +b'n+

ove a, b, a', b' rappresentano le moli (divise per il numero totale di moli N+n) del
le specie chimiche Nf, n., NI, nf rispettivamente,

Supponiamo che la reazione chimica sia all'equilibrio termodinamico a tem
peratura T, allora deve accadere:

(4.52) (+S)' w - “f) - u

ovei u rappresentan%i potenziali chimici delle specie chimiche: N}_:, N,{: corrispon
denti al sistema S e n, n¥ corrispondenti al sistema I.

Poich? la reazione (4.31) avviene all'equilibrio termodinamico si pud applica
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re la equazione di Van't Hoff:

(4.33) ";f logx = —4—“—2
KT
ab N+ n_
ove X = = , e Au. &il calore di reazione. Esso espri-
a' b! N n,

me il fatto che: se a moli di N* e b moli di n* sono convertiti a temperatura e pres
sione costanti in a' moli di N"5 e b! mol1 di n¥ +s allora il calore trasferlto sara ugua
le alla entalpia finale a'h(Nx) +b'h (n.,.) meno l'entalpiainiziale a h (N+) + b h (nX). -
L'entalpiah = U + PV, ove U & l'energia,. V il volume che si trasforma nel campo
magnetico costante H, P la pressione che si trasforma nella magnetizzazione M,
si esprime nella forma differenziale:

dh = dU + HdAM + MdH = dU

e percio
N n
. . T ) N ) N N (=) SR 4 | S
ATV =UprU; = heby = o B Y i By - W By - W Bl O

(4.34)

N (8)_ |(S))

(1) (1)
” 2(N+n) (E - B )

sy Bs

Nell'ultimo passaggio si & fatta una approssimazione valida alle alte terﬁperature
(N_*® Ny ¥ N/2, n_®n,_= n/2).

Dalla (4. 33) si ottiene:

N,n

N_

-NAE . +nAE
(4. 35) S L

n
n_ = exp
+ ‘ 2(N+n) KT

La costante di integrazione della (4.33) & determinata per T = w0 e (N,n_)/(N_ny)=1.
Poiche per 1'equilibrio termodinamico a temperatura costante deve essere rispetta
ta la. (4. 32), dalle (8) paragrafo 3,3 si ricavano le espressioni:

Apg= AE(1 - T /Tg) A w = A Ef1 - T /T))

possono aversi due sole possibilita:

I due sistemi S ed I acquistano la temperatura Ts =Ty =T # ’I‘o con AES =
= AEI

b) Apg = Aur=o0
I due sistemi S ed I hanno la stessa temperatura Tg = Ty = T, con AESf'AEI.
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Necessariamente nel caso a) tra i due sistemi agisce una energia di intera
zione che bilancia esattamente le differenze di energia Zeeman.

Nel caso b) i due sistemi sono energeticamente distanti, per cui sono sepa
rati e la reazione (4.31) si sdoppia nelle due:

a Nf_ = a'Nx; b n}i = b'n}t

Per il caso a) si ottiene che i rapporti di popolazione dei due sistemi sonouguali,
ovvero i due sistemi acquistano la stessa magnetizzazione.

Nel caso N < n, deriviamo rispetto al tempo la (4. 35) sviluppata in serie
degli esponenti e passiamo agli incrementi finiti:

N n d(NAE ) d(nAE) )
-——q—-— —-—-—-——+ il = m ) ‘\-1" S I -
a N n, )=0 [2‘(N+H)T~ {' at AT
N n
- ] (AES) + - ) (AEI)
8 1
relazione che, per AE = AE_, da N/ Tg = n/ 7. Ciot 1'equilibrio a temperatura

T, & raggiunto se il numero def e transiz 1oni del sistema S € superiore al numero
delle transizioni del sistema I, o meglio se 7g<< 77,

Si conclude dicendo che: condizione necessaria affinche due sistemi di spin
interagenti, S ed I, assumano la stessa temperatura di equilibrio interno, ma non
di equilibrio con il termostato, e inoltre abbiano: la stessa magnetizzazione é che
la loro separazione energetica sia circa la stessa.

E' ora immediato vedere come sia possibile il raggiungimento di una tempe
ratura comune tra il sistema S di elettroni ed il sistema I di protoni. Infatti passa-ﬁ
do al riferimento ruotante con il sistema S e rimanéndo nel riferimento del labora-
torio con il sistema I, si ha lo schema energetico dei livelli di fig. 15. Le condi~
zioni per cui AEg = AEj sono verificate quando A -@;*0 e A +wy% 0, e poiche
nel riferimento ruoctante la temperatura del sistema S & espressa dalla relazione
(4.11), e inoltre gli elettroni hanno capaciti termica superiore a quella dei pro-
toni, in definitiva questi ultimi acquistano la temperatura dei primi, percio la po-
larizzazione del sistema I diviene:

o (0 ~0)

(4.36) p:/ W_0 = ¢ @ 5 S
I Lo I(CO m)z +C!)2
S” L

La espressione (4.36), quando A + @, =0, da

w?
= o <
P -tPoS 5 5 = PoS per coL<<coI
o+ el

& il caso del doppio effetto, quando il campo e€.m. ha una frequenza per cui non si
ha il massimo raffreddamento degli elettroni.

Infine immaginiamo di avere preparato il sistema S alla minima tempera-
tura (o massima) consentita dalla (4. 11) mediante una frequenza di pompaggio oppor
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b= =2

b+ => ™\

A
I +4+> \_E_/ l=+>

| ‘L < l+=>
! B '// |
1==> ~_
! > '
i s RS !
| I
| —?—\\\ !
| | !
= 4> ] : ] |+
/ | | |
f
| , I
| | l
| 1 |
| ' [
1 -
| | A A-wg-m'.;
((,)5_6_)) -ODJ:O W -e>=0 (ws-a) +ey=0

FIG. 15 - Schema energetico dei livelli non perturbati nel riferimen
to ruotante; E(1+)= E(1--ed E(1-+>) = E(1+-> ), dando luogo al
mescolamento termico tra il sistema S = 1/2 ed il sistema'I = 1/2,
alle frequenze ®= ®g+ ®7j. L'Hamiltoniano del sistema &: h¥ =
=AS, + oS + @l,. ’

tuna, la temperatura inversa sard Oyax = @g/2wy, se ora operiamo il contat-
to termico alla frequenza A - @y = 0, avremo:

che per @ << @y & maggiore di P,s.

E' bene notare esplicitamente che nel riferimento ruotante gli spin S sono
visti dagli T come un sistema avente uno spaziamento energetico prossimo al pro-
prio. Percid i due sistemi raggiungono una temperatura comune con magnetizza-
zione costante, d‘/dt(SZ + IZ) = 0, sotto l'azione di una perturbazione che permette
la reazione (4.31), cioe transizioni simultanee del sistema S e del sistema I.
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5.1, - L.teffetto solido risoclto. -~

I1 termine irradiante, ®j, nella (4. 17) & trattato come una perturbazione
che induce le transizioni di risonanza magnetica, La teoria di Provotorov dimo-
stra che 1l'effetto di questo termine & quello di eguagliare, allo stato stazionario,
le energie medie Zeeman e di interazione; cid ¢ concretizzato nella equazione dif
ferenziale (4.19).

Si tratta, ora, di applicare questo metodo ad un sistema composto da due
specie di spin, gli elettroni S ed i protoni I.

Poicheé dovréemo operare con il sistema di spin S nel riferimento ruotante e
con il sistema I nel riferimento del laboratorio dovra scriversi un Hamiltoniano
contenente un termine perturbativo che induce le transizioni simultanee capaci di
portare ad una temperatura comune i due sistemi di spin. Si deve ricordare che
nel riferimento ruotante la interazione dipolo-dipolo non & pil trattabile come un
termine perturbativo, essendo dello stesso ordine delle energie Zeeman.

Nel riferimento del laboratorio 1'Hamiltoniano & (d'ora in avanti scrivere-
mo gli Hamiltoniani in unita di frequenza):

o 00
= - - . Y %
(5.1) # oI + 08 - 2H (I + 78 ) cos ot + RSI ¥
o oo . , . : o
ove % + 7\‘3 = SI ¢ la interazione dipolo-dipolo, essa & stata divisa nelle

due partl la. secolare e la non secolare rispettivamente,

Consideriamo gli Hamiltoniani:

(5.2) ¥ =0l +0S +H; H -0l + oS
- 00 I'z s z SI z I'z s z

i loro autovalori differiscono al secondo ordine, e le loro autofunzioni differisco-
no al primo ordine in 2 (H; ./H,). Si pud applicare un teorema della teoria delle
perturbazioni secondo cui:

_ -iR iR
(5.3) %oo =€ (wIIz * wZSZ)e

ove R & un operatore determinato {a meno di termini di ordine superiore al secon
do in R, vedi appendice) dalla relazione:

(5.4) i[cu g+ o ,R.l ?&0"

che definisce 1'operatore unitaric §= exp(-iR). Tenendo presente il suaccennato
teorema si pud scrivere:

RO - ETERY ERE - gRHQ) s - @ pn[ @, B]

+ termini di ordine superiore in R.
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Tramite le (5.3), (5.5) si pud scrivere 1'Hamiltoniano:
(5.86) HE) = Elol + 0 S )EX+ (X )™ . 28 (7.1 + 7.8 )cosot
’ ' I'z STz SI 1"Tx 'Sx

Percid 1'Hamiltoniano effettivo sara:

X

AN ol +os +8S - §2H }'I+)’S)cosat§

o) \ :
wIIZ + wSSZ + %SI - 2H1cosa)t {( yIIX+ ySSX)+1 [R, (}’IIX+ ySSxfl}

In esso i termini superiori al secondo in R sono stati trascurati; inoltre trascure
remo i termini ( YI[ + YgS,)eos @t in quanto eccitano risonanze alle frequenze coS
ed wI lontane-da g - @7 nel riferimento ruotante.

Rimane da determinare il-termine:
V=-2i ]E-I1 coswt [YIIX + }’SSX, RJ

Esso deve essere determinato, tramite la (5.4) in modo che dia simultanei ribal-
tamenti degli spin S ed I, cioé deve avere la forma:

(5.7") aI+S_ +b][_S+

ove a e b sono costanti. Il calcolo lungo, anche se non complicato porta al risulta
to: .
H'l

Vg
(5.8) V~——}-I:T(a1+s_+b1_s+) cosmt

In definitiva 1'Hamiltoniano che useremo per descrivere 1'effetto solido diviene:

H, 7
o 1 S
= + + S . +
(5.9) p/4 ol + oS %SI 5 " (aI,S_+bI S Jecosot
0o I
Passando al sistema di riferimento ruotante mediante la trasformazione unitaria
A = exp(-i® 8 t) si ha:

%R.R. = mIIZ+(w -w)s +?€
(5.10)
]
X (a'I_*_S_ +bI__S+)

B' questo un Hamiltoniano i cui tre primi termini sono dello stesso ordine di gran
dezza che commutano tra loro, mentre il quarto termine & diversi ordini di gran-
dezza inferiore che non commuta con alcuno degli altri. Siamo nelle condizioni
per applicare la teoria di Provotorov; introducendo le temperature inverse:
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_];.__. =q _l_. = ___.!'..._ =
KT I’ KT S KT B
I S X

si associa all'Hamiltoniano (5. 10) la matrice densita ridotta:

. i o o
(5.11) e =l-a @l - “s“"s"“”sz“f’%sﬁg

ove © & la parte della matrice densita propria del termine perturbativo; nella va-
lutazione dei valori medi non verra considerata.

Questa scrittura della matrice densita ridotia associata all'Hamiltoniano
(5.10) non ci dice niente riguardo al fatto che la magnetizzazione {IZ + Sz} & co-
stante ad una certa temperatura costante. Come abbiamo visto nel paragrafo 4.3
cid accade quando A - w;=0e AES = AEj.

Si deve, percid, ricercare una matrice densita in cui compaia una energia
{Iz + Sz} é costante ove 6 = 1/KT, e T & una certa temperatura.

A questo scopo introduciamo l'operatore

p -7 . MTR(¥M)

(5.12) 5
TR(M")

ove M = {Iz + SZ} . Ponendo g - @ = A si ha:

TR(XM) = wITR(Iz) + ATR(S?)
z Z
- w ni(I+1) . ANS(S+1)
1 3 3
TR(M?) = TR(Ii) + TR(Sz) -

it

%"[NS(SH) + nI(I+1)1 =
per cui la (5.12) assume la forma:

= JE I o 1
P=al +AS {_uZ+IZ}(CQICI+ACS)+7:CSI+V ove

(5.13)

-1 3 -1
CI+CS—1, CI n(N +n) ~.

L'Hamiltoniano (5. 10) & quindi scritto in modo completamente equivalente nella for

Je P+ M TR(¥ 1\/_[1_

2

= (W, -A)%C 1 -C.8S {+(C e +C_A).
(5.14) TR(M") 1 S’z Iz} 171 7S

. Q o 1
{Iz+"’z-§+}QSI v
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All'Hamiltoniano (5.14) si associa la matrice densita ridotta:
Q = - - -
0 {IZ + ..)Z} 1 a(mI A ){CSIZ CISZ}
o
(5.15) ) -B# St

-6(Cw+<“A){I +S} + 0

ove il termine contenente la temperatura inversa 6 & costante; a parte questo ter
mine Q{_Iz +8,% & dello stesso tipo della matrice densitd (4.18). Quindi sotto 17a
zione della perturbazione V' si ha una evoluzione delle temperature inverse a e 5

come nella teoria di Provotorov, e potremo scrivere le equazmm differenziali
(4.19) e (4.20).

Basta esprimere a e f§ in funzione di age ajtramite le due matrici den
sita equivalenti (5.15) e (5.11):

(5.16) « (caI -A){CSIZ-CISZ} +6(CI¢UI+CSA) {Iz-i—szvs = aIwIIZ+ acSASZ

da cui:
(5.17) aCS(&JI-A)+ 6(CIwI+CSA) = aIwI
(5.18) - aCw;-8)+ $(Cw+CA) = a A

In definitiva facendo la differenza-e difféerenziando si ha:

Grwr-agAh de %0; Wi do  9%g A
(5.19) @ =—1 52 . dao_ . da _
) ©ooat dt Cilw-4)T ot dt  C{w -4)

Le (5.19) introdotte nelle (4.19) e (4. 20) danno il sistema di equazione differenzia
le che regolano la evoluzione delle temperature inverse ag, o B

daS CIW

it =T A [aw T agh- Bl A)]

da CS -
(5.20) T e, WLaIwI - egh - 3(‘“1'“]

48 . =5 (o A)[aw‘—aA Ble A)]

L
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Le (5.20) valgono per tempi di rilassamento infinito, e quando il campo e.

m. inducente interessa solo una riga dello spettro elettronico, cioé, come si dice,
per un effetto solido risolto. Questa trattazione pud essere ripetuta punto per pun
to al caso in cui la frequenza di pompaggio & & = Wq + ‘UI, allora l'operatore

IZ - SZ} & costante. Si ottiene lo stesso sistema di equazioni (5.20) facendo le
sostituzioni -A = -(4g + W) al posto di A = (Wg - W) ed indicando la probabi-
1itA di transizione indotta con W, e W_ rispettivamente alle frequenze g -
e Wg# wI e inoltre prendendo il termine (5.7') nella forma @ 1,5, + bI_S_ a cui
corrisponde un termine analogo alla (5. 8) dato da:

H I4
"o __!-_____S_ - -
V"= - - 7 (a1, +bIS).

o]

In definitiva si.ottiene, introducendo'i tempi di rilassamento, il sistema completo:

daS n Wi 1

_ _ wg
& N A ["‘1“"1+ “gd 'ﬁ(wf’A,)] lag-7 Bp)7g

da N Wi _ _ g
(5.21) & N @ [_“I“I+ “SA'B(“’I"FA)} -lep-8) 7,
W A
ET I S : 1
at " Ve T2 aWt agh - Blw +A)) -(B-8;) 7y
L

ove il segno superiore yale per W= Wg - @, e l'inferiore per W= Wg-+ Wi, i-
noltre a, = ﬁL(WS/‘A) & la temperatura inversa nel riferimento rotante, mentre
81, @ la temperatura nel laboratorio, W7y & espresso dalla relazione:
, TR
0. = e
CICS“N“

5.2, -L,a soluzione stazionaria.

Il sistema di equazioni differenziali (5.21) & risolubile una volta con W, ed
una volta con W_, dando luogo alla soluzione stazionaria per le temperature invers=
se dei protoni:

C, T W

A S 1+
a = a —— =
I ° @ n 'S wi-4
1+W+CSrI(1+_N_T)+(T) 'UdW+
I L
(5.22)
- g Wg Cq 1,
L ow T W~ A
1 n S 1 2
o |
1+W+CstI(1 N 71)+( wL )] rdW+
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per concentrazioni di spin S molto inferiori agli spin I, N <<n ed allora CS=(N/N+n)&
~ N/n, C; €1, inoltre quando A= Wg . W= g - (g wy), si ottiene:

wg (N/n) W,

(5.23) a = BL—L—U-I—- . s

1-+W+—H (1 -ﬁ—r—l-
Mentre la temperatura inversa degli elettroni &:

Tg 6UI -A 9 w
B w [1+W 7 CqtW, v.C - 71+( “7;—) T4 W, -C——ABL W] 7IW+

(5.24) aSA=

CI Ty XA,

LW T Cglt+ 5= S }_I')"L(_a_);—) TaV

Nel sistema di riferimento ruotante quando 4= W, Cg® N/n, C,* 1 si oitiene:

N

] a B =
(5.25) 3 B, Wy . >
1+W+1:I—;1—(1+_ﬁ71)

Se inoltre n/N (Tg/ 1:1) &1, si ottiene:

(5.26) Aas= BLwS

mentre per We>> 1 da (5.23) otteniamo:

_ _ n 7S,-1
(5.27) = AaS = 3st(l+~1§r—_%—1-“)

Infine la temperatura inversa della interazi one risulta essere:

Wb rg
(5.28) B=—g— = 4%
wL CI S

Essaper A= W;da §=0.

Dalla (5. 28) si nota che quando la frequenza di pompaggio ¢ esattamente cen
trata su di una delle righe laterali dello spettro elettronico, la energia di interazi§
ne non & mutata, cio& si ritorna al caso proprio della teoria di Bloembergen. Non
si ha raffreddamento o riscaldamento del sistema di spin S, infatti B = 0. Gli spin
S rimangono alla temperatura, T, del termostato. In questo caso l'energia dipo-
lo-dipolo non scambia energia media e non fa sentire i suoi effetti, a parte gli ef
fetti quantistici. In definitiva si hanno due punti di vista: dell'effetto solido: 1) tra
sferimento di energia del sistema S, a temperatura T, del termostato, al siste-
ma I. Essi stanno nel sistema del laboratorio, caso trattato nel paragrafo 3.3, pe



48.

rd @ necessario che le frequenze di pompaggio stiano esattamente al centro delle
righe laterali; 2) mescolamento termico tra il sistema S nel riferimento ruotante
ed il sistema I nel laboratorio. Naturalmente il secondo punto di vista comprende
il primo coine caso particolare.

Attualmente la sostanza a cui si pud applicare con buona approssimazione
questa teoria & il sole diamagnetico

L @,Mg,(NO,),

drogato con I"impurita paramagnetica N’égf. Questo sale ha uno spettiro elettronico,
fig. 5, sufficientemente risolto da .dare magnetizzazioni del protone sufficientemen

te amplificate quando la frequenza di pompaggio avviene ad W4 od w._.

© 24 HZO

) La fig. 16 mostra il comportamen
6004 Fo to della magnetizzazione protonica sot-
500 - to pompaggio costante in funzione del
campo magnetico, la caratteristica prin
400 - cipale dello spettro di magne’tizzazione—
300 - & la separazione dei due massimi, ol-
tre all'alto valore di polarizzazione rag
200 1 giunto & 30%. B
100 -
(.
T T T T T
- 400 FIG. 16 -~ Rapporti del segnale di pola-
-200 4 rizzazione del protoni sotto pompaggio
- 300 H.= 9100 G al segnale.dei protoni all'equilibrio Boltz
, maniano, nel sole LMN + 1% Nd.
- 400 - Vg = 34.34 6 <%
- 500 T 46K p =2.4x1070 32 TE Mle/s) _ o gog 4o-4
- 600~ o 1.6 (OK)
. l : : (V. Montelativi - Lab. Nat. Frascati).

T T
-20 ~10 o /0 20 30

Nelle figure 17, 18, 19 si danno alcuni valori sperimentali,

5.3. - L.'effetto solido non risolto., -

Nel caso in cui l'effetto solido & non risolto allora la frequenza di pompag
gio interessa tutte le righe dello spettro degli spin S e le equazioni (§, 21) debbono
essere completate da un termine che implica una probabilita di transizione indotta,
Wo, la cui regola di selezione & Ams =41, A m; = 0; non solo, ma saranno ope_
rati contemporaneamente le due probabilitd di transizione W, e W_.

Il sistema di equazioni di evoluzione delle temperature inverse & ora:

daI CS
& W opw- agd - plw-4)) -
(5.29)
Cs. ]

- W_[aIwI+ as.f.\ - B(wI+A)J - rI'](aI_ BL)
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FIG. 17 - Polarizzazione in funzione della potenza di pompaggio, nel sale
LMN + 1% Nd' (G, Baldacchini, V. Montelatici - Lab, Naz, di Frascati).
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FIG, 19 - Polarizzazione in
LMN +1% Ce (Swanenburg,
Van den Henvel, Paulis - Phy
sica 33, 707, 1967).
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FIG. 18 - Polarizzazione in funzione della potenza di pompaggio nel sale -

LMN + 3.5% Nd (G. Baldacchini, V. Montelatici - LNF),
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da W
S _ -1, S
@& " Woleg Bl Tglag- B 5)
(5.29)
2
a8 5w A" -1
at VVoc w? (GsTB)- T (B-By)
1L

La soluzione stazionaria di (5.20) &

A
BL+CST‘¥(W+-W-)VI(QIS-B]H.CS oW+ W )R
a =
I .
1+ rICS(W++W_)
AZ
1+W ¢, ~——s
ws ° 4 ¢y
(6:30 eg= bz A
1+Wo('vs+ vd—-——z)
CcC.w
I L
_Aa?
w Wowd C!.—U—g
R R —
L A
Az )
l-*'WO('t'S-I-‘vd';:—;E—_
I L

che da per la temperatura inversa dei protoni, avendo trascurato ﬁ_

wr 4

CqT (W, -W ) + Cq oW, + W )W_7d G E

- “s
A
[1+ rICS(W+-+W_)] {1 + 'Wo 1 1;S+ Td —————]}

2
. W
CI L

(5.31) aI =

Si nota che per W = Wwgq - @y si hanno termini supplementari in cui compare WO.
L'effetto solido non & pill piccato come nel caso in cui le righe sono molto strette,
ma assume l'andamento dispersivo; 1'esperienza & stata eseguita su La3Mg3(NO3)12X
x 24H90 + 1% Ce. Nel Ce le righe dello spettro elettronico sono sufficientemente
larghe da mettere in evidenza questo andamento (fig. 18).
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APPENDICE -
Sia 1'Hamiltoniano

(A.1) H=H0+V

ove Hy ¢ 1'Hamiltoniano non perturbato con £.d.0. Ysi e autovalori Ej;. V & un Ha
m11ton1ano perturbativo formato dal prodotto di una grandezza costante & per certi
operatori, lo scriveremo V = & H".

La soluzione di (A.1) nelle autofunzioni e autovalori & dalla teoria della per
turbazione:

<’!P |H"\ v '>
- _ oi oj
(A.2) Y= vy toe 3y BBy 0j

<y yu v S|?
an memge s gl oty 1TV
j E, - E,

Teniamo presente che il termine perturbativo connette stati per cui i # j, e non ha
elementi di matrice tale che i = j. Cio& i hanno autofunzioni al primo ordine in

¢ , ma non si hanno-autovalori al primo ordine in ¢ ; bensi si hanno autovalori al .
secondo ordine in &2

Per comodita scriveremo le (A.2) e (A.3) nella forma

= £ ) - & g
(A.4) Y Yo*rE LY i) Eo+(Eo) 112

ove con Eg si intende 11 piti piccolo dei valori EJ - E3; ¥4, e Ep sono gli-elementi
di matrlce dovuti a H"

Ci proponiamo di legare 1'Hamiltoniano H con 1'Hamiltoniano Hy tramite un
operatore unitario in un certo grado di approssimaziohe.

A questo scopo cerchiamo un insieme di f.d.0. della forma:

2

. = (1-i8- 2
(A.5) Vo= W = (1418 kL) Y

ove S & un operatore Hermitiano. Gli elementi di matrice di-H saranno (1 #3:

* -<is * ~-is / % is -is
= i = =
/¢i H¢jd1: /(e Y Oi) He wojdr Y Oie He wojd'r;

(A.86) "
= 1
/"I’ 0i H 'wojd'c

Si deve, percid, cercare 1'Hamiltoniano trasformato H' = eiSHe ™S,
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2 2
N
H'=el~'He13:(1+1s-§é-+...)H(1 --:"LS-§2—+ ...... )=
2 2 2 .
=(1+iS-—S;")(H-iHS-HS7)=H—]'.HS—H-S§-+
2 i 2 SZ i 2 1.2 2
(A.T) + iSH- - i SHS-'Z-SHS —--2-H+-£S HS+-4-S HS™ =

1

-1 -i|m, s8] +(sms - s u-sush Lsms® - sPms)

2

1 2.2
+=9
4>HS

Ora per confronto di (A.4) e (A.3) l'operatore S & dell'ordine di &/E, per un e-
lemento di matrice dell'ordine dell'unita; percid si arresta lo sviluppo ai termini
al primo ordine in S (cio® in e/Ey).

Si ha:

is

H =e> ge S

=H-i(ms)-w +v-ifm, s]-1 (v, s]

Il secondo termine V = ¢H" pud essere eliminato se prendiamo l'operatore S in.
modo tale che risulti:

= 3 Q
V=i [Ho, 5]
Trascurando il commutatore [V, S] , poiche & delltordine di sz, si. ottiene:

H' = H,

ovvero:
is iS

H +V=H=e¢e "H e
(o] (o)

Sviluppando in serie di S, si ha:
H +V=(1-18) H_(1+S) = (1-iS)N(H +H S) = H -iSH HH S-i2SH § =
(o] (o] 0 o [o] o] o] (o]
-H —i[S,H 1 +sms
(o] O . O

2
1'ultimo termine, dell'ordine di &, & trascurato; per cui si ottiene il legame tra
1'Hamiltoniano perturbato H e 1'Hamiltoniano principale Ho’ tramite un operatore
unitario al primo ordine da determinare con la relazione:

V=i [Ho, s]

La relazione richiesta in approssimazione al secondo ordine negli autovalori &
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- 13} = . o3
H—H0+ ¢H Ho 1[8, Ho-l

S

Prendiamo di autovalori dell'Hamiltoniano c—:‘iSHoei nella forma

2
= -+ +
E E0 eEl € E2

Avremo:

ove

is _ .
V=e  @,=(1-iS)y,

. _ . 2 .
(1- iS) I-I0 1P0—(Eo+ sEl + & .Ez) (1 -19) wo
H0 wo -i SHo 'wo = Eo ‘wo - 1E0 Swo + sEl ’!Po - e(sEzy)o+
S i
+ i SEzo wo +1E1S wo)

ove i termini al primo ordine in & sono identicamente nulli poiché gli stati con in
dici i = j sono nulli. Poiché al primo membro si hanno gli autovalori di H si ha che
la differenza tra gli autovalori perturbati e quelli dell'Hamiltoniano principale H,
differiscono per termini al secondo ordine in ¢ .
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