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I. - FATTORI DI FORMA ELETTROMAGNETICI DEL PIONE E DEL NUCLEONE, -
(A cura di P. Di Vecchia)

I.1.- Fattore di forma elettromagnetico del pione,-

Lo scattering elettrone pione all'ordine pill basso elettromagnetico & descritfodal
seguente grafico di Feynman: '
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dove p', p(k',k) sono i quadrimomenti finale e iniziale del pione (elettrone), q=p'-p &

il quadrimomento del fotone virtuale e j,‘ (x) [ j('ff)(x)_] ¢ l'operatore corrente elettromagne
tica del protone [elettrone] . La validita dell'eletirodinamica quantistica per processi in-
volventi solo elettroni e fotoni ¢i permette di scrivere j‘®/(x) nella forma usuale:

.(e),. porad
(I.2) Px)=e ‘{J(X) (x)
r v

che inserita in (I, 1) da luogo a:
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avendo sfruttato la proprietd di trasformazione sotto una traslazione degli stati e della
corrente:

(1. 4) ellep>=e1px ip); jM(O) =e1Px j(x)e-lPx
I

essendo P l'operatore che rappresenta il quadrimpulso totale del sistema, Integrando in
d4q (1. 3) diventa:

4
1.5) A=2F) f e pa(k) Y ulk) == <P I T (0)]p>
o B; \ﬁskok;) JI“

L'elemento di matrice (p’[j,.(o)[p) & funzione soltanto dei quadrivetiori p e p' che so-
no soggetti alle restrizioni p2 =p'2:M2 oppure delle loro combinazioni lineari q =p' -p e

,v
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P =p/" +p . Pertanto in maniera del tutto generale possiamo scrivere:

I

(1. 6) <p'fi (oNpd>= = {G(qz)q +F (¥) P (S
r \/4popa s +

Il fattore fuori la parentesigraffa & presente per ragioni di normalizzazione, F e G risul
tano funzioni soltanto di q2 che & l'unico scalare indipendente che si pud costruire a par-
tire da q, e P,, . La conservazione della corrente impone che G}(q2)=0 per cui 'elemen

to di matrice A diventa:

£ (p+k' -p-k) u (k') 'b‘,, (k) e
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Da tale elemento di matrice & possibile calcolare la sezione d'urto differenziale ew—>err
e collegare direttamente tale fattore di formafF(qz) con quantitd osservabili, Tale fatto
re di forma non viene perd misurato in esperimenti di scattering e X che sono assai diffi
cili da fare sperimentalmente, ma in esperimenti di elettroproduzione mettendosi in con~
dizioni favorevoli cinematicamente per esaltare il contribute del grafico

P
Tuttavia per valori di q2 space-like F(qz')' & molto poco note. La determinazione di F(qz)
ci da informazioni sull'elemento di matrice della corrente elettromagnetica:

(I.8) <p'li fp>=——=—= F( (@ +p )
+ \/4pop'o r ot
2

Notiamo che 1'hemiticitd della corrente impone che F(q2,) gia reale per valori di g° spa
ce-like, Infatti

(1.9) Yap, o, <o ljr () p>*=V 4p, . (Pljrw)l P>
comporta che
(1. 10) F(q?) = F¥(d)

La normalizzazione di F(q2) a q2 =0 sitrova osservando che l'operatore dicarica & dato
da:

(1.11) jjo(x)d3x - &

Valutando questo operatore tra due stati di pione carico cen momenti p e p' rispettiva-
mente si ha;

@.12) S d®x (PP (p'{ifo) p)= eLp'lpH=el2mw 13§ (p-p")

da: cui per q,_,;—> o siha:



(I.13) Ll ohpd=e
Calcolando la (I..8) per q,/:)o si-ha la'condizione di normalizzazione:
(I.14) F (o) =

Notiamo che mentre per il vertice in cui compaiono 2 elettroni non abbiamo alcun fattore
di forma perché l'elettrone & una particella puntiforme senza alcuna struttura al di fuori
di quella elettromagnetica e la sua interazione con il campo elettromagnetico & ben descrit
ta da una lagrangiana di interazione o[ = e'?;d’ ’}(J A ; nell'altro vertice compaiono due
pioni i quali oltre ad una struttura elettromagnetlca harmo anche una struttura dovuta alle
interazioni forti. Pertanto non & possibile spiegare le interazioni elettomagnetiche dei
pioni usando una lagrangiana di interazione del tipo of = 1eA (¢ 9 oE-gx 9 ¢J come po
tremo essere tentiati di fare perché alla corrente elettromagnetlca dei pioni contr1bu1sco
no attraverso le interazioni forti anche i campi degli altri adroni, Pertanto nel fattore di
forma F(qz) c'é tutta 1a nostra ignoranza delle interazioni forti,

Nel caso dell'annichilazioné di ete™ in 'ﬁ+11 ~ si pud procedere in maniera del tut
to analoga partendo dal grafico:

P e P

Pa Cet *,_‘Y—
e giungendo all'espressione seguente per l'ampiezza di scattering

(1. 15) A= e2r) £ (pr+p-k'-K) ¥ (i

q

>

16k, k'

Possiamo in maniera completamente analoga decomporre 1'elemento di matrice della cor
rente elettromagnetica:

TR, = 2. X 2
(I.186) <fp,p|]r'(o)lo>f~‘, /zG(q)P +F(q)q/\,.(f

e la conservazione della corrente impone G(q2)=0 da cui si ha:

(1.17) <p". le (o)fo> = F(q )(pf~ p )

Veror,

Abbiamo chiamato nella stessa maniera F(q?) i fattori di forma che compaiono nello
scattering e W = e T e nella annichilazione ete~ 27 7 - anche se a prima vista essi
hanno poco a che fare traloro, Mostreremo perd nel seguito che in realtd esiste una fun
zione analitica F(z) che si.riduce ai rispettivi fattori di forma nelle zone fisiche dei ri-
spettivi canali,

La sezione d'urto differenziale per il processo ete™® 7t T - & data in termini
di \F(qz)\2

3
(1.18) o " 16 % e o|F ()]
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dove E @ l'energia di un fascio di elettroni, p. il modulo del suo impulso e 6= p/E.

Definiamo ora il raggio quadratico medio del pione, Syiluppando il fattore di for
ma in potenza di q° fino al primo ordine:

. 2
(1.19) Pl = 14—k o’
dq q2=0

il raggio quadratico medio & definito nella. maniera seguente:

2
dF . (d%)

(1.20) <r2S =46

dq q2=0

Tale quantitd & chiamate raggio quadratico medio della distribuzione di carica perché si
pud mostrare la validitd della seguente uguaglianza in approssimazione non relativistica:

2
(. 21) + g L) - der w20 (r)
dq a?=0 ‘
essendoj) (r) la distribuzione di carica. Infatti in approssimazione non relativistica si ha:
3 . -
(1.22) F(q%) = j d3rj(;’)elqr
nelltipotesi chef (Jf?) =j)(r:) (I. 22) diventa:
w
2, 2 sengqr
{I.23) F(q") 4ﬂS r f (r)dr P
0
da cui
@
(I.24) ——%—- F(qz) =+ —E——'— J rzj) (r)dr rz =+—(15— S d3r})(r)r2
dq q2=0 2 . .

1.2.- Proprieta di analiticitad del fattore di formall) -

In questo paragrafo per evitare complicazioni inessenziali dovute allo spin e alla
carica tratteremo esplicitamente il caso del fattore di forma scalare. Per studiare le
sue proprietd di analiticitd consideriamo le 3 funzioni:

iy e, <p'|i0) P =10t | t = (prp)’

' \ 2
(1.25) \ 4 po b}, {p'.piout]j(e)| o >= J(s) s = (p+p')
Y4 p_ P, <p'.p; infj(o) fo> = K(s) s = (pp')’

Notiamo che l'analogo vettoriale di J(s) entra nell'ampiezza per il processo ete > ‘n‘+.'1§';
mentre l'analogo vettoriale di K entra nel processo T7i Th ~—=eTe ., Ivaloridi t es rea
lizzabili fisicamente sono t<£0 es>4 2. Assumiamo ora che j{o) sia invariante sotto
parita P e inversione del tempo T. Il prodotto PT agendo-sugli stati di singola particella
{pli lascia inalterati; mentre agendo sullo stato di z particella ip, p' >lo trasforma da
stato in in stato out e viceversa, Inolire agendo su j(o) lo trasforma nell'operatore i€(o):



’ o . -1
(1.286) : : § (o) =(TP) j(o)(TP) .
dove j®(o) denota l'operatore complesso coniugato; ciod 1'operatore i cui elementi di ma

trice: sono i complessi coniugati dei corrispondenti elementi di matrice di j(o).. Cid posto
é facile mostrare che:

J(s)= V4‘Po pg-{p, p';Outl(TP)-l TP o) (TP)_] (TP) [o> =

(1.27) -

= Y/4p,pL P piinl ¥ (@) o) Vap, p. (. p'sinli0) o >™
ovvero
(1.28) I8)= K'(s)

Ovvia}nente noi abbiamo mostrato questo solo per i valori fisicidi s ossia per s )4,4 2.
Nel paragrafo precedente abbiamo mostrato che la funzione I(t) & reale per t { o:

(1. 29) 1(t) = I'(t)

La stessa cosa si potrebbe mostrare facendo uso dell'invarianza sotto TP,

Usando il formalismo delle formule di riduzione & possibile scrivere I(t) e K(s)
nella forma seguente:

(I.30) ) =iYz p:) Sd4x e~ipr'X <p! IG(—x) l_—j(o), ¢(x)]lo>
(1.31) K(s)=iY2p! Sd4x e'P*x;; <p Jot-x)] §(0), dlf 0>

. dove @(x) & il campo della particella di momento p, K_= L‘l2+ 2 & 1'operatore di Klein-
-Gordon che verifica 1'equakione ([J +m2);¢(x) =')L(x) essendo %(x) la sorgente del campo.
6(x) & la funzione gradino cosi definita

~{1.32) B(x)=1 se x  >0; 8(x)=0 se x <o

Se per il momento scriviamo K e I come funzione dei due guadrivettori p e p': K(s)=K(p;p')
e I{t)=I(p, p') essendo s=(p+p')2 et= (p-p')2 il confronto tra le due espressioni (I.30) e
(I.31) e¢i dice che

(I.33) p, p') = K(-p, p")

Questa & la relazione di crossing, Ci dice che quando l'argomento scalare t di I & uguale
numericamente all'argomento scalare s di K; allora I e K sono uguali, In altre parole ci
dice che:

(1. 34) I{s) = K(s)."

Poicheé K(s) & misurabile solo per s';.4r12 e I(s) solo per s <o larelazione (I.34) ha
senso solo nel senso di continuazione analitica, Ossia c¢i dice che se I(s) e K(s) sono nel-
le rispettive zone fisiche i valori limiti di altrettante funzioni analitiche, allora queste
due funzioni sono identiche, La possibilita della continuazione analitica verra fuori dalla
rappresentazione dispersiva che mostreremo nel seguito,



Prima di far questo applichiamo 1'operatore Ky al secondo membro dell'espres-
sione (I.31)

(1.35) K(s)=iV2p, Sd4x eipx(b'l{ 0(-#)[.1(0%%(#)3 2§ (xo)[ 30):9x)] - ) [Glo), ¢(xﬂ} o>

Dividiamo ora K(s) in una parte degenere e in una'non degenere:

(1.36) Kpondeg ™ i\/2 P, gd‘lx <;p' [ 9(-x)[ j(O).OL (x)] | 0>
e Ky =i V2p, fd“x P L[ -y § ) (3002, 90)] 41 § (o) (3601, flx) {§ o>

Si pud mostrare in maniera assolutamente generale che K nonde & un polinomio nella va
triabile S di un certo ordine finito n ed & a causa di questa semphce dipendenza che chia-
miamo degenere questa parte di K(s).

Prendiamo ora in considerazione Kpopdeg ¢he chiamiamo semplicemente K(s) ri
cordando che 1'espressione che troviamo alla fine ¢ determinata a meno di un polinomio,
Consideriamo la (I. 36) nel sistema di quiete di p':

2
w=_S_~_2__/i__
2fe

> -
essendo n il versore nella direzione di p. In:siffatto sistema di riferimento si ha:

; penla’- ,u)l‘/z p = &2

T eo ol b s=2 1240 M
(1.38) p'=0; P ,4, s 21,4 +2/4w, o

(1. 39) k(w) =1{2p}/? jd4x X0 IP Koy ) Ll (o), )] Lo >

Poiché x,< 0 1'esponenziale e 10ox, & una funzione decrescente nella meta inferiore del
piano complesso ¢Uo. Percid uno & portato a pensare che l'espressione (I, 39) definisca una
funzione analitica nel semipiano inferiore del piano complesso iv ciod per Iy, (v <0. Tale
affermazione perd a questo livello & soltanto una congettura in quanto bisognerebbe mostra
re che il resto della funzione integranda non dia luogo a divergenze nell'integrale. Cid
perod non accade e la (I.40) definisce realmente una funzione analitica nel semipianoinferiore
K(z) »3), In base al teorema di Canchy possiamo scrivere

(1. 40) K(z) = 2:11 v{ dz' %l-
Cy

essendo Cy il cammino in Fig, 1

N

/V/‘\ Ca
FIG. 1




Assumendo che si annulli il contributo dal semicerchio a.il'infinito (I.40) diventa:

[o6]
{I.41) K(z)=—-2“}i S deo! C_OISS__%Z_'_)_
)

La funzione di interesse fisico, K(¢), @ ottenuta da K(z) per valori di z reali dal di sotto,
Definiamo ora una funzione J(¢o) ottenuta da K(w ) rimpiazzando 8(-x) con 8(x) e cambian
done il segno:

0o Xo-ipe X
1. 42) sty =-stzpt? (et ™ P a0 ¢t [ito), ] o>

Chiamiamo J tale funzione perché si pud vedere facilmente che essa si identifica con la
parte non-degenere di J(s) nel riferimento in cui p'=o. In maniera analoga a quanto fat
to in precedenza si pud vedere che la (I, 42) definisce una funzione analitica nel semipia
no positivo per cui possiamo scrivere: .

(1. 43) Hz)= = S dz' %

Ca

Assumendo che il contributo all'infinito sia nullo si ha:

s e]

(a2

(1. 44) J(z) = '
w'-z

27 i
-

La funzione di interesse fisico, J(&Q), & ottenuta calcolando J(z) per valori reali dal di so
pra, Osserviamo che la (I, 40) definisce una funzione identicamente nulla nel semipiano su
periore mentre (I.43) ne definisce una identicamente nulla sul semipiano inferiore, De-
finiamo. ora una-funzione H(z) con le seguenti proprieta:

va) H(z)=K(z) per Ipz<o

b)  H(z)=J(z) per 1,z >o v

c) H(z) & analitica nel piano complesso z eccetto possibili poli e tagli lungo l'asse
reale, '

Queste proprietd sono soddisfatte dalla seguente funzione:

@
= = _1._ ' ;]_______________((43 )-K(co ')

(L. 45) H) =K@ =0 do 15

-~ QD
Naturalmente nella (I, 45) i semipiani inferiore e superiore del piano complesso z sono
separati da un taglio lungo l'asse reale, cosicché a priori non c'¢ alcuna possibilita di ot
tenere informazioni per H(z) nel semipiano-superiore conoscendo ad esempio H(z) in quel
lo inferiore. Vogliamo ora mostirare <he questo in realtd non accade perché per ragioni
fisiche: il taglio va in effetti da ,qad o0, Usando le definizioni di K(&@ )e J(cv) otteniamo:

Hw)-Klw) = -1[2,4] 1/2 Sd4x ei""x'i?’ ;[o(x)+9(-x)]<f(|fj(o),’rt(x)] o=
=i [2"‘]1 /2 S d4x eipX</1 ] [J(O),QL (X)_] I 0>

(1.46)
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ove p sta per il vettore (w,—r?[w 2-/« 2] 1/2). Inserendo nella (I, 46) un set completo di
stati intermedi {n>>:

3eo)-Ko)=-i2p ] 2 S Sd‘*x P Jep jolns<nl Mo >- <l Moo =
n

(1.47)
i(p! =Py )x

o] P2 St { Cpl oknYe *™ (i (olo> - <plm (@)nd nllolio Se
n
ove p! std per il vettore ( r ,0). Integrando su x si ha:

J(w)-K(w) = -i [2,«]1/2 f {(r’lj(o)hb <n\/2(o)10> i (p+pp) -
(I.48) n

- Cpim (o) n Lnljlol o> S(p+p'-py)

nella prima somma la funzione 3 permette il contributo solo agli stati intermedi per cui
p2 = p2 =M 2, cosi che solo lo stato di 1 particella pud contribuire, Tuttavia tale contri-
bato € nullo perché ZK) (o)l 0Y=0 1ilche si pud dedurre calcolando 1'elemento di ma-~
trice tra lo stato } K D & il vuoto dell'equazione:

(1. 49) (8% g =q
ottenendo
(1.50) <y @) 03 = (1% p 2™ 2 k[ go)fo S =0

perché K2 = M 2, per quanto riguarda la seconda somma in (I.48) il vuoto non pud contri
buire come stato intermedio perché <’/«(rrl(o)‘ o> =0, Anche lo stato di 1 particella, che
da luogo all'elemento di matrice < Klj(o)] 0%, in ogni caso realistico da contributo nullo,
Infatti per particelle pseudoscalari e per j(x) scalare tale elemento di mairice sarebbe nul
lo per invarianza sotto riflessione spaziale, Pertanto il contributo pilt basso viene dallo
stato di 2 particelle avente (pg, minimo - 2,. . Tenendo conto della J di conservazione del
la energia bisogna che (v +,1 =2 pg per cui W hin =M. Abbiamo mostrato che J(w )-K(tw)=
=0 se W« /\1 per cui il taglio in realtad va da /1 ad oo:
(0]

J(w)-K(w)
S dew U -z

(I.51) H(z)= 21

La (I, 51) definisce una funzione analitica in tutto il piano complesso z tagliato da p¢ a + 00,
In definitiva abbiamo mostrato che le funzioni J(z) e K(z) definite originariamente nei due
semipiani opposti in realtd coincidono tra di loro € con H(z) e sono una la continuazione
analitica dell'altra,

Possiamo ora passare dalla variabileddad s = (p+p')2:

< T (s)

s-2

o0
(1. 52) I(z) = S d
4fh 2

dove:
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(1.53) T(0)=e™ (20, 12Z ¢ pinn>@lito) o> (pp-py)
] o

e il pld basso stato intermedio che contribuisce & quello di 2 particelle, Abbiamo pertan
to mostrato che esiste un'unica funzione analitica J(z) che calcolata per z< o da il fattore
di forma ¥(s) che si osserva nello'scattering e® = e7 ; calcolata per z=s+i € da il fat
tore di forma J(s) che compare nello scattering ete™ 7 *% - e infine calcolata per z =
=g-i ¢ da il fattore di forma K(s) che si osserva nel processo ® t1 = ete~, Pin precisa
mente i valori ai limiti sono le partinon degeneri di queste funzioni. Poiche I(s) & reale
per s o bisogna che U’ (s) sia reale lungo l'intervallo di integrazione:

(1. 54) I (s) = ¢ s) sz 41

Pertanto si ha:

(1. 55) I et E) K TGTs) = 5[ Js+ig )-I(s-1€)
e
(1.56) 7(z) = J(z%)

per cui J(z) & una funzione analitica reale.

Notiamo che tutti i nostri discorsi si basano sul fatto che J(z) e K{z) si annullano
con sufficiente rapidita all'infinito; nel caso che questo non accada tutti i risultati continua
no a valere, ma sara necessario fare delle sottrazioni., In definitiva la funzione J(z) ha le
seguenti proprieta: '

1) J(z) & analitica nel piano complesso z tagliato da 4/“ 2 ad oo,
2) J(z) & una funzione analitica reale. ,
3) J(z) ha le funzioni fisiche I, J e K come valori limiti mostrati nella Fig, 2.

A
JCs)
v FIG. 2
e
] 1) I 9 A kesy

Le espressioni (I.55) e (1. 53)\' permettono di scrivere 1'equazione di unitarieta per il fatto
re di forma:

L e s |
(1.57) Ly 31 = 251 (2] / S <p'im(o)in (nljlolloy & (p+p'-p,)
n

Usando la formula di riduzione per il primo. elemento di matrice ¢ p'l/vl(o)ln > si ha:

4 t
(1. 58) 1 J(s)= (271 ) M 2pp) £ 5{j(0) 0 Y (ptp'-p,)

2 I n
n
la quale diagrammeticamente pud essere scritta nella forma:

p

-
—

n .
(1. 59) 1 J(s)= g =0 "~

m ~.
n \p,
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Nel caso dell’elemento di matrice della corrente elettromagnetlca < p'lj, (o)l p > possia
mo ridurci ad una corrente scalare moltiplicando entrambi i membri defcx (1.17) per

p' -p FP :
rorr P J,A(O)
[ o> V/4p p =Fls)

(1. 60) Lp'l ———
Pertanto tutti i risultati precedenti si estendono alla corrente elettromagne-tica con la po
sizione:

P,4 ;i,.(O)

e P’

(1. 61) (o) =

Valgono pertanto tutti i risultati ottenuti in precedenza, solo che questa volta la relazio-
ne di unifarietd’ diventa:

,.(0)
(1. 62) 1_F(s)=22 P LS i———-~2———( o>S(ptp'-p,)

n eP

n

I.3,-Fattore di forma elettromagnetica del nucleone, -

Lo scattering elettrone-protone all'ordine pil basso eletiromagnetico & descrit-
to dal seguente grafico di Feynman:

o 3 ‘al

NN

k 1
Procedendo in maniera completamente analoga a quanto fatto per le scattering elettro-
ne-pione si arriva alla seguente espressione per l'ampiezza di scattering:

(1. 63) A= e—(?—& S(p'+k"-p-k) u(k') ZY u(k) 1

= P'li,
o VIGkokg F

dove ora j, (o) & la corrente elettromagnetica del protone, Data la diversa struttura di
spin esisténte tra il pione e il protone la forma pill generale per l'elemento di matrice
della corrente elettromagnetica del protone sara:

(o)jp >

(. 64) ‘ <p'lj (o)p>= ——— T(p') O_ ulp)

F Vavgr, T

dove O & un quadrivettore rispetto all'indice e una matrice 4 x4 nello spazio degli spi
nori, Il fattore V 4p, :) & presente solo per ragioni di normalizzazione, L'elemento di
matrice (I.64) & funzione del solo scalare indipendente g2 =(p' p)2 L'operatore O n
sard pertanto costruito a partire dallo scalare q2, dai vettori q e P e dalle matrici
Y di Dirac., Poiché O & una matrice 4x4 essa pud essere scritta.come combinazione
lineare delle 16 matrici

(1. 65) 1 U-f‘ ’ T)ﬂ? s Tf' 05
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Poiche inolire j,.,(o) non ¢ uno pseudovettore i due termini con 5 hon possono essere

presenti per.ragioni di parita. I coefficienti dei termlm rimanenti sono funzioni di tutti

gli scalari indipendenti che & possibile costruire: q ¢se p'. Tuttavia usando le regole

di commutazione delle matrici di Dirac P e p' possono essere portati ad agire su u(p')

su u(p) dando luogo tramite l'equazione di Dirac a u(p') p' = ulp') M e pulp) =Mu(p). Per
tanto 1'unico scalare che rimane in Or & g“ e¢la sua forma pilt generale risulta:

2 2 2 2 2
(1. 686) Orﬁ»a(q )qf‘ +b(q )P'A +e(g )'b"rfd(q ) ij qy telq )O’)"y Py

Poiche u(p') e u(p) verificano 1'equazione di Dirac:

1. 67) #-M)u_=0 up) [pr-m1=0

¢ facile verificare le seguenti identita:

u(p')if,, P, ulp)= /U u(p)
(1. 68)

up1i0, a,ulp) = (p' )[zM b’r-Pr] u(p)

per cui la forma (I, 66) si riduce a:
(1. 69) o) =a'(q2)q +c'(q2) +d'(q2) 6, q
r 3 D;a pe P

dove a',c' e d' sono certe combinazioni di a,b,c,d ed e. Finora non & stato imposto al-
tro che la invarianza di Lorentz e'il fatto che gli spinori dei protoni iniziale e finale. sod-
disfano 1l'equazione di Dirac, L'imposizione della conservazione della corrente di luogo
a:

0=£p'|3, 3 |, . P=

———— ulp')q_O,_ ulp) =
r \/ rr
(I.70) #PoPo

1 — ]
- == ulp) [a'(aP)eP+c'(a?) +d'(a®) o a, 4, ]ue)
4P, Py, r
L'ultimo termine & nullo per antisimmetria di ..I1 penultimo anche si annulla perche:
(1. 71) a(p') du(p) = @(p) [#'-# Julp) =

per l'equazione di Dirac. Pertanto la conservazione della corrente impone:
2
(. 72) @ a'g®) =0

Giacche in generale g2 #0 si ha a'(q?) =0.

Pertanto la forma pil generale per l'elemento di matrice della corrente elettro
magnetica del protone risulta:

(1. 73) <pl“,‘(o)lkp‘>='=-'*;v__1.~—‘-'_—-_ u(p’ )[eF (q )] +HK Fz(q )O) qv] u(p)
PoPo
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dove e & la carica del protone e K_ il suo momento magnetico anomalo, Notiamo.che la
hermiticitd della corrente assicura che F, e Fy siano reali per valori di q2 space o
like. Nel caso délla corrente elettromagnetica del protone ci sono due tipi di differenze
rispetto alla corrente elettromagnetica dell'elettrone (I.2): 1a prima. & dovuta al fatto che
il momento magnetico del protone non & uguale al momento magnetico di Dirac cioé¢ a quel
lo delltelettrone per cui vi sard un termine di interazione 0"'.\; F"\; in addizione al ter-
mine usuale %7 A, ; la seconda & dovuta al fatto che il protone come il pione ha una strut
tura forte per cui ci sono dei fattori di forma invece che delle costanti come accade nel
caso dell'elettrone, La normalizzazione a q2 =0 diF (q2) si ottiene prend@ndo 'elemen
to di matrice dell'operatore di carica tra due stati di protone

@) <o 1 Sk lp>=e <plpy = [ Pxe PPy @)1p>

A p=p' siha:

(1. 75) e=<p' ljo(o)l pY= 2—§—~ F, (o) u*(p) u(p) = éFl(O)
[e)

da cui

(I.76) F (o) = 1

Partendo dall'operatore momento magnetico
=N
(1, 77) = ———5 rAj d3x

si dimostra in maniera analoga che:

(.78) F,(o) =

La sezione d'urto differenziale risultante da (I,63) e (I,73) & data dalla formula di Rosen
bluth:

2.2 2 2.0
4G~ Mr m 1 cotg 2 2
d QO 2 0 2E 2 0

1+""1\‘li* sen ?

[+ 5 e foyoen, ]S
+2+—W1 F1+kF2

dove r & il raggio Compton dell'elettrone, M m ¢ la massa del protone (elettrone), E
e 9 sono I'energia dell'eléttrone e 1l'angolo di scattering nel sistema del laboratorio, T =
=q /4 M2,

Se svolgiamo i quadrati che compaiono nella (I, 79) notiamo il comparire di ter-
mini misti Fl Fy; per eliminare i quali conviene introdurre Gg € G che sono costruiti
in modo da ''diagonalizzare'’ la formula di Rosenbluth, Essi sono definitita part1re da Fy
e F2 nell'ovvia maniera seguente:

E sen
(I.79)

(1.80) G =F, +k TFy; Gy F,+kFy

normalizzati nella maniera seguente:
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Py e Ploy=4¢ =
(1.81) GE(o) 1 , GM.(o) /‘p 1+kp

dove " p ¢ il momento magnetico totale del protone:
In termini di G e Gy, 1 fattori di forma di Dirac risultano:
2, 2 2 , 2
Gy (a7)-Gyla) _ Ggla") - TGy(a7)

(I.82) kF2= - < ; F

1 1- T

Poiche gli F e i G 'sono costruiti in modo da non avere.singolaritd cinematiche. si ha la.
equazione di constraint alla soglia NN

: 2. a2
(1.83) G4 M%) = G (4M").

L.e funzioni ]F‘ +Fo,Gpe G éVI ‘come- definite nelle equazioni (1.73) e (1.80).sono definite solo
per valori space ~-like di q Le-definizioni:di Fj-e Fy possono essere estese per.include
re valori time-like di q scrivendo:

(1.84) <p,p'li (o)lo)=

1
F Veeor,

ove £p,p'li.(0)loy & l'ampiezza che entra nel processo e+e"-> pp. La (1.84) da Fyoe
Fy per g2 4M2, Seguendo poi un procedimento analogo a quello descritto nel paragra
fo (I.2) & possibile mostrare che egistono due funzioni analitiche F (z) e Fz(z) reali i

cui valori limiti sono g11 Fl(q ye gli Fz(qz) che si osservano nelle rlspettlve zone fisiche
dei processi ete > pp, pp—>e’e”, ep—>» ep. Talediscorso vale ovviamente anche per le
funzioni Gg e Gy, Si pud mostrare che le condizione di soglia (I.83) equivale a richie-
dere che pp in soglia vengono creati in onda S, Le stesse considerazioni fatte sopra per
il protone possono essere fatte per il neutrone. Infatti pessiamo allo stesso modo defini
re per il neutrone:

) [eFl(qz)%+iF2(q2)k Ty ay | v(P)

1

‘/ 4non'o

dove g=n'-n en' n @& il momento del neutrone finale iniziale

(1. 85) <nly ©n>- am) [ (), +ik, Ty 0y Fipla™)] ute)

In maniera equivalente per valori time-like di q2 si ha:.

(1. 86) <ntynfiy(o)lo>= —— ) [F‘f(q-2>(yr+11v‘2‘(q2)kn67., a v ]vin)

¢ 1
v 4n,ny
dove g=n'+n, Le condizioni: di normalizzazione a qz =0 sOno:

n,_. _ n,_.
(I1.87) Fl(o) =0 | Fz(o) =

Vogliamo infine introdurre i fattori di forma scalare e vettoriale frequentemente usati nel
le applicazioni, L'operatore di carica di un sistema & dato dalla formula di Gell-Mann e
Nishijima:
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(1.88) N Q =T3+~%Y

per cui possiamo essere indotti a pensare la corrente eletiromagnetica costituita da’2 pezzi:

. (3 (Y
(1.89) ' i, (x)= J( )(X)'ﬂ )(x)
r I r
il primo dei quali si trasforma come la 32 componente di un vettore nello spazio dello
-8pin isotopico e il secondo come ‘uno scalare. In generale’'l'elemento di- imatrice
<‘N ) jf‘ (o)l N rispetto alle variabili di spin isotopico sara della forma:

(1. 90) (N'ljr(o)lN >=x* 0p X

-dove O ,‘ ssard una combinazione lineare delle matrici di-Pauli ’é’ e della matrice iden-
- tita A4L7, X &lo spinore 'di Pauli di spin 1/2, Notiamo che:

(1.91) o X_P=(1‘) X = ((1’)

Poiche j"‘ (o) @ costituita da una parte che si trasforma come T4 e da un'altra che si tra-
sforma come uno scalare dobbiamo prendere in considerazione solo le matrici e €
Per‘tanto ‘esplicitando sia.le variabili di spin che quelle di spin isotopico (I, 90) risulta:

(Nl: (N~ o wav ){[F (@1 %, Fv(q )]

4N Ny
‘-(1 92)

f s 2 v, 2 .
i [-/‘s Fold'H T p, Fold )] O}oqu}“(ﬂ) xX
Ifattori i’?‘isce B_‘:; possono ovviamente essere espressi in funzione di FP e FD:
2 s, 2 2 2 s, 2 v, 2
(1. 93) Frla*)=F (a)+Fla); Fi(a")=F}(q)-F(q")
: s v 2 o
Normalizzando Fi e F1 al ap =0 siha:
P  u8.Jptin v_ /o /n
0. 94) P P

Ovviamente una decomposizione del tutto simile vale per i fattori di forma GE(qZ) e GM(qz).
) ) .

Infine in maniera analoga a quanto fatto per il pione possiamo definire i raggi qua
dratici medi per il nucleone:

(L. 95) 2y =re ——
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I.4.-Situazione sperimentale, -

I1 fattore di forma del pione nella zona space-like & molto poco noto in quanto
F(s) in tale zona & ottenuto da esperimenti di elettroproduzione nella maniera spiegata
nel parag. (I.1). Da tali dati si estrae:

Y <>
(I.986) >
V <>

Tali dati sono riportati-in Fig, 3, I dati sperimentali nella zona time-like sono notl degli
esperimenti con anelli di accumulo essenz1a1mente intorno alla y (Vedi Fig, 4)

0.80+0,10 F. C.W. Akerlof et al,®)

(5)

0,86+0,14 F, C. Mistreita et al.

Per quanto riguarda il fattore di forma del nucleone valgono approssimativamente
le seguenti relazioni:
c® ) G ()

Py M .M - . n
{1.97) GE(t)— = = G(t); GE(t)~o

VAL A
eccetto posslbﬂmente una piccola regione intorno a t=o, che & ancora con"roversa La
relazione Gp(t) fely /,\ sembra soddisfatta entro gli errori fino a |t| ‘4(GeV/c) ;

mentre Grl\l/I/ "Gr(t)(8 & stata provata sperimentalmente per t£1, Z(GeV/c) I dati
sul fattore di forma elettrico del neutrone rimangono tt.zttora in uno stato insoddisfacente,
ma sono compatibili con il dare Gn ~ 0 anche pert 7‘0

Pertanto tenendo conto delle 'scaling laws' (I, 97) esiste effettivamente solo un
fattore di forma che chiamiamo G(t) che almeno per valori non troppo alti di (1;] & ben

rappresentato da:
: 1
2
[1+-—-—u---\ t ]
18, 7F "2

che da un raggio quadratico medio pari a:

(1. 98) G(t) =

2 2
I. gg = .
( ) <I‘ > 0.64 F

Il valore di <ri > & estremamente ben noto sperimentalmente:
' 2
(1.100) (r (0.64+0.01) F

Per quanto riguarda G2 sebbene i dati di scattering { M suggeriscono che Gl e probabil
mente zero e certamente molto piccolo, purtuttavia esperimenti di neutroni lenti su elet
troni atomici danno un valore del raggio quadratico per il neutrone:

2
(I.101) (rE> =0,126 F

che & comparabile con quello del protone, La grande variagzione di Gg vicino alla soglia
¢ tuttora un problema non risolto. I dati del fattore di forma del protone G(t) sono ripor
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tati in Fig, 5, 6,‘7(1/0":' 1"6)', Nella regione time-liké' si hanno due eSperimenti(”) di anni
chilazione pp-»e'e”; pp *’."}',4' che pongono i limiti
; , 2
{1.102) \GE |€0.2 \GM‘5°'2 - t=5,1 e 6.8(GeV/c)
10F [
L} S 10
4 Fi\
—~ T . ~h
g i r— o Mﬁ}g\; ;
! & N {"’%LL%
1 - 1 I e 1 1 ‘ - ‘ 1 1, i 4 A, 1. i 1 1 '
03 10 20 30 % 02 04. 06 08 10
~t(fm ") —t{(GevicY]
FIG. 5 - Dati con bassi valori FIG. 6 - Dati con -t £1(GeV/c)?
di t tratti da (10): Hand et al, (10), o Jausseus et
' a1, (11),-

0 5 10 15 20 25
~t[iGevicy]

FIG, 7 - Dati con -t 3 1(GeV/c)?

1.5.- Modelli per i fattori di forma F (s) e G(t).-

Tutti i modelli pit sensati per i fattori di forma elettromagnetica si basano sulla
ipotesi della vector dominance per cui tali fattori di forma sono ben descritti da grafici
del tipo

N

N
in cui il fotone interagisce con gli adroni tramite un mesone vettoriale ( p,w ,(P ). Hcon
tributo di'tali grafici a Fy (t) sicalcola subito tenendo conto della formula (I.62). Basta
infatti considerare il contribute del mesone P come stato intermedio nella (I, 62):
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4 o+ - P, i, (o)
T _exw) iM(.P—*W‘m_;), 1Lt N Copn g ’
(1.103) I F(s)= L o> S (prp'-p,)
m- T 2 1 , V_Z-E; , <f «‘e"p'-zl st S T

Ovviamente stiamo considerando il p come una; particella stabile, g sta ad indicare la som
ma sugli stati di momento e di polarizzazione del 9 L'elemento di matrice invariante
M(J)-> 7t T 7) ha la forma:

(1.104) M(p—>2m) = ffmr €,(0) Py
Infatti in esso deve comparire il vettore di polarizzazione del _Pc:he puo essere saturato con

P*o con qn. Tuttavia il termine con q “*non contribuisce perche il vettore di polarizza
zione del p obbedisce alla condizione di Lorentz q"e‘,\(p) =0,

Inoltre l'elemento di matrice <_Pl j,‘ (0)}1 0> pud essere scritto nella forma:
(.105) <SJ\“jP(o)lo> v mszh, £(p)
VZ E_P r
Essendo E yl'energia del?. Inserendo (I.104) e (I.105) nella (I,103) si ha:

/J
(2w)4€rf9m €1 (p)PA BLE (p) me o (oep'pe)
2 f: VZEP ep2 ZEF f’J’b’ f

(I.106) I FT(S)=

Ricordando che

i A i K apd 2
(I.107) iEA(f)P El(g)P —(g’w.- m2 YP P =P
1
e che
3
(1. 108) : 2 = ——4—9—5
“ momenti - (2 )
si ha:
; 2
. fgrwm'fe ,
(1.109) I Fr@s)=% ZeEP ‘S(po+po—E_P)

;L'espressione (I.109) nel sistema di quiete del S) in funzione della variabile diventa:

2
f f ._m
. PR% Py P 2
{I.110) Im F_ﬁ(s)=ﬁ-~—-—~ez———-——— S(mf -s)A
da cui
.. m, -8

£
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La normalizzazione-a s=0 impone f g, f’;%. 5 —¢© la'quale sembra abbastanza ben verifi

cata sperimentalmente; Un'espressione del tipo(I.111) con una larghezza finita rappre-
senta abbastanza bene i dati di Fy (s) nella zona time-like, Notiamo che se l'espressione
(I.111) continuasse a rappresentare bene il fattore di forma del pione vorrebbe dire che
tutti gli altri stati intermedi della formula (1. 82) sono trascurabili e che 1'andamento allo
infinito sarebbe ~1/s, Anche nel caso del fattore di forma del nucleone si pud fare 1'ap
prossimazione di considerare solo stati intermedi vettoriali come p ,ov, 4) : tali appros-
simazioni danno tuttavia fattori di forma che non decrescono con sufficiente rapidita allo
infinito a meno di non considerare residui decrescenti con t,

Per ovviare a questa deficienza J.G, Cordes e P,J, O'Donnell hanno fatto un fit
del fattore di forma elettromagnetico isovettoriale del nucleone mettendo come stati in-
termedi ¢ e il p ' e scrivendo:

F F
(I.112) V() - - ONN E + NN
! 2 o Dm0t miite Dype [am? -t /2
mf t- P m_ mpi -t~ PR mp -

richiedendo poi che la somma dei residui dei poli si annulli e che r}) = (’}um . Ltanno
scorso G, Veneziano 19) pa proposto un modello per lo scattering di particéllea forteiirte-
razione avente in s& molte proprietd che ci si aspetta abbia l'ampiezza di scattering e =
che prevede tra l'altro l'esistenza di un'infinita di particelle 17,

In analogia con il modello di Veneziano & stata proposta(zg) la seguente espres-
sione per G(t):

oM a-aw)
(I.113) G(t) = vﬁm‘)‘

dove e sono due numeri che successivamente detérmineremo e o (s)=as+b & la traiet
toria del y

L'espressione (I, 113) ha le seguenti proprieta:

a) Contiene un numero infinito di poli ugualmente spaziati che corrispondono a
risonanze 1~ di larghezza o giacenti sulle traiettorie figlie del ¢,

b) Soddisfa la relazione di dispersione

¢) Si comporta come {t{ - ¢ per |t| - o, arg t#0.

Notiamo che se p =n, G(t) ha solo n poli, In particolare per M =1 si ha il risul-
tato della .f' dominance, La traiettoria usata é:

t

2
me

(1.114) ol (t) =

L\D!»—-

ed & determinata dal fatto di passare a 1 per t =m2P e di verificare le richieste della

PCAC : o{{0)=1/2 per pioni di quadrimomento nullo, Il parametro ¥ & determinato dalla
normalizzazione a t=0:

1
Cagw  _NGTE)
(1.115) GI)= =(172) T (-« {6+ §)




22,

I1 parametro /3 ¢ determinato dalla relazione di constraint (1. 83) e dalla "scaling law"
(I. 96) che @ ritenuta esattamente soddisfatta anche per valori di ,q2 time-like. Queste
due relazioni impongono infatti:

(I1.116) B - o((4M2)-1—n=—g--n

mettendo dentro i valori fisici della massa del y e del:nucleone n & un numero intero,
Dal comportamento asintotico di G(t) segue che il suo valore accettabile & (3 =5/2 per
cui la (I.115) diventa:

-
(1. 117) Gy = 2 V1 -olt))

' (- o)

G(t) non ha pidt parametri liberi e pud essere paragonato con i dati sperimentali (vedi
Fig, 5,86, 7).

L'andamento asintotico per Itl > o nella regione space-like risulta:

1 -5/2
(1.118) Glt) = ———t|
JtH = o \rfmzP

Nella zona time-like la (I.117) ha lo stesso difetto dell'ampiezza di Veneziano; ha un nu
mero infinito di poli di larghezza nulla, II residuo al polo ci pud dare perd un'idea dello
accoppiamento delle varie risonanze al fotone e alla coppia NN,

Diamo i residui per i primi quattro poli dell'ampiezza (I, 117)

2
m
4 {16 8 2 1
(I.119) Glt) ~— 37 TaR i3 E
mx-t

che si possono dedurre dall'espressione generale per il fattore di forma vicino al polo
n-esimo:

2

4  U-5/2) Mg

(I.120) G(t) 3 —
t~'mx F3/2 ™ (n) mi-t

I1 raggio quadratico medio del protone prévistodalin formula (1. 117) risulta:

(1. 121) &r2SP- 2 [3/2+210g2] = 0.57 ¥°
m P

Si & notato nei paragrafi precedenti che i fattori di forma sono determinati dalla
struttura delle interazioni forti che a sua volta ¢ fissata dalla conoscenza delle ampiezze
di scattering dei processi che involvono adroni, Pertanto ci si aspetta che i fattori di for
ma possono. essere determinati una volta che si-conoscono le ampiezze di scattering per
i processiforii, Un esempio di questo fatto & dovuto a Y. Oyanagi(zl) che ha dedotto una
espressione per fattore di forma del pione a partire dalla conoscenza delle interazoni
forti, Pid precisamente gli ingredienti di questa deduzione sono:

1) Ampiezze di scattering del tipo dell'ampiezza di Veneziano per iiprocessi WH-> AN
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e A, > TR .
2) La ''field current identity' per la corrente assiale non strana:
(-) 1 . ,2 + -
= -1 = E .
A/_‘ ()=A-14), V‘z'fA Alf‘ x)+\ 21 Qr )
3) Validitd' della PCAC nella forma:
2
’c)rA’~ () =m £ g

4) Validita della relazione di commutazione a tempi uguali

(+) - Rt )] 4
[ay . a2 01]S )= v €5

Sotto queste ipotesi Oyanagi ha dedotto la seguente espressione per il fattore di for
ma del pione:
2 ¢2
f v
Ffm T 1 C-aw)
mzp (T M (5/2-« (1)

{I.122) E (t)=

dove f T ¢ la costante di decadimento delw . La normalizzazione at=0 da:

2 o2
4 25 foan 2
(1.123) _—'2' =
m f i

che da una larghezza [ =88 MeV avendo usato il valore f =0.093 GeV. In definitiva la
(I.122) diventa: £

1 - d(t)
77 M(5/2- «(t)

(1.124) F ()=

Il raggio quadratico del pione si calcola subito dall'espressione (I.124) e risulta:

2 -
(1.125) Ly > =~——g——‘[1+210g2_1|=0.49 F2
mop
in buon accordo con i valori sperimentali (I, 96)
L'andamento asintotico per [t{ =>o0 risulta:
N -3/2
(1.126) F_(t) — itl
't -
11 contributo del polo n-esimo della (I.124) risulta:
2

2 D-3/2) M°F
(I.127) F o) ~ -
t~ Mi ww ) Mi-t

I residui dei primi poli sono:
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2
m
P 4 2 1
(1. 128) F® —3— )% "7 7w

8i noti che a differenza del fattore di forma (I.117) in cui tutti 1 residui sono positivi a
meno di quello del polo a 2 (t) =2; qui tutti i residui sono negativi meno quello del polo
del . Suura(22) ha osservato che usando l'algebra delle correnti ele''field current iden
tity'" alla maniera di Oyanagi si ha un'asimmetria che, mentre la sorgente pseudoscala
re 9 A, (x) si accoppia solo al mesone?, al contrario la sua pariner chirale si accop
pia a tu te le figlie O" delle traiettorie del f Eliminando queste asimmetrie Suura tro
va la seguente espressione per Fy (t):

M3/4) T /2-1/2 «(t))

(1.129) Fop (1) = Vo T 6/a1/2am)

la quale presenta le seguenti carattieristiche:

a) Fy(t) ha poli solo per valori dispari di & (t) per cui non si prevede 1'accoppia
mento del fotone al @ '(1 figlia del mesone {0),

b) Asintoticamente FT( (t) si-comporta

() —> 11734
jti->o

c) Il raggio quadratico del pione risulta:

Crf 5= — [’\p(l) W(*)l"'(o 6 F)
2 ms,

d) Il comportamento del fattore di forma wicino al polo n-esimo risulta:

2
LG4 TR /e

F (1;) Ve v
o manrr T 2y [0t
n
Per i primi poli si ha:
m2
b4 V2 V2
Fog(t) 5 + SO + 8
Mn—t
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II. - ANALISI ARMONICA SUL GRUPPO DI LORENTZ E FATTORI DI FORMA NELLA
REGIONE SPACE-LIKE. -

(A cura di S. Ferrara)

II,1.-Introduzione, -

i qiesté lezioni- viene studiato un-modello per i fatiori'di forma nella regione di
altri momenti trasferiti, sviluppato.da J, Kupsh ¢ W. Ruhl al CERN, e che fa uso.delle rap
presentazioni irriducibili del gruppo di Lorentz omogeneo,

Formulando in maniera- opportuna la cinematica & infatti possibile definire l'ele
mento di matrice dell'operatore di corrente tra due stati di singola particella (funzione
vertice), come una funzione definita sul gruppo di Lorentz, ed espanderlo sulla base co-
stituita dagli elementi di matrice delle rappresentazioni di tale gruppo (analisi in onde par
ziali generalizzata)., Questa tecnica di sviluippo non & altro che una generalizzazione della
usuale analisi in onde parziali, tipo di espansione ben nota nella teoria della diffusione.
Si pud mostrare che le rappresentazioni irriducibili (infinito-dimensionali) del gruppo di
Lorentz sono caratterizzate da due numeri M, A dove M pud solamente assumere valori
interi o seminteri e A pud essere un numero complesso arbitrario, Per 2, = M +k(k inte
¥o positivo) si ottengono le familiari rappresentazioni spinoriali (finito-dimensionali}
(Jl,Jz) ={ M +(k-1/2), k-1/2), Se si assume, come ipotesi dinamica, la meromorfia in

dei coefficienti dello sviluppo della funzione vertice (onde parziali generalizzate), si
pud vedere che & possibile ottenere per essa un andamento di potenza in g2 nella regione
di alto momento trasferito; un polo neicoefficienti dello sviluppo corrispondendo ad un ben
determinato andamento asintotico. Una conseguenza abbastanza interessante di questa ipo
tési & che, nel caso particolare dei fattori di forme elettromagnetici del nucleone, la ''sca
ling low' pud essere automaticamente soddisfatta,

L'immagine fisica che pud essere attribuita a queste singolarita & la seguente:
i poli- delle onde parziali dei fattori di forma sono connessi con una struttura a "torre' del
le particelle esterne,

Questa ultima ipotesi consiste nell'assumere che un polo domini simultaneamen
te i fattori di forma di un'multipletto infinito di particelle adroniche (barioni o mesoni), Se,
per esempio, vengono-considerati i fattori di forma elettromagnetici e si effettua 1'ipotesi
della torre per il nucleone e per le risonanze nucleoniche di spin isotopico 1/2, allora il
polo nelle onde parziali della funzione vertice del nucleone, che determina l'andamento asin
totico dei fattori di forma del nucleone, deve riapparire nella stessa posizione nelle onde
parziali della funzione vertice degli altri membri della.torre, Una conseguenza di queste ar
gomentazioni, sperimentalmente verificabile, & il valore costante nel limite di alto momen
to trasferito, del rapporto della sezione d'urto di elettroproduzione di risonanze sulla sezio
ne d'urto di Rosenbluth per lo scattering elastico elettrone-nucleone,

L'ipotesi di una struttura a torre delle particelle adroniche ¢ intimmamente connes
sa con una teoria di campi adinfinite componenti; invero il numero di risonanze che dif-
feriscono per lo spin € la paritd (avendo gli stessi numeri quantici interni come la carica,
ipercarica e spin isotopico) & cosi grande che sembra giustificato considerarle come mem
bri di un multipletto infinito piuttosto che associare a ciascuna di esse un campo indipen-
dente,

L'utilitd dello schema delle equazioni ed infinite componenti sta nel sostituire il
complicato (ed ignoto per quel che concerne le interazioni forti) meccanismo di interazio
ne di un numero enorme di particelle, con una unica di equazione di campo in cui il cam-
po si trasforma secondo una rappresentazione infinito-dimensionale del gruppo di Lorentz,
L'equazione che deve soddisfare il campo va scelta opportunamente in modo da riprodurr
re lo spettro di massa realmente osservato, Intermini di invarianza relativistica lo spet
tro di massa dice quali rappresentazioni irriducibili del gruppo di Poincare (gruppo di Lo
rentz non omogeneo) e con quali molteplicitd sono contenute nel campo ad infinite compo-
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nenti. E' oppertuno notare che in unateoria di campo convenzionale lo spettro di massa
pud determinarsi (in modo approssimato) sommando una serie- infinita di gr afici di Feyn
man. L'unico modo che si conosce per far questo & quello di considerare grafici iterati

(tipo ladder) che possono sommarsi usando equazioni integrali del tipo di Bethe-Salpeter
(multiperiferismo),

Tornando all'analisi dei fattori di forma, la relazione tra il modello investigato e
la teoria dei campi ad infinite componenti assume un pid profondo significato se si indaga
no le condizioni imposte dalla conservazione della corrente sulla funzione vertice, Infatti
si pud mostrare con un esempio che queste condizioni possono essere verificate richie-
dendo che le masse M(s) della torre di particelle barioniche soddisfino una particolare
condizione spettrale, Da questo spettro si pud derivare immediatamente un'equazione di
campo ad infinite componenti deltipo di Gel'fand-Yaglom.

Vogliamo infine soffermarci sulle condizioni imposte dall'analiticita ai fattori di
forma da noi considerati. Come primo fatto notiamo che un modello per il fattore di for-
ma nella zona space-like necessariamente influenza la sua estrapolazione (continuazione
analitica) nella zona time-like: infatti & ben noto che le relazioni di dispersione danno una
relazione integrale tra il fattore di forma space-like e la parte immaginaria del fattore
di forma nella zona time-like, Appare comunque chiaro che l'ipotesi a torre (dominanza
di un solo polo nei coefficienti dello sviluppo) non pud pid essere valida se si vuole deseri
vere il fattore di forma glbobalmente; infatti tale descrizione implicherebbe una struttura
analitica non corretta, Da cid segue che nemmeno un numero finito di poli & sufficiente
per cui ogni particella deve apparire in un numero infinito di poli, ognuno dei quali corri
sponde ad una rappresentazione irriducibile del gruppo di Lorentz. In ogni caso sembra
comunque naturale assumere che esiste una intera classe di risonanze che partecipa al
polo leading the domina il fattore di forma ad alti momenti trasferiti. Noi allora possia-
mo chiamare tale classe una torre di risonanze. I modelli per i fattori di forma descrit
ti nelle precedenti lezioni, di tipo Veneziano, possono prendersi ad esempio per conferma
re questi concetti, Un modello per il fattore di forma di tipo Veneziano (a parte le corre
zioni dovute all'unitarieta) ha infatti 1'importante proprietad di avere le giiiste proprieta
di analiticita, di offrire cio® esplicitamente la interpolazione nella zona space-like con
quella time-like, Confermiamo che un fattore di forma di questo tipo & infatti descritto
da una famiglia infinita di torri con i poli sfasati di un intero ;L n- ). -n, In questo conte-
sto una investigazione molto attrattiva pud essere quella di cercare un gruppo dinamico
{che contiene il gruppo di Lorentz come sottogruppo) che fornisca come ansatz un fattore
di forma di tipo Veneziano, Questo significa che una supertorrP di particelle, descrit
te da una rappresentazione irriducibile di tale gruppo dovrebbe possedere lo spettro di
massa e la molteplicita dei livelli di quella descritta da un termine alla Veneziano.

Per poter procedere in questa analisi viene premessa la classificazione e la co-
struzione di tutte le rappresentazioni irriducibili del gruppo di Liorentz., Si introduce quin
di 1'analisi in onde parziali generalizzata che servira per poter espandere le funzioni ver
tice,

L'analisi prosegue con l'applicazione del formalismo ai fattori di forma elettro-
magnetici del nucleone e delle risonanze nucleoniche di spin pid elevato,

1I.2,~11 gruppo di Lorentz omogeneo, -
Il gruppo di Lorentz & il gruppo delle trasformazioni lineari ed omogenee dello
spazio-tempo (M) in s& che preservano (lasciano invariante) il prodotto scalare:

(II.].) ‘ =50 O - h \?.— "

| A

dove g = grv =

QO O
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trici /\1;‘ 4x4 taliche:

k k' 43
I1 gruppo di Lorentz L. & un gruppo topologico di Lie 6-dimensionale, localmente

compatto, nonaedémpatto, localmente connesso, non connesso, non semplicemente. connesso,
La sua varietd topologica si divide in quattro regioni connesse caratterizzate da:

o
L+ :det/\%l sgn/\o+ (contiene 1'unita I)

A O : x .
L™ det/\= -1 sgn/\o-i- (contiene l'inversione spaziale IS)

(I1. 3) &

o

L s det/\= 1 sgn/\0 - (contiene l'inversione spazio-temporale Ist)
4 ? ‘

L~ detA= -1 sgn/\0 - (contiene l'inversione temporale It),

’ 7
per cui L=L UL;_"UL_*_ UL_. Solo L+ & un gruppo {connesso): il gruppo di Lorentz ristret

to. Ovviamente, con ovvio significato dei simboli:

. T P 7 ;
(11.4) L =1 L, L, =l L L =L L, secondo lo schema grafico della Fig. 8.

@~ =

FIG, 8
Tre importanti sottogruppi di L sono:
7\ o
L ==L, UL_ (sgn/\0+) {gruppo di Lorentz ortocoro}
7 . .
{I1. 5) L, =L UL, (det A=1) {gruppo di Lorentz proprio)
A o
L, =L, UL_ (det Asgn/\o =1) (gruppo-di Lorentz ortocoro)

Per gli sviluppi che seguono considereremo il gruppo di Lorentz ristretto L +7.'
Questo gruppo & connesso ma non semplicemente connesso e infatti non coincide con il suo
gruppo di ricoprimento universale SL(2,C) (gruppo di Lorentz spinoriale), il gruppo delle
matrici complesse 2x2 a det=1, Mostreremo ora che i due gruppi sono omomorfi e che
il nucleo dell'omomorfismo & costituito da due elementi.

Cio significa che Li ammette al pill rappresentazioni a due valori,
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Ad ogni vettore x=(x°, x}, x 3) di My associamo la matrice hermitiana
x%-x3  x? -ix1 '
(11. 6) a= v .
2+ix! 10+x®

(associazione biunivoca e lineare) e consideriamo un elemento g= (02‘ f ) (\45 ‘87=1)‘x
x di SL(2,C), Consideriamo ‘la trasformazione:

(1I1.7) al= gx'ag (gxh c, dig)

Questa trasformazione induce una trasformazione/\ su. M 4 ed 1noltre/\ g1 8, =

= Ag /\ g Poich¢ detg=1 la trasformazione lascia invarlante la forma dgata:

2 2
x° x:!2 x2%. %8 ; il conb:di luce futuro v +, xz =0 x°% 0 & trasformato in sé stesso
da /\ (infatti la trasformazione (II.7) trasforma matrici hermitiane positive in sé e la

condlzione xz) 0 x°>0 & la condizione di. positivita definita), Dunque 1'insi ;me ZA s‘
coincide con L+ . Gli elementi di SL(2,C) che corrispondono all'unita in L,” sono dati
dall'equazione

(11.8) a= gxag Va

segue che per a=e gf=g 1 e dunque [a,g]=0 g=Al madetg=1=p A=+1 e quindi il nu
cleo dell'omomorfismo N tra SL(2,C) e L{‘é ((1) (1)). (~(1) f;
a SL(2,C)/N. Costruiamo ora 1'elemento A g che corrisponde a g,

Ricordando la (II.7) e1la(I1,6) siha:

). In definitiva 1f & isomorfo

a' al |
(I1. 9) ar= [ 1112
331 22
con
aj, =(14 2, iyl 2)x°+iuf - FRIRHRY + ZV)x24-~( Irt 2- H'z.)xs
(11.10) ajy =ap, =P + FE1OHFTP -7 mop +18 nPHFS -’
apy =181 181 20hi(@d g8 1 (I +P 1+ 11 2- 01 =
a questa matrice corrisponde il punto x' di M, di coordinate:

al _a'
1 1 22 4 2" 3t 722 11
(11,11) x%= 1 — ; 'x]‘ =1m a'21' x2 = Re a'21; X ===

e infine si ottiene inserendo ‘le (II.10) nelle (II,11):

(I1.12) -x! =,Agx

dove
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- (a} % 1p) 2+ 1y 2+ 16) %) (T 488) Re(ey +BE)5 (141 % a1 - |1?)

o1y A Im(d éﬂ}é ) Re («§ -¥p) -Im(Fp+x$ i ¥

Re(Jp +F$) Im(gP i )Re(g(, -78) Re FS Zf)
2P0 P I S T Retpd T 181 20 1)

E' opportuno infine accennare ad una possibile parametrizzazione del gruppo di
Lorentz, E' bene ricordare che ogni trasformazione di Lorentz /\ pud:decomporsi nel mo
do seguente:

(I1. 14) /\=/\1/\2/\3

dove /\ /\ sono rotazioni spaziali e A & una trasformazione di Lorentz pura (boost)
lungo 1' asse x3 Dunque cid equivale a scmvere un elemento di SI.{2,C) nella forma:

(I1I. 15) g=u1bu2

dove ul,uzé SU(2) e b & un boost. Si ottiene:

(1L 16) B8 V1. § .05, )=uly.0, 1, )b(E)u(0,0,, V)

dove:

_fexpli-pM) 0 ‘cos@-sin@ Y[ exp(-ivV) 0
u(".\,(-), V)_( 0 F exp(ir.;)(sing cosG)( 0 exp(i\)))

(11, 17)
: € 0
b(g)z(exg’«exp(_g )e0<'/v]<2r 0<9.\ 5 L0EYLT 0<$’loo,o$g( D‘f”é?’f

Vediamo ora come-si ottengono degli importanti sottogruppi del gruppo-di Lorentz
ristretto, Se nella matrice che definisce g poniamo ol =3 * (3=- ¥¥ otteniamo un sotto

gruppo compatto di SL(2,C), il gruppo unitario SU(2). La (II.13) diventa allora una ro-
tazione spaziale,

Se invece poniamo ¢ = [ @=‘Kx otteniamo il sottogruppoe non compatto SU(1, 1)
e la (I, 13) & una trasformazione di Lorentz tridimensionale, E' immediato constatare
che SU(1,1) & isomorfo a SL(2,R). Se infine poniamo e = ¥ p= px=x =T 5 L= §¥) otte-
niamo un sottogruppo di SL(2, R), ovvero il gruppo (non compatto) dei boosts lungo l'as-
se z, Intal caso la (II, 13) da il sottogruppo delle trasformazioni di Lorentz pure lungo
l'asse z con velocita @ = f‘cskg

II.,3.-Classificazione delle rappresentazioni irriducibili del gruppo
di Lorentz omogeneo,

Per poter classificare tutte le rappresentazioni irriducibili del gruppo di Lorentz
ristretto LZ‘ si pud usare un metodo del tutto analogo a quello usato per determinare gli
autovalori del momento angolare e della sua componente lungo unasse: A tal uopo si posso
no determinare dapprima i generatori infinitesimali del gruppo e le loro regole di commu
tazione (Algebra di Lie del gruppo). Inoltre verrannocostruiti gli operatori di Casimir
del gruppo, ovvero gli operatori che commutano con tutti i generatori infinitesimali. Il nu
mero dei Casimir (indipendenti) determinera il numero dei parametri (tramite. i loro
autovalori) che individuano univocamente una rappresentazione irriducibile di .
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I1 problema di classificare le rappresentazioni irriducibili si riduce quindi a quel
lo di trovare la forma generale di operatori che soddisfino le regole di commutazione
dei generatori infinitesimali di LY .

Consideriamo una arbitraria trasformazione di Lf' /\i.(‘AG', ’z) relativa a due
sistemi/z' e't . Abbiamo visto come essa debba essere individuata da sei parametri che
possono essere individuati, in modo piit fisico, al modo seguente:wx,w ,&J_ sono le
componenti del vettore di rotazione (v del sistema /G' rispetto al sistem ’b; Vs Vu V

sono le componenti della velocita v dell'origine del sistemaz ' rispetto al sistema YC .
Poniamo con P x“Vg/Cs (Sy= vy/c, g 2= Vz/c. I generatori infinitesimali corrispon-

z

denti ai sei parametri verrannechiamati con Iy, 12, 13, J 1° J2, J 3.‘)'si ottiene differenziando
'

ia matrice che corrisponde ad una trasformazione di Lorentz pura,

1 -4 P
\IT-T‘;T V1-F2

(1I.18) /\ = -8 1 0 0
iJ YI—PZ W_PZ

0 0 1 0

0 0 0 1

e ponendo F =0

0 -1 0 0
dA .
(I1.19) — =3 = 1000 ) o ¢
d 1 01 10
fo ‘3=0 0 0 0 O
0 0 0 0

dove E ik(i, k=0,1,2, 3) & la matrice in cui l'elemento all'intersezione dell'ima riga e
k-ma colonna ¢ 1 e i rimanenti sono 0, Permutando ciclicamente si ottiene

(1.20) J27 " &oa™ €0 3= Eo3 Ego

Per ottenere I, ricordiamo 'la relazione che esiste tra le coordinate di un evento
nei sistemi ' e {dove % ' & ruotato rispetto a & di un angolo »( attorno all'asse delle
x. Si ha:

(I1. 21) x'=x, y' =ycos« +Zsino, Z' = -y sing +Z.c0s &, t' =t

per cui la corrispondente trasformazione di Lorentz risulta

1.0 0 0

0 1 0 0
(11, 22) /\iJ= 0 0 coso sing

0 0 -sind cos
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differenziando. rispetto adie e ponendo'ol =0 si ottiéne:
(11, 23) ‘ »IL=‘£23- 8:32\ :
e permutando:.ci¢licamente

(I1.24) I.=€

5= €g- € 1= & -€

13’ 3 21 12

Otteniamo dumjue-; per-caleolo-esplicito, le seguenti regole di commutazione:

E2p 93] =Dy 3] =[15. 93] =0

Uy 95) =95 5. 95) = -9, [35, 0} =95
=3y 90} #9511, 92) =9,

(1 =15 [ 1) = 1, g1, ) =1,
(ye32) =13 (0, 3351, (3597 =1,

Per poter avere delle regole di commutazione in forma. piti compatta si possono definire
gli operatori

(I1, 25)

R S =L -
(I1. 26) A= -5 ([T, By = -5 (I -13)), (k=1,2,3).

per cui si ottiene:
(I1.27) [A;J.,Ak]: E;Ikl'Al [BJ,Bk P= nglBl [AJr’ Bk]=0 (J,k,1=1,2,3)

la realizzazione-(I1, 27) & quella essenzialmente dell'algebra di SU(2)Y® SU(2).

Per costruire: il Casimir di LZ’ basta: calcolare i Casimir delle due algebre di
SU(2) e quindi si hax

2‘“

(11 28) A%= —%(yﬂ 2 2.1 2

A )", B = ——(J-iI)

I Casimir del gruppo: di' Lorentz sono. usualmente definiti come

2 2
(11. 29) Pt e ireg

che sono opportune combinazioni: lineari’ delle: (I, 28),

I1 problema. & ora: quello.di trovare: la forma pilt generale degli operatori _A_k, By
che soddisfino le (1I,.25) e tali.che gli operatori (II.29) si riducano a multipli dell'unita,
Le rappresentazioni riducibili saranno intal caso cgmpletamente classificate, Per fare
questo notiamo che una rappresentazione £, di L{ per g € R3 & anche una rappresenta
zione del gruppo delle rotazioni’ Ry (generalmente riducibile) e quindi lo spazio § ™ su
cui agisce ‘1) . potra decomporsi' inuna- somma- {diretta) di sottospazi SJ invarianti rispet
to a Rg sui quali agiscono le rappresentazioni irriducibili di spin J di Rjg. Si pud dimostra
re che la moltepligitd. ditali sottorappresentazioni pud essere 0,1, Se chiamiamo. allora
f;Tn una base su Sf"(-JSfng) allora i vettori fr‘h, al variare di J, formano una base su

s®
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E' possibile pervenire al seguente teorema:

(I1. 30) Ogni rappresentazione irriducibile di L/ ¢ determinata da una coppia
* di numeri M, A dove M ¢ intero e semmﬁem e A & un complesso.

La rappresentazione irriducibile che corrisponde ad una data coppia (M, 2_) &
individuata dalle seguenti formule

= Y(g+m+1) (3-m) ffnﬂ; H f VT ra—— f -

J
m
2
H fon m £ ;. F £ = V(J-m)(l-m 1) V(J M )(g -A Jm_:1 +

+
3 m m 4J -1

H,f

/ — L
+ V(J+m‘)(J+m+1). ﬁ%_)f;ﬂ

— _ 2 .. .2 2 ~ 2
+ V(J+m+1)(J+m+2) J:q V(J +1+2J;M HI“+1+27-A %) fJ++11
43°+4+8J-1 o

. 2 a2.,.2 2
= V(J+m)(J+m-fl) TILVTJ_;LQ )J_-MT) ffz;-l1 i
43°-1

V(m+J) (J- m+1)J(J+1) me1" V(J m+1i}J-m+2) J+1

< (J2+1+2J-M2)(J2+1+2J-?-2) PUAs)
V (43%+4483-1) m-1

(11, 31)

¢ =

[ 2.2 ~2

i faf-Mec-A% g MA J

(J~-m){J+m) ~— f -m S -
7 V I m-1"" I ‘m

"V (F+me1)(T-mt1) = ‘,/(J2+1*2J-M2(J2+1+23-22) S+
b (432+4+83-1) m

dove sono stati definiti i seguenti operatori:

H3=113; F3==1J3; Hi=1..'(1+12; Fi 179

ed i Casimir sono dati da:
2 2 ' . .
(I1. 32) SR LR L O AIeJEMe X\

Se A' M +k dove k & un qualunque intero positivo, la rappresentazione et

(k2+2 |M|k) dimensionale e si ha:
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(11. 33) I mgy; o J=[M), IMpL,. .. IMl+k-1=A21

Per ogni altro valore diq le rappresentazioni sono infinito-dimensionali e si ha:
(IL. 34) ' -I{m{T; I=\m|, M| +1,....

L.e rappresentazioni sono unitarie solo nei seguenti casi:

M qualunque Rel= 0 serie principale

I1.35
( ) M=0 -1< A1 serie supplementare,

L'unica rappresentazione irriducibile unitaria finito-dimensionale di L +7’ e la
rappresentazione identita (M, A.)=(0,1).

E' bene notare che si & lasciato del tutto aperto il problema di quando ad ogni
coppia di numeri (M, A.) corrisponda realmenté una rappresentazione irriducibile di Ly,
cioé quando le formule (II,.31) definiscano effettivamente dei generatori infinitesimadli di
qualche rappresentazione di L4 . Il problema si risolve con la costruzione esplicita del
le rappresentazioni irriducibili del gruppo di Lorentz spinoriale SL(2,C). Il fondamenta
le teorema a cui si perviene & il seguente:

Tutte e sole le rappresentazioni-irriducibili di SL(2, C) sono.
definite da una coppia di numeri M, A dove M & intero o semin
tero e .2 complesso arbitrario, Le coppie M, A e-M, -A de-
finiscono la stessa rappresentazione,

{11, 36)

4
4
4
[ . . N
) &— SEuS P nct?ate
’ seue swpplementare
. , ) . .
1§ A T -3

; ¥ ¥
i {MI+1 phite LMY +K
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1mpprese nlazien &Cv&‘\fo- dime nsienal

FIG. 9

I.4.- Elementi di matrice delle rappresentazioni irriducibili di
SL(2,C).- ’

Lie rappresentazioni infinito-dimensionali di SI.{(2,C) sono state trovate dai due
matematici russi.J, M, Gel'fand e M. A, Naimark, Si pud vedere che tali rappresentazio~
ni possono essere realizzate in-spazi di funzioni omogenee di‘due variabili complesse (e
delle loro complesse coniugate) che sono infinitamente differenziabili,
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Per costruire esplicitamente gli elementi di matrice delle rappresentazioni di
SL(2,C) @& opportuno limitarsi inizialmente alla serie principale, Gli elementi di matrice
di tutte le altre rappresentazioni irriducibili si possono ottenere, a partire da questi, per
continuazione analitica (in}) ).

Gli operatori della serie principale agiscono sullo spazio d1 H11ber "&,M delle
funzioni @ quadrato sommabile definite sul gruppo unitario $U.(2) e che soddisfano la con
dizione: - ‘

(I1.37) ¢(bfu)= exp (-2iMcw ) ¢ (u)

dove

exp(- iw) o
(11, 38) a’ explind) )

Se noi consideriamo le rappresentazioni di SU(2) date dalle matrici:

(11, 89) R;Inm,(u) = exp(-‘Zim/u\) rfm’n’;(o) exp (-2im'V )
dove . _
J-m m -k o _mt-m _m-tm
S(-1) (J-m)! (J+m') 2 2

mm'(e) 2J(J-m)v b*(ﬂm)‘! (J-mr) (1-0080) (t+eos0) x

(IL. 40) x d_cgtFGJ-m' (1-c088)” P(14+cose) 0
J-m
J (J- m'}!
(R, (% ) U e Yo @2

noi abbiamo che le funzioni;

(11, 41) ' ¢ (u)" V2J+ Rg,[m(u)

formanp una base ortopormale in\égM.

Consideriamo il sottogru,ﬁpo K di SL(2,C) i cui elementi sono le matrici del tipo

k.. k
P11 12
(11, 42) K (0 (kll)'l)

Gli elementi di S1.(2,C) possono dividersi in classi laterali destre modulo K(Ka),

In ogni classe vi sono elementi di SU(2). Si pud vedere che u,u' € SU(2) appar
tengono alla stessa classe laterale se e solo se u'= g u

Indichiamo con Ka un arbitrario elemento unitario -che appartiene alla stessa
classe laterale di Ka. Definiamo gli operatori J) A(a) della rappresentazione della se
rie principale M,/ Essi operano sulle funzioni ¢(u)e% -al modo seguente:
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ML
(IL. 43) R T L
o 7 (Ka)
dove

Si pud mostrare che l'arbitrarietd nella definizione di K@ lascia inalterata la (II. 43).
Se in particolare a=u€SU(2) si ha:

(IL. 45 ) B MM g () = ¢ (au)
Usando la base. (II,41) si ottiene dalle proprieta delle R;Tnm,(u):

(11, 46) O™ Mg w =g aw)

dalla (II.46) si ottiene:

M
(b (u ’b(g)u )¢J' Ve ¢Jm = J“m%"m"'(le(ul)¢§/{'mm ¢Jm) X

(S)Ml(b(g)HaJnl Hs ¢M (i)Ml ¢ll' nl) J

(u1)¢Jv m"(ul)x

m'’

g (‘E)R‘;.., )l)J J,‘ (ugbug) (~I'Sm S 3, ISm €7, 5, 5= M, M) +1, ...

“J]"

dove si & usato. il fatio ¢he:

M (§)

m —S' mm' mJdJ'

(IL.47) B N g

e la funzione deJ'( g) & data dalla seguente rappresentazione integrale:

2(';\-1)
MA (%)- (2J+1)(2J’~&1)S [ﬁ’-‘l‘igﬂ)“ ":] rM ©) x 7 73 (0)

mJJ! cos@' Mm
(I1. 48)

x sin2@ d6 (tgh' = exp2 %tg@)

Gli elementi di matrice ob m'Jm che sono stati ottenuti a partire dalla serie

principale di SL(2, C) (asse immaginario del piano Sl) possono essere continuati analitica
mente su tutto il piano ;). tramite le funzioni (I1,48) ed essi definiscono ancora elementi di
matrice di rappresentazione irriducibili di SL(2,C) secondo lo schema della Fig, 9. Per
i futuri sviluppi & utile ricordare la seguente decomposizione

M:L -M -A
mJJ'(g)""l JJ'(e‘)H B’ J'J)\(z) amTJ'(i #S5; a5

s-A

(11.49)
MA _.J
(SJ i TV s+l)
s= M
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M A M v a
: : | f 4 g o : : " a
dove le funzioni deJ,(%), amJJ,(g) -sono chiamate funzioni generalizzate di I e ’II
specie (dnaloghe alle P} e Q).

Si pud vedere che le funzioni aM

mJ J,( g) hanno il seguente andamento asintotico;

(1. 50) axJJ,(ﬁi )~clr‘f1JJ, exp] £ (- A -1-YM-m})
?-.-9 (s3]

Per Me#in=J=J'"=0 le funzioni dgo%)(i ), azo%( i) si riducono alle funzioni speciali di Ge
genbauer di I? e II? specie,
II.5,- Analisi in onde parziali generalizzate,-

Per Vanalisi dei fattori di forma che segue si deve introdurre il concetto di
trasformata di Fourier su di un gruppo. Il tipo di espansione che segue & del tutto gene
rale, valendb risultati analoghi.per un qualunque gruppo localmente compatto, unimodula
re, di tipo I, Nel caso particolare del gruppo delle traslazioni in una dimensione e del
gruppo delle rotazioni si ottengono le ben note analisi in onde parziali ed analisi di Fourier,

Una funzione f(g) sul gruppo SL(2,C) & una corrispondenza tra una matrice di
SL(2,C) ed i numeri complessi. Essendo SL(2,C) un gruppe di Lie 6-dimensionale essa
non & altro che una funzione a 6 variabili.

~ Una funzione f(g) su gL(Z,C) -& detta .a discrescenza rapida se pe:r-Vintero n>0
t(g)  Clg|™ dove |gl= 112+ 12+ 1y 2+[ 812,

E' possibile introdurre su SL.(2,C) un elemento di volume (misura) invariante,
ciod tale che . dg=d(gg,) = d(g,g) Vg, ESL(2,C). Esso & dato da:

i3 —_ — e -2
11.5% dg= ()" dol dddd3 dd dd
(1r.51) g= () paE el
ed in termini della parametrizzazione (II,16):

2
ARTOD airoD (i ‘ )
(11, 52) dg 4s.m29131n202(sm2 g) dgdgldgzd/i ldvldL 2

Una funzione ¢ sommabile su SIL(2,C) se:

(IL 53) | (S , | 1(e)]dg <
SL(2,C

Dicesi trasformata di Fourier di f(g) la funzione operariale definita dalla seguente for-
mula

’(’111,.54) AL S fe) DM X e) ag

"""c‘.ﬂlo‘\ie"'I"‘operatore FM)' & definito al modo seguente
(11.55) FM&Wu) = Sf(g) (J)Mp”(g) #(u)) dg

Stabiliamo ora per quali funzioni f(g) la corrispondenza (II.58) ha senso,



In analogia alla trasforroata di Fourier classica valgono i seguenti risultati:

(11.56)

(11, B7)

(I1. 68)

(I1, 69)

(11, 60)

{(I1.61)

(11. 82)

(I1. 63)

(11, 64)

2

Se.f(g) & decrescenza rapida, la sua trasformata di Fourier kFM( &
analitica su tutto il piano A (funzione intera analitica).

Se f(g) & sommabile la sua tfais.formata di Fourier definisce una
funzione analitica nella triscia -4i<Re A<LA,

Se f(g) ¢ a quadrato sommabile la sua trasformata di Fourier & de
finita solo sull'asse immaginario del piano A(serie principale di
SL(Z,C)).

Teorema di Plancherel: Se f(g) ¢ a quadrato sommabile vale la
seguente formula di completezza:

, 2 g 4.-1 vl 2 a2 M +MA
S,]f(g)l dg = ﬁ 8% ) S ™M A Te(F F )d A
M=-00 Jioo

Formule di inversione: Se f(g) & a quadrato sommabile e sommabjle
allora f(g) si esprime tramite la sua trasformata di Fourier F
al modo seguente:

+00 4 ico A
t(e)= 5 6RO 5 222 7 [FMAHM €l [a A
M=-c0 -ice

Semplici proprietd della trasformata di Fourier: la trasformata di
Fourier di,f(g;lfg) ¢ data da:

(o] 'e D™ (@) ag = M (o) PMA

la trasformata di Fourier di una convoluzione di due funzioni
= ) -1
(fy xfy) (e} = Sfyl(g)f'z(g1 g)dg & data da:

; A MA
S(flez)(g)J)M)(g)dg=F1¥I FI;/[

Trasformata di Laplace su SL(2,C): vogliamo ora vedere come
pud interpretarsi l'integrale (II, 62) in corrispondenza a funzioni
ftg) che siano meno buone all'infinito di funzioni a quadrato-som
mabile. Per far questo ugigmie gli elementi di'matrice: (II.46)
delle rappresentazioni di SL(2,C). La (II. 62) si scrivera dunque:

39,
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(g, b(§)u,) = —— < S a2 2 HMA SR IR

41" M=- Zioo JmJ'm' m'Jm’ m'"
(I1. 65)
A6 R ) 2 RI(W) fm sl IR (ay)
m"JJ" m''m' 2 m" m' 2
JmJ'm'm" .
dove
m' 1 2 MF\
(IL 66) f i ,vaf)—4 S k- x)gf mgmS iyt )
it M—-oo oo
e tenendo conto della (II, 49) otteniamo
" +o0 ico M- &
(IL. 87) S )—-—-7 < { am® N )5 0 m a9

2iF © M=-o0 -ioo

se f(g)¢L2(SL(2,C)), si pud allora assumere che la sua trasformatd di Fourier

(1. 68) "}MCL = S dgf(g):b

L] 1] | g)
J'm'IJm SL(2,C) Jm

sia una funzione meramorfa in (lcosmché la (II,67) pud essere definita ryx>d1f1cando op~
portunamente il cammino di integrazione quando i poli della funzione Jm interseca
no l'asse immaginario

é § ana? A)’-‘}

1T’ M=-0 C

(1L 69) fJ, .Jm( E)-- m'Jm m"JJ'(E)

Se si sposta il cammino verso sinistra si possono estrarre i contributi dei poli (teorema
di Cauchy); si pud dimostrare che il background va a zero spostando il cammino verso -co
sull'asse reale per cui si ottiene:

m" iM; ,A Mi_'li
(1. 70) oo §)*2 Z LY PP AT
e nel limite di alti si ottiene, ricordando la (II.5G):

m'" —~ 2 M A cM A A-1- M- mI
(I1. 78) g B L ® 2% ot 3 Cpn't g1 (€05h §)

dove M, g‘,sono i numeri quantici del polo con la parte reale pid grande,

Dalla (II.64) si ha infine:

~1

f\ {
(IL. 72) fu, bl Jug) [~ EM/(u,uz‘)(coshg)A
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dove si & posto

(I1. 73) )(ul,uz)— { 3 (M2 %2 gﬂmi;m,cx?;, R’ (ul)R ,(uz)
JmJ'm' R '

II.,6.- Stati di singole particells @ funzioni d'onde relativistiche.-

Ricordiamo che la totalitd dei quadrivettori che possono descrivere 1'impulso di
una particella fisica di massa M sono una varietd di quadrivettori definita da

P 2 2 2 2 _2
(I1.74) prp *P,"P;"Py-Py =M 20 e P, 0

Tale varietd & detta un orbita e viene denotata con Of
di essere trasformata in s¢ da qualunque trasformazmne/\ di L7
corrispondenti matrici +a(A). di SL(2,C).

J}) O(M,) ha la proprieta
e quindi anche dalle

Un particolare vettore di O(M,) & quello che descrive una particella a riposo:
R
(11.78) p =(M,0,0,0)

E' chiaro che un qualsiasi altro vettore di O(M,) pud ottenersi applicando una
opportuna trasformazione di Lorentz /\a pR, cioe:

(11, 76) P =Ap A= Np)

La trasformazione /\ (p) non & determinata univocamente, infatti:
R R R
(I 77) AR)p =A®RpH=Ap"=p

dove R & una arbitraria rotazione spaziale,

Se definiamo uno stato a riposo di una particella di spin s e massa M con:
(I1. 78) 'pRm7 = -8dm £s
m =TT
uno stato in moto con momento p ¢ definito da
9 o2 = E‘ 1
(I1.78) lpm? (Pm(p) UaR (Pm apé- 51(2,C) e corrisponde aA (p)

Lo spin di una particella a riposo si trasforma al modo seguente:
s
. B = )
(11. 80) URcf f'R o BP

Ne segue che per una particella in moto si ottiene:
tH

_ _ s \
(I1.81) Ua_QR a3 Q. (P = g R, (R) (l)m,(p)
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La (I1.78) e la (II1,79) definiscono una rappresentazione di- L :
(11, 82) U, P olP)= mf D@ P A 20

Gli stati (II,79) sono normalizzati in modo invariante al seguente modo

(11, 83) (e _on=5__, 8*F-Bnzp, v VPl

Un pacchetto d'onde pud essere costruito come segue:

(1L 84) £= due) S 1 PG ()
m

dove £, (p)=( m(p), f) & la funzione d'onda dello stato (normalizzabile) f e d’t(p)=

= S(pz-Mz‘)O(p o)d4p & lo "spazio delle fasi' -della particella, L'interpretazione fisica di f
richiede che f_ (p) sia a quadrato sommabile su O(M,) ciod:

+s
W2 2
(1. 85) hel%- < S dpp) i) ¢
m=-s
Dunque la totalitd delle funzioni d'onda di una particella realizza uno spazio di

Hilbert L2(M,s). E'immediato riconoscere come agisce la rappresentazione Ua su tali
funzioni d'onda:

(11. 86) U tyP) (U, 1 PP 0= Z D, @He (A @p)

Ad una funzioned'onda definita su O(M,) pud associarsi una funzione su SL(2,C) (funzio
ne d'onda di Moussa-Stora) al modo seguente:

(I1.87) .fm(ap) = (Ua‘p(f)m, f)
essa verifica la relazione di covarianza:
-1 > s
(11. 88) o, R )= m%_s R _(R)E  (ap)

La rappresentazione U, di SL(2,C) agisce sulle funzioni d'onda di Moussa-Stora
al modo seguente:

P - - |'1
(11, 89) Ua' fm(a) = (Ua crm, Ua' f) = (Ua"la mLf) = fm(a a)

Si pud mostrare che la (II.89) & in effetti la restrizione ad una rappresentazione
irriducibile del gruppo di Poincare P/7:

(11, 90) U(a', x) fm(a) = exp(x,/\(av) pR) fm(av -1a)
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Oviiamente la restrizione (I1.88) della (II.90) su SL(2,C) non & irriducibile,

Effettuando la trasformata di Fourier della (II,81) e usando il teorema di Plan
cherel si ottiene (vedi (I1,83)e(11.85):

S ico o
-1 242, 5 M TMA
(L. 91) e £ 5 Aot >J§ﬁ' e & s @
) s ico 2
(I 92) 1 %-esnsg’v® S S d Ak r?-A?) flfﬁi\
M=-s 10 Jm
essendo
M MA
(11.93) f_ = S daf (a) Lo (@)
Jm SL(2, C) m (bsm Jm

II.,7.- Funzioni vertice,-

Le funzioni vertice possonoc essere introdotte come elementi di matrice di un ope
ratore densitad di corrente nell'origine J It (o) tra due stati di singole particelle di massa
e spin arbitrari: '

~
(I11.94) Vr (P, pl)m2m1:N1 Ny <pym, 'Jf‘ (0){p; my >
(27”3/2
essendo N1 = delle costanti di normalizzazione,
2M1

La funzione (II, 94) descrive il vertice

P H.S,

P My 3,

La corrente ha la seguente legge di trasformazione:

-1 _A" , . 7
(11. 95) U, Jr(o)Ua— r(a)Ju(o) a €SL(2,C) Af(a) €L

Osserviamo che i quadrimpulsi appartengono a O(My,), O(M2+) inoltre la conser
vazione del quadrimpulso al vertice richiede

(11. 98) P, -P; =Q

Se chiamiamo p?, plli gli impulsi nei sistemi di riposo delle due particelle allora

3 due trasformazioni di Lorentz /\2, /\ 1 tali che p, =f/\zp1;, Py =/\1pll:t per cui dalla VI si
ottiene:
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A

mymy =‘}\ (A Z’A 1)

A4
(11.97) Y,',(pz, pl-) mym,

dalle (I1,95) e (I1.8Z) si ottiene:

(11.98) v (/\/\2,/\/\1)

mm

' v
-1 '~
- =0, 2(/\)50m,lm1</\)/>.vv(/\2,yil>m.2m

1+ mt
1 mm1

Per introdurre una legge di trasformazione pilt semplice & opportuno definire le
seguenti funzioni vertice ridotte:

(11. 99) Vi ALA D - € Do

I‘ mym 1 mm' m'm'

(Az)l) LAY (g Ay

m' m!
1
che verificano la seguente legge di trasformazione:

(11. 100)

| v
*h (AN, AAI).mzm1= A/‘ v, A A 1m, o

Per semplificare la cinematica ed estrarre le proprietd di covarianza notiamo
che deve essere Q2= t£ 0 per cui si pud porre Q (0,0, 0 E) Et facile vedere che in

questo riferimento si possono scegliere due boosts bz,b tali che:
t R .t R_=
(I1, 101) b2 P, - b1 P, =Q

Da cid segue che le matrici A 2s A 1 Si possono decomporre al modo seguente:

(I1. 102) A2=/\bt2R2, A /\b R, dove AC'L+ e R,.R ER,

Tenendo conto della (11,10@) possiamo scrivere:

“1Y
(11.103) V,‘(b R, b R) . /\/4 Vo ALAD

ed incltre dalla (II, 10@):
(I1. 104) r(bz 2,b R = ”‘2 (Rz)R m; BV (b b.

z“*l mym} m,m, r mymy

ed infine posto bt=bi1t b; risulta:
t _ -1t
(I1. 105) v, (b) =A (] )V, (b bl)m

r mzm1 /. 2m1

L'elemento di matrice della corrente (II,94) @ dato in termini della (iI, 10%) da:
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-1s
- < : 2
vr @y Py * E T . ofl) A YN AR Sy
¢ 1 vk mymy m,
(I1.108)
s, X,V
t t t
<Ry i (By) A Ry 5 AN R A T
m1 [ AL m,m
- a
Si pud mostrare che bt=e l/zgt 3 e t=M?+M§-2M1M2coshgt per cui:
¢ M";+.M2-t
107 = _— 4
{I1,107) ¢ settcosh ( 2M1Mz)

Per quel che sggue & opportuno introdurre le 'componenti canoniche" dell'opera
tore vettoriale, cioé le componenti nella base fJ J=0,1 m=0, +1,

Esse sono legate alle componenti. cartes1ane al modo seguente:

(11. 108) v = \I';}vo; v =-(1)1/2v- \% 1(21/2

+i
00 lo 3 3’ 1+1 (Vl —1V2)

E' interessante osservare-che le considerazioni precedenti si possono applicare
ad un vertice che si trasforma secondo un'arbitraria rappresentazione M, Adi SL(2,C),

Jm(Mz’ Ml)

Per fare cid basta sostituire la (II, 100) con;

momy

, MA | MA
(IL. 109) Vi (AR, AA )= z{ ODJmJ,m,< AN VLT ARAY

la (I1.100) si ottiene come caso particolare per (M, A—) =(0, 2)

II.8.- Analisi in onde parziali generalizzata dalle funzioni vertice.-

Ci proponiamo ora usando le tecniche sviluppate, di usare una formula di decom
posizione per il seguente elementc di matrice:

MA
<t IJJmlfl) é Sdp(pz)dr(pl (pz)V (pypy) ! (p,) =

!

(11.119) =(81T2)2M (zs 1 F12sy+1) Sda Sda (az)VMA(a a0 f:n (ay)
m, my 1

a1=a1(A1’; 2=a2(A2)

avendo posto da da=dp(p)& Aove dpm(p), d W sono i rispettivi elementi di volume inva-
rianti dell'iperboloide di massa e del gruppo SU(2),

Usando la formula di inversione (Ii, 91) per i pacchetti d'onde otteniamo:
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ioo M )\ 5 ico
&, 9300y = [ é § asymi-a2) ) Z T2 § dd x
-8, -l J"'m" J: Ml-'s1 Jdoo
(11.111)
2 M11 My Xy M; A ML
x(M -2 ) J'm' ]Sja da s, m, J"m nla Z)D ;M J'm'(a) va(aZ’al)mzm1

Se si effettua il ‘seguente cambiamento di variabili:

-1
(I1.1183) az,als a, a,,a
si ottiene:
TR ‘
(I1.113) da, daz—d(a:2 al)da 4_’_ du1 du, smh g d€da

essendo
8, =b(g ) u,, a b e §-5,-%
Inserendo la (II.113) nella (II,111) si ottiene (a meno di costanti moltiplicative):

<1, IJMllf> [éz S @k, oz -A2) f" J.l,\/lz?z jm L, x

_u.s =100 =8 ~-ico
1) 1 1

(11.114) x(M ).2 f fMl}lj_S sinh fd% % ?:.2 g EMI’lI b'q

2 )

M,yA, MM
x(g,) iv G O(E,)o(E ImT, Jaad), 2 i . 1'm PRI ES IR A @)

L'ultimo integrale definisce il coefficiente di-Clebsh Gordon .per SL{2,C):

M, 2,
——j J) ..(a»d)ImJ,m.(a)‘i) -(a'l)-
(I, 119)

= (M J’m"Mﬂ, Jm;Mzﬁz, J"m") (M, Im;M

iMa ,Im,)

17 212'22 171°7171

per cui la (II, 114) si pud riscrivere:

(II.116) <'fZ\JND] 7= iz E S ak, (m2-A%) i ad (2 ;\f)x

'-—S l-S -100 -ico
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fJ.. 2,. 2 va 1' 1 (M1 %,J'm"Ml, Jm';Mzaz,J"m") x
J"m"J‘m‘ m m*

(IL.118)  x Z (M ImM, X, ]Ml L) Ssmh id‘id 3 x

I, 1,15, i, m 2R
<i)d } (i)V-(b(fzx o(f e =
2™

La formula di espansione (II, 114) vale per un vertice tensoriale di SI(2,C); se
si fa il limite ora per (M 1)—) (0,2) ovvero sulla rappresentazione vettoriale il coefficien
te di Clebsh Gordon (II.119) diventa una distribuzione ¢ contiene delle funzioni é del ti-

éMl’MZC(" _ \)) 8(9\'- 22+V+,4—1) V,r& =0,.1 per cui un integrale in dl si-effettua

immediatamente e si ottiene (a meno di costanti moltiplicative).

)3, |57 = {fs dA - lz)MF (s,s.) MA) 1 x

I m'm" J'm'
-ico
(I1.117)
¥

NMA
xt_ P () amrlo, 2, Jm;MA, 3'm"
Jm /4,‘)/

dove

M,‘v(szsllM',\,) é s e

(1.118)  x((M-Q), _ o iop 1mllo 2,ImiM-\LTA Samh g’a?ah/;); 2(3’ ) x

cad™M- Dy
Chas A € ? )V (b(<§2) b(gl)__ =

1™

In definitiva si ottiene la seguente formula di decomposizione per la funzione
vertice:

ioo
V(g2 f 2 S adwm® %M, (s s \MAY f x
m 21 LIS | Y
my 1 /" M -ioo /‘ J'm J'm
(IL.119)
i TIRT M )“’r
x((M))rv J'm'\ 0,2, Jm;M\J"m )-@ szmz.]’"m” (ay @ s,m, J'm' )

ed infine, tenendo conto del cammino di integrazione simmetrico in 3—» A :
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. 0 P3 PPy
E+M BE+M
+i -
0 , TP Py
E+M E+M
. 3. \IE+M . .

(11, 132) u(p) e . u(0)

Pg Py -1Py . 0

E+M BE+M

p1+1p2 _p3 0 1
BE+M E+M
‘Nel caso particolare considerato si ha:
P
+ 9, _\[E+M + E+M "3
(11.133) u () oM uz(?) SV EAM
e quindi sostituendo nella (I1.135):
1 5 2 ?
\ﬁf Voo(g)l/z 1/2 =cosh——(F (q Y+sinh F ( ))
(I1.134)
g 2 g 2 3
=cosh—F_ (q")- F,_(q"))=cosh—G (q )
2 1 ¢ 272 2 E
aM
ricordando la (II, 125} si bttiene:
(I1. 135) = Vo) 2L (a)) - g S
: ﬁ 1/2,1 /2 2M 21\/[ E+M

Procedendo analogamente con la V11(2)-1/2, 1/2 si pud ricavare:

_ 2% 1/2 _f,_ 2
(I1. 136) V11(§)-1/2,1/2‘ S 2 Oumie)

‘Per cui in definitiva si ha il seguente schema:
2
Voo(?-)il/z.,il/Z =\ cosh §/2 Gpla)

Y 2
(11.131) V.. et /2,412 \I 5~ sinh €2 Gg(a")

\’ 27 i
Vlil(i F1/2,+1/2 g Sinh——G (q )
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e dunque il fattore di forma elettrico e magnetico sono responsabili rispettivamente di
transizioni non spin-flip e spin-flip.

Se si applica 1'espansione (II.110) alla funzione vertice del nucleone si ottiene:

’ ioo
V. (%) -Z < A% aAM. L) .
m'® 2™ v =0,1 M=+1/2 -Sioo 4 r J'=1/2,3/2
(11.138) I
E ’ . L 11 M';L
X<(-M>,)w Y2 m |02, sm;mM AT )2 /3 1im, (5)

¢ possibile verificare che le funzioni Mr o hanno le seguenti proprietd di simmetria:
M, (/2,0 =M/, b M /2, =M (172, 0;

M (-1/2, )= -M, (1/2, Ay M, (1/2,2)° M (-1/2,2);

(I1.139)
Mll(l/z,A)=M11(1/z, “A-1); M_ (172, L= +1/2)(.>\-3/2)1‘v111(1 [2,-X);
M_ (1/2, ) =M__(1/2, -\ +1)
Tenendo conto dell'hermicita e delle (II. 139) nell'ipotesi di- poledominance si
ottiene:
B, B &, B
M (1/2’>) ..,,1__._,_-_.._.1__.+_ J._~_ o 1_ ;
1o oY X, ><+;\1 >\~'Xl >\+X1
(I1. 140) (3 o ?- E
M_(-1/2,X S M 1 L
ol / ‘ ) }' /\1+>+A1 X—A1+)-+/11

Inserendo il contributo della (II. 14¢0) nella (II.138) si ottiene per i fattori di for
ma di Sachs:

A, -1/2 A +1/2

GI (qz)ﬂ “Re Zsinzyhi/z, (cosh%) ! +(c:os hif)v 1/ )
E 5 sinh® § X172 ATz

(II. 1413)

_ X +1/2
o\ A-1/2 1
Giw(q?),\' ReP . 2cosh§ /2 (cosh‘;) 1 cosh% (coshi y oot +(c::oshi) )

sinh“g “sinn’ | A -1/ X /2

Si vede che per ')\ complesso si ottengono dei termini pscillanti nei fattori di
forma che vanno come c~os[1m)1 lg(-q2 /M2)+cost]. Poich& fale andamento non & osser
vato sperimentalmente si deve assumereg 1 reale, I poli del tipo visto seno chiamati di

classe I2, I poli di classe II® sono quelli che provengono dalle funzioni Mypj, My, per i
quali per le proprietd di simmetria (II,140) si ha:
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Pz P ,Fz —(}"2 ‘
A-Qy AL T AR, TAt AL

Mll(f_l/z,’).) ~

(11, 142) M, (+1/2, N)m1/2( 2 1/2)( A, #3/2) [‘A +2}2 5 ~};_1]+ 1/2(3'\'2—1/2);{

5 B2 By ]
x (D, +3/2) 'x+1u2+:\-32-1

e inserendo nella (II. 138) si ottiene:

GH(qz)N —Re/{ Pz(ll‘l/z)(;l +3/2)2sinhz'§/2 [(coshi)j‘z-l/z )
E 2 sinh® Ay-1/2
Xo+1/2 A +3/2
(coshg) 2 / +(coshg) 2+ 13‘
X 5 1/2 Ay +3/2
(I1.143)
2y Re{? (X, -1/2)(% ,+3/2) x
s1nh
-l 2 A +1/2 9+3/2
‘_(coshi) / ~2cosh$ (coshi) (coshi) 2+3/ ]}:
*L A,-1/2 2, F1/2 A ,*3/2

Analogamente al caso precedente )‘ deve essere reale per evitare termini oscil
lanti, Per q -) -0 si ottiene quindi per i fatiori di forma dominati da poli di classe I12:

2 A -3/2 2 X, -3/2
(11 144) GL (o)~ (- 25 ; G o) o (-3
M M2

e per poli diclasse seconda

2 A,-1/2 2 A,-3/2
=) ; Gy (@)~ (=55
M M

(11, 148) ( )~ (-

Per cui, se si vuole mantenere la "scaling low" con un modello semplice basta
assumere che il polo dominante sia di classe I#, Per avere un buon accordo con l'espe
rienza si deve inoltre assumere A € -1/2 co-1 per cui il polo dominante corrisponde
ad ‘una rappresentazione irriducibile non unitaria di SL.(2,C).

11.,10.- Elettroproduzione di risonanze ed equazioni di campo ed in-
finite componenti: (4,7).-

"Consideriamo i processi di elettroproduzione del tipo: e +p -»e~+p" descritti
dal seguente diagramma:
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2 2 .
1’ p2 2 e la massa elettronica

pud essere trascurata, L'impulse del fotone virtuale ¢=py- p; copre il range oo(q .é

i quadrimpulsi dei barioni verificano la relazione p? M

x(Ml-Mz) . Sechiamiamo §,E l'angolo di scattering e l'energia dell'elettrone incidenteiel
sistema del laboratorio, allora la sezione d'urto differenziale di elettroproduzione si
scrive:

29

2

ad o eos o [ 144 M a0 2 T2

(I.148) S—-= +—2g% ) (o4 5+ 1))
d§14E,4§(1+2 .23 4\| 22 M? > |

essendo Ay il momento spaziale del fotone nel sistema di riposo della risonanza:
2 2 2 2
2 2 (M +M2) -q (Ml—Mz) -q
. 147 '-————-—[ + ]
(II.147) a, M M -q ) 4M M M 2M2

4M2 2

2

Lia covarianza sotto riflessione di paritad risulta in questo caso:

, ‘ _ s+1/2
(II. 148) Vim (S, m = TR Vi S m

2™ - 9 "y

per cui, tenendo conto della conservazione della corrente e del constraint m =m.,-m_ si
hanno in tutto tre funzioni vertice indipendenti. I tre fattori di forma f;,f, sono connessi
al seguente modo alle funzioni vertice: -

M, 1/2 1 M, 1/2 1/2
(I1. 149) fc=(1\—,[~) -\(___——_n—_— Voo(g)l/z, 1/2; f+=(W) (?) V1+1(§)1/2t1,1/2
2 - 2
dove:
v, (%) =V_ (p pR) ; p.=(M_cosh$,0,0,-M sinh%')pR=(M 0,0,0)
Jm‘émzm Jm'¥2° F1 mzml’ 2 2 §’ ) 1 17

Nel caso elettromagnetico § =1l

Per trattare le risonanze bisogna estendere al gruppo SL(2,C) l'operazione di
paritd s, Essa & defiiita al modo seguente:

11I'V'3 -1 . )
ses=e G=sL(2, C), sas ~=a', a, a'&SL(2,C) dove

1/239; -1/2§ T
e/gasu a" el/gs

(11, 159)

=u, 9 . uz, g, U, SU(2).
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Yo "4
Chiamiamo SL(2,C) il gruppo esteso. La corrispondenza a-®a' induce la tra-
sformazione (M,72\) (M', ') di una rappresentazione di SL(2,C) nella sua coniugata di
Parité (M') %') = (‘M: % )x(M: _"K )

MA Mk ,‘ L dp Ty Mg )
(11, 15%) (I) 3 m Jm(a)-aé:)'] (a )=(-1) @JlmlJm( 2)

Se ne deduce immediatamente che (M, Q) (M', )«) se e solo se M =0 V)\o
¥ M A=0. Il secondo caso & poco interessante nella nostra analisi. (Infatti ciog corri
sponderebbe ad un cattivo andamento asintotico per i fattori di forma), Dunque si pud di
re che una rappresentazione irriducibile di SL(2,C) & autoconiugata, cioé irriducibile per
ﬁ:(z C), se e-solo se il Casimir 4il-J= Mﬁ.é zero, Una rappresentazione autoconiugata
di SL{2,C) ¢ quindi caratterizzata . da un ulteriore numero quantico  tale che:

oA .
QDJ m, 38 = yim, PG a ¢SL(2,C)
(I1. 152)
= I1 -
gDJlmlJm(s)- 7(-1) & o m,m a=+1

Per MA #0, ,come nel caso delle rappresentazmm barioniche, una rappresenta-
zione irriducibile di SL(2 C) sara data da (M, A)D (M', X') ciod da una coppia di rap
presentazioni coniugate per parita:

MA _ M e
Jymy Jm (a)—gt‘.z' JlmlJm(a) se a€8L(2,C)
(11.153) T.+M
M X _ 1™ M -
J mlft‘Jm't'(s)—(_l) < <§1:i-'t SJ'J A;mlm T TR
Per tali rappresentazioni si.possono introdurre autostati di parita:
(IL. 154) [ M, A g T D= -—;—% I Asdm 2= D+ M T MA gme -1 >
tali che:
(I1. 155) ngA(s)lMa; I Y= TIMA; Jm T

con‘7]'2 =(-1)2J: se J & semintero { =iP, P=+1
Nelle sviluppo (I1.120) dal vertice andranno quindi considerati gli opportuni coef
ficienti di Clebsh-Gordan ottenuti con gli stati IX-9,

Se ora si assume che, nell'analisi in onde parziali generalizzata, dei fattori di
forma che compaiono nella (II, 148)1a- dominanza dello stesso polo che domina i fattori
di forma elettromagnetici del nucleone che compaiono nella sezione d'urto elastica di
Rosenbluth (dO-'/dD_)el_ , 8i pud mostrare dopo una serie di calcoli algebrici tediosi, che:

(I1. 166) %%:/ d—gl)_;—ﬁ = C(s)lf s, MR 0
el,
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dove C(s) & una funzione regolare delle spin della risonanza,](S,A)=~r‘()\+3/2)/r’(s+l+)‘) x

x (s+1/2)~1 /2 e R(q‘?o) & la seguente funzione:
, , ‘ .9
IS -5 ))Mm, 3 4 M 2 2M
R(q?@)='e fs 51/2 {(M-L) —q;f+ﬁl~(—iz.—+—22—tg2%-)x
2. q 2 q M1
2 (M -(s+1/2)M ) 21Y}) 2 2 -1 ;
(r.167) Dm/z) +-(A4/2)_}}1‘(1~—L2 y+ {095 wzig %] x
M (s+3/2)(s 1/2) -4 oam
2 (-1
X(l—l/z))‘
dove:
) . 2. .2 2 2 2
cSe, My RE N
M1 M2 M2

1

¢ immediato vedere allorache per qz-—?r -0 R(qz,g) tende ad una -costante in qz. Come
abbiamo visto il limite costante del rapporto delle sezioni d'urto differenziale di elettro-
produzione di risonanze sulla.sezione d'urto elastica di Rosenbluth implica che il proto-
ne e le sue risonanze pil alte (come gli stessi numeri quantici) costituiscano i membri
di una rappresentazione irriducibile (non unitaria) di S1.(2,C),

p* (RAST)
o ’ J={ml 4 ) +2,... Ml=1/2 9€-1/2
p (Rash)

L'ipotesi a torre potrebbe per esempio implicare che le seguentl risonanze
N'(1470)(1/2+) N{1518)(3/27), N(1550) (1/27), N(1680)(5/27), N(1688) (5/2 ), N'(1710)1/27),
N"(1750) (1/2%), N(2190)(7/27) si spin isotopico 1/2 fittino, con il protone, nella stessa
rappresentazione irriducibile di SL(2,C), Queste ultime considerazioni sono in qualche
modo collegate ad una teoria di campo incui i campi hanno infinite componenti, cio¢ es
si si trasformano secondo una rappresentazione infinito dimensionale di SL(2,C). Questo
ultimo fatto & ancora pid trasparente se si considera l'equazione che impone la conserva
zione della corrente per un vertice del tipo:

Sa (M;\Szf )

<s (MAS,.B)

in cui la funzione vertice & dominata da un polo, cioe in'cui le particelle: esterne sono
membri di unarstessa torre, L'equazione si scrive:

div V(p,, p, |)m,m, = LM P (- 1) 2 (s,+1/2)-0M P (-1) T x
(11. 158) (o) _ So-5
x(S'1+1/2)]3[D(:/22m;\2‘)81ml(azall)+ P Pyl-1) : éD(s;riz s:l'::n (ayay) =0
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‘L'equazione pud essere soddisfatta identicamente se:

S-S
(I1. 159) 6 PP, =(-1) 2 L M, (s,+1/2) = M (s,+1/2)

Se si pensa di tener fisso M, A e di far variare 818, nel vertice questo implica
parita alternate P, =(-1)" +1 e spettro di massa del tipo:

k
S"+1/2

(11.180) M(s) =

E' forse opportuno soffermarci un attimo sulla struttura di questo tipo di spet
tro, Si pud mostrare che esso & tipico di una classe di equazioni invarianti sotto il grup
po di Lorentz, frequentemente incontrate nella letteratura. Queste equazioni sono quelle
del tipo di Gel'fand Yaglom~ e hanno la seguente struttura:

®»

k2
(I1. 161) (L pP -k)‘/(p)=0 ) (-iL A%F -K)Y(x)=0

dove’ ‘Y(x) ¢ un insieme di operatori che si trasforma in modo covaridnte sotto una rap-
presentazione unitaria U(x',a) di Py .

d o<
(11. 162) Ui, a) Y Ut a)- % @P(a ) *{’P(A(a)mx')

@(a) ¢ una rappresentazione (generalmente irriducibile) di SL(2 C) v

La covarianza dell'equazione richiede .che ;Déx( '1) LP A) (a) Ar(a)Lv Y
cioé che l'operatore L), sia un operatore vettoriale. La rappresentazmned!) (a) di
SL(2,C) deve avere la proprietd di permettere di scrivere una forma hermitiana inva-
riante non degenere (s‘)“‘ \‘l) in termini dei campi. Clo implica che_-} un operatore
tale che:

o o
(I1. 163) .EDJf@(a'l) = b OD‘,(a) (3 -

ciog¢ che'la rappresentazione sia equivalente alla sua aggiunta,

Un'alira richiesta & la richiesta dell'invarianza sotto paritd s il che implica:

K ;- o4
(I1. 164) O,'D(}(a+_1)=s(§D¢(a)s_1

cioé¢ che la rappresentazione sia equivalente alla'sua coniugata per parita,

Inoltre si wichiede che SD (a) sia autoaccopplata, cioé sia tale si possa scri
vere la forma hermitiana non degrenere invariante (\P L"‘& \{)

La rappresentazione 00?(3.) d’ SL{2,C) & autoaccopplata solo se & contenuta nel
prodotto diretto di se stessa per'la rappresentazione vettoriale, Notiamo che quest'ultima
condizione & necessama per poter scrivere una lagrangiana scalare bilineare nei campi

A =¥ DrL -K) ¢ (x).

E' possibile costruire coppie di rappresentazioni irriducibili (M', '), (M,A.) che
verificano queste condizioni. Queste ultime implicano rispettivamente:
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(IL165) (M, D) =+(M, -X}; (M, A)=+(M,-A); M, N)=(MX+1) o (M+1,)

Le coppie che verificano tutte e tre le condizioni sono quindi di due tipi:
(IL. 166) 1/2,2) @ (-1/2,X) A reale; M, 1/2)8 (M, -1/2)  ¥M

Da cid segue che esistono solamente due rappresentazioni irriducibili di SL(2, C)
che verificano simultaneamente le (II, 165)., Esse sono la (1/2,0) e la (0, 1/2) entrambe
unitarie e rispettivamente-della serie principale e supplementare, (Facenti rispettivamen
te parte dellal e Il classe descritte dalla (II.166). Notiamo chela rappresentazione di
Dirac fa parte della I classe e corrisponde a X =3/2.

E' interessante notare che la proprietd di covarianza dell'operatore vettoriale
L. si pud scrivere al seguente medo (forma infinitesimale}):

(11, 167) [Msar,Lv,] =i(gr‘).tf" -gw Lr)

€ si pud ottenere la seguente regela di commutazione:

(II.1868) ‘i‘* [Lr ) I‘f.] ='M}M’

v

dove Mr sono i 6 generatori di 8L(2,C); Le regole di commutazione (II.167) e (II.168)
vengono a definire un algebra di l.ie 10-dimensionale che & quella del gruppo di De Sitter
0 (3,2), lo spazio pseudoeuclideo a 5-dimensioni, Si pud in effetti vedere che la pili bassa
rappresentazione di 0 (3, 2) (o meglio-del suo covering group Sp(4,R) & quadrldlmensmnale
ed & realizzata dalle matrici ¥ I di Dirac e dei loro commutatori. i/2 s’ ¥} orv
Le rappresentazioni definite dalla (II. 163) sono quindi rappresentazioni 1rr1du01b11:i di 0(3,2)
che ridotte a 0(3,1) deventano riducibili. Lie rappresentazioni di Majorana (1/2,0) e (0, 1/2)
sono dundue quelle rappresentazioni irriducibili di 0 (3, 2) che sono anche irriducibili ri-
spetto a 0(3,1), Dall'analisi sui fattori di forma svolta precedentemente possiamo cosi
costatare che le rappresentazioni irriducibili di 81.(2,C) considerate, appartengono alla
prima classe delle (II.185),

Una possibilitd & che eit comporti che questi fattori di forma, nell'approssima
zione dell'ipotesi a torre, possano essere ricavati partendo da una teoria di campi ad in
finite componenti descritti da -equazioni del tipo IX-10.

Come ultime fatto, che si riallaccia direttamente con l'eguaglianza IX-25, rica
viamo lo spettro di massa che un‘equazione del tipo di Gel'fand Yaglom I1X-10 implica,
I1 modo pitt semplice per ricavarlo ¢-di moltiplicare 1'equazione per (L p,, tk )ed usare
il fatto che, per le regole di commutazione (II.167), (I, 168} si ha; +

(II. 169) wl P 2 ep2aw?

L T T .
dove W_=1/2 i"’l‘ Vol Mr & il quadrivettore di Pauli-Lubansky-Bargman,

Si ottiene dungue:
(1L 170) -4 W -k \P(p)=0

Nel sistema: di rilposvo~'.de1"vét:t»0r.ev~ p-,wsi' ottiene Wz‘”r‘-‘m‘zs (s+1) per cui si ha infine:
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(I1.171) M(s) =

(s+1)?
2.

che coincide con la (II, 164),
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III. - UNITARIETA' E'FATTORE DI FORMA DEL PIONE.NELLA ZONA TIME-LIKE, -
{A cura di A.F. Grillo)

1I1.1.- Introduzione, ~

Nelle precedenti lezioni-sono: stati esaminati alcuni modelli per i fattori-di forma
elettromagnetici degli adroni e si & viste che alcuni di. questi- modelli potevano dare.una buo
na rappresentazione dei -dati:sperimentali nella regione di momenti trasferiti space-like,

D'altra parte, neélla regione di' momenti time-like, questi modelli non danno una"
rappresentazione realistica:dei fattori di forma, in quanto, in generale, non sono unitari,
intendendo dire con.questo che la loro discontinuitd. per t24 s (dove t= q2 & il momento
trasferito e g & la massa del pione, non'soddisfa all'equazione di unitarietd, che & gia stata
ricavata nella prima parie délle lezioni.

Per fare un esempio, prendiamo il modello '"alla Veneziano'': in questo caso la vio
lazione dell'unitarieta & evidente dal fatto che non abbiamo, per t2 4pn 2, untaglio bensi una
serie infinita di poli sulltasse reale e la discontinuitd & data da una serie di funzioni delta
divDirac,

In queste lezioni ci limiteremo-a considerare il fattore di forma isovettoriale-del
pione e vedremo in quale modo si scriva per esso l'equazione di unitarietd; in seguito esa-
mineremo alcuni modelli che, almeno-in: forma approssimata, sono unitari.

I1.2.- L'equazione di unitarieta'.-

In questa sezione deriveremo  l'equazione -di’ unitarietd in forma differente da quella
vista precedentemente, senza cioé far use - del formalismo di riduzione(l).

Consideriamo 1'elemento.di matrice per la produzione di. ™ * n~ da parte della cor-
rente elettromagnetica J)w {x), rappresentato dal seguente grafico

| L 1
Pd
e
o/
~
q ~ .
k\ .\TF+

e ricordiamo la definizione rdata precedentemente:

-1/2 -1
+ - 14 TP I -
(I, 1) LT Mout"| 3, (0)10 >= [40)1&&2] P W)y ky) = ‘I\'f Fy (1) 0k ky)

1/2
dove t=(k1+k2)2, & e, sono le energie di «t e w e abbiamo definito_f\'f=(4w 1w2) / .
Per' il fattore 'di forma F-,r(t) abbiamo- allora
(k,-k,)

F (t) ="|Tf __1 2 'z‘d“ +_“ - "out"lJF(O)l 0> =Q l(_u +-W- "Out”’Jr (0)‘ 0) 0
L4 (k, -k,) ‘ r
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2 1772
(k) ) I

Ricaviamo ora la parte immaginaria di En (t); abbiamo:

avendo definito @ =

Q' i - | . §
et e t 1 ] +. 1" 1w X _
ImF_ﬁ(t)-Zi [ ;W " Mout IJ,‘(O)]O‘)—CN ™ outiJr-(o)o>
(111, 2) AN
[47' +7T out"IJ 10> - (o3, ()7 " ~"out">]

dove.l'ultimo passaggio ¢ dovuto alla hermitianitd della corrente elettromagnetica,

Cons1der1amo ora solamente il II termine dell'ultlma r1gra e mserlamo un in51e
me completo di stati*' ' tra il vuoto e J/,(O)

¥

(111, 3). <0|J'»‘,(Q)|7r+7; Trout">= S ¢ OIJF ©)1n"in"> & n"in"l 7 T " Mout” D

Ricorriamo ora alla definizione della matrice di scatteri.ﬁg (S)( ) e della ampiezza
di:scattering (T). . ,

40(:',"',’0“‘1/1;[:‘(; 1ninv|> = (,’o(,”in", S ﬁ(&”in"}= <’°< "in;"( 1+l ."_["l P 'l;i'n” ); g
per cui sc”rivveremo‘la (3) come:
(o[ W O} wt 1 out"> -5 Coly, (0 fn"in"> ¢ n"in"j1- LTI w 0 " >

A questo punto si pud tenere conto delle proprieta fisiche della corrente elettro
magnetica, in particolare ricordiamo che l'intérazione elettromagnetica & invariante rispet
to alle trasformazioni di paritd {P), coniugazione di carica (C), time-reversal (T), In par
ticolare @& invariante rispetto alla trasformazione ‘compigata TP; abbiamo allora 2) K): B

(111, 4) <0 (.‘Jr (0) {n"'in"'> =¢ o:lJr (0)fnouth 3* = ¢ n"out"\JF.(O)l 0

A questo punto riscriviamo l'eq. (III, 2) tenendo conto delle Eq, (III. 3) e (II1. 4):

ImF (t) = [( i Out"\J" )l 0> _ é < n”out"lJr o> x

mMm .

(I11, 5) 'f TR o o :
x( < n"in" | 7(+.“..‘ “in") -1 (.“'*'n. - "in"lTl n"in") x)

Notiamo che l'elemento di matrice & n"in" V7 7"in"' > & diverso da zero solo
se lo stato [ n ) & identico allo stato {{ *w~ > .

(%) - Ci limitiamo per semplicita al caso in cui le particelle nello stato In) siano senza
spin, dato che lo spin introduce delle complicazioni inessenziali,
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Se ora definiamio un elemento di matrice invariante per l'ampiezza di scattering
TR "> ,m come

. v
. +: " "n" 2T 4
(111, 6) <no w7 "in"[Tin Min"'> —7(f fﬂ')n < (k, +hy Py )M
(dove si sono definiti ]‘Tn= [20) 20 1 1/2 e P = f P, ¢ 1'impulso totale dello stato n )
k=1
otteniamo:
X
Q M
ImFy (t) 2xw) ~——'A— { 54(1{ +k -P_ )<n out"lJ (0l 7> =
* Tl'fT
(111, 7) o
4 (k k »®
(ZK) { 1" n 4
& n "out lJ L O10> S *(k +k_-P)
] (k -k ) T, 12 ' n

Possiamo: ora fare alcune osservazioni di carattere -generale.sulla formula (III, 7)
ora scritta, Notiamo intanto.che-gli'stati | n? introdotti nella somma di:completezza sono
stati fisici, cioé verificano le condizioni del mass-shell menire, dato che comunicano con
il vucto attraverso lacorrente Jy(x) (che & neutra rispetto a tutte le "cariche') devono
avere carica elettrica, numero leptonico e numero barionico nulli,

.. Inoltre, datoche nella somma (III. 7) 1'elemento di matrice (n"out"iJ,.(O)lO}
' é moltlphcato per l'amplezza forte M, , lo stato { n>deve avere gli stessi numeri quan-
tici del sistema {10 = > finale, ciod I=1, =0, G =+(3),

Un'modo semplice e immediato di visualizzare 1'eq.(IID.%) & quéliopreso a prestito
dalla-teoria della matrice S, dei.diagrammi :di unitarietd: in forma diagrammatica l'equa
zione'(IIL, 7) si presenta cosi:

' 4 ’ Id

A= 7
’\/WU\ = v ef 4 /\/\/\Q:::‘ﬁ\ T
-~ -7 N

o — ————

(si noti che questi diagrammi non vanno intesi come diagrammi di Feynman, in quanto le
partlcelle intermedie sono sul "mass-shell"),

Fino a questo punto 1'equazione (IIL.7) coinvolge gli elementi di matrice della cor
rente elettromagnetica; ‘per reéndere la relazione di unitarietd pill significativa bisogna
scegliere un determinato riferimento ed una specifica zona cinematica, in modo da isola-
re, a secondo membro della (III, 7), il'contributo del fattore di forma elettromagnetico del
pione,

Poniamoci nella zona elastica: 4u < t <16 ,.. (infatti il primo stato con i nume
ri quantici giusti, dopo lo stato di due pioni, S quello di quattro pioni); nella somma avre
mo - allora il contributo del:solo I termine:

,’Kd. ﬂi ,,” K{_
AAAALL = nn~n~aZ I 00
~ - O‘ -
T K, 2 ™k
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Avremo allora:

4 (k -k Yw N‘Ix(tv,cosc)
ImF, (1= Ex) =3 (n 7 > U

q;,9,) 13, (00>
2 k)P R, VIR 4o eo (2

q 4
(111, 8) 1 72

X

4, '
x &% (ay+a, -k, -k,)

2 2
t, =(w +c0 ), t={co +¢s )
1 a9 9 _ (e + o,

Nella (III 8) resta ora da valutare la. somma sui'momenti dello stato intermedio
a due pioni: per fare cid, convertiamo la somma in integrale, usando l'identita

2x)

e poniamoci nel riferimento del centro di- massa del sistema :dei p10n1 dello stato finale,
Abbiamo. -allora le seguenti relazioni

-

(I, 9)° ' : k1=-k2,=k’ ‘ e " o, w = w

[T
[\

Rxcordando la deflmzione del fattore di forma in termml dell'elemento d1 matrice
“‘della corrente abbiamo:

, M (t., cos0)
ImF. (t)"i——m——(gl)—-—j d qid q k(q q )F (t )—*-—-—]i—,———~x
2 4co co
4’ 9 9
(111, 10) xS(cw +eo (D) 53( ) (21") Sd qchosQF (t ) x
Y %2 22
M (tl,cosg) _
X —— 5 S @ea-yn
45 _—

dove k=lkie q= {4 =1d) =1d,) e cosd ¢ definito dalla (k- q) kqcoso, Nell'ultlmo passag

gio. si & tenuto conto del fatto che le masse delle partxcelle nello stato. mtermedlo sono.ugua
1i e che quindi @ :

W =w = &
Q@ 9%

Sdsq = qud q S d()..

dove dfl & l'elemento di angolo solido attorno alla direzione 0 e effettuando l'integrazione
in dq otteniamo infine :

Ricordando che
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32 -
ImF, (t) 2w qudq kqF_-(t) —QQ—LE)- Sd Qcoso Mx(t ,c088) =
2 w1 — 1
Lo : 2k 4ot
(I11,11)

Foe (t)
-k X Sd.ﬂcps@ Mx(t ,cos@)

Vi 482

(In tutte le formule precedenti abbiamo. indicato con M(t,,cos0) I'ampiezza a quattro corpi
#tn > 'n ~ mettendo in rilievo la dipendenza dall'energia e -dall'angolo di scattering).

Usiamo ora la decomposizione dell'ampiezza in onde parziali, scrivendola espli
citamente in funzione dei phase-shifts {nel fare questo si tiene conto della relazione di uni
tarietd per l'ampiezza forte)

® -i S ()
(111, 12) M’(t ,co80)= 8 ~—l—f-:— << (21+1) Pl(cos()) & sin Sl(t)
1=0

Sl(t) & lo sfasamento dello scattering elastico w % “ inonda 1 e Pj(cos@) & 1'l-esimo po
linomio di L.egendre,

Abbiamo allora:

F. -id (1)
Im Fz (t) =j4‘%(-t‘)‘ 1Z(Zl+1)é 1 sin Sl(t)S dficos0 P (cos8) =

I, 13
( ) S, @)

-Fye ' sin§ () (tzap’)

dove l'ultima eguaglianza segue dal fatto che cos0 = Pl(cosg) e dalla relazione di ortonor
malitd dei polinomi di Legendre

- 4§
jd.QPl(cosg) Pl'(cosg)f TR

Notiamo intanto che, come ci si aspettava dalle considerazioni sulla conservazione
del momento angolare, il phase-shift che interviene nella (III, 13) & quello in onda P.

In secondo luogo, come abbiamo gia detto, la (III.13) & strettamente valida solo
finoa t =16,~2.

In generale potremo scrivere una relazione di unitarietd completa (‘'anelastica')
al seguente modo

1§ @)

(IIL. 14) ImF (1)=F ()¢ ' sin S, +1() (tz ap?)

dove I{t) & una funzione che tiene conto dei canali anelastici che si aprono quando t supera
le varie soglie. Diagrammaticamente questo potra essere visualizzato nella forma:

- - - -
A cT T~ S
\O\ = Mvv\q ’b\ -+ M_’?Q\ - ..
-~ - - ~ N\ . ~
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Tuttavia generalmente si postula la validita della (III.13) fino a t] z m2 e cio &

supportato da basi soprattutto sperimentali, in quanto si sa, per esempio che il 8 decade
quasi al 100% in due pioni il che conforta 1'ipotesi che, almeno a bassi momenti trasferiti,
il contributo dei canali anelastici sia poco importante,

D'altra parte questa approssimazione ha senso solo se, di volta in volta, il confron
to con i dati sperimentali la pud giustificare.

Infine, notiamo che 1'equazione di unitarietd (III, 13) mostra che il fattore di for-
ma Fq(t) ha la stessa fase della corrispondente ampiezza forte; ma d'altra parte l'equazio
ne di unitarietd & un'equazione lineare (e omogenea) in ImFy(t) e ReFy (t), per cui la gran
dezza del fattore di forma noné fissata.

Questa & una sostanziale differenza tra l'unitarietd per i fattori di forma e per le
ampiezze di scattering, la seconda, infatti, essendo una relazione quadratica, in qualche
modo fissa la ''scala' delle interazioni forti mentre nella prima questa & arbitraria.

In questa forma lleq. (III.13) non & quindi ancora molto utile,

Teniamo ora conto del fatto che, come visto nella prima parte di queste lezioni, i
fattori di forma elettromagnetici degli adroni soddisfano a delle relazioni di dispersione,
possibilmente sottratte, Trascurando per semplicitd la possibilitd di sottrazioni abbiamo(x)

Im ¥y (x)
Pr ) S , x-t-ig X
I"‘
da cui, inserendo la (III, 13)
Tt L
x (X)e sin t
(111 15) F (t)=~;—— S 2 TS 1 ax
4

(¢ sottinteso il limite per € -*o%),

Se fossimo partiti dalla (III. 14) avremmo avuto invece

1§,
(111, 15b) Fo(t)=o S ax S oin &, g +H(t)
: x-t~ig
4
dove:
Q) T
_ 1 X
H(t—r So‘ X-8-1&
4p 2
(x) - Questa relazione si ottiene dalla forma usuale
ReF, (t) = — Sm il d
eF, )= T " X
ap?
. . . : 1 P .
tenendo conto della relazione (in senso integrato) lim e =——x——+11rcg (x)

g~ ot *
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Le due equazioni (HI.15) sono dunque delle equazioni integrali per il fattore difor
ma elettromagnetico del pione: la (III. 15) & omogenea, mentre la (III. 15b) & non omogenea,
Equazioni di questo tipo sono comunemente chiamasite equazioni di Omnes e, come si vede
immediatamente, sono del tipo a nucleo singolare,

3.-Soluzione dell'equazione di O®mnes, -

E' interessante ricavare la soluzione dell'equazione (III, 15), sia perché il proce
dimento & molto elegante dal punto di vista matematico sia perch® in questo modo si pud
capire fino a che punto la soluzione & arbitraria e come questa arbitrarietd possa venire
superata con considerazioni di carattere fisico 4),

Definiamo la funzione ausiliaria

x

(II1. 16) F(z)= 5 _: I J‘ dyhy(}_')zF,r » h(y) =ei' Sl(y) sin Si. (y)
vale quindi la relazione

(111, 17) Fp(z)=2iF(z)

che si pud anche scrivere:

(I11. 18) §f§§ ) 'II;L:Z:"

) Calcoliamo la discontinuitd della funzione F(z), definita come il valore della fun
"zionhe sopra il taglio meno il valore sotto il taglio:

(1IL. 19) F(stig)-F(s-i€)=h"(s) Fy(s)e (s—;4,42)

Questa formula si deriva al seguente moda

lim . . 1 lim % , ,1. i -
€-:0+[F(S+1£)'F(s -ie)] 3wl g0t S 9 Ay O E O 55 " yoen s] )
4'\4'
o
- § e 0 8ly-0) = 0s-4p > 66) B ()
4,.2

Dalle eq. (III, 19) e (II1,17) vediamo che l'equazione di Omnes si pud trasformare
nella seguente equazione:

-2i8

id
Lsing§ 1] _Flx-ig)=e  (Fletig)-Flx-it)Fo

-i
(111, 20} F(x+ig ) [l-e

Questa- equazione .si pud risolvere facilmente prendendo il logaritmo (stiamo sup
ponendo che la F{z) non abbia zeri)

log Flx+ £) -log F(x-i€)=2i § (x)
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e, scrivendo una relazione di dispersione si ottiene:

. o
(111, 21) Fz)=exp—— { gy ﬁl_(l)__
: P ), %y
s
Ricordando la (III. 18) abbiamo quindi:
i d () @  C(y
‘ 1 P . 1
.22 F_(s)= — \dy —1
am.22) (s)=ce [exp - 52\/ y_s]

, 4r\

dove:

1 * g 1
c =F_(0)exp — S :
L ™

4h

Mostriamo ora che la soluzione della eq. (III, 20) non & unica, infatti, se richiediamo
che F'(z)=¢ °(z)F(z) sia ancora una soluzione della eq. (III. 20) otteniamo

dy
9 ¥

280 B (cHE) P+ €) - §_(x-1g) Flx-i £) =§_(xc+i€) Flx-1 ) - §_(x-1€) Flx-ig) =0

cioe
g, e+ €) - (x-i€)=0

Ricordiamo che nelle espressioni precedenti era sempre sottintesa una funzione
0(s—4r.2); ne segue. che la funzione ¢0(2) deve essere una funzione analitica in tutto il piano
z, ad eccezione eventualmente del punto 4 M 2 e del punto all'infinito. Se escludiamo la pos
sibilitd di singolaritd essenziali, la potremo scrivere nella forma

g (2) = -

© (z-4p 2)"

dove P(z) & un polinomio (se supponiamo che il fattore di forma, all'infinito possa avere una

singolaritd essenziale, allora P(z) in generale sara una funzione intera),

Quindi la pid generale soluzione dell'equazione di Omnes omogenea & data da
(I1L. 23) F_(1)= —0 - () +ig)

dove _Q_(z) ¢ la cosiddetta funzione di Omnés nella sua forma non: sottratta .

PP ¢ 2
(111, 24) (Lm=exp = § 2L q
p ™ y-z y
4p
L'ambiguitd insita nella eq. (III, 23) si pud di volta in volta ridurre, ricorrendo a
considerazioni di carattere fisico'o dettate dagli esperimenti: per'esempio si-pud richiedere
che il fattore di forma non divergaalla soglia e che abbia ‘un certo comportamento all'infinito,

2

Per completezza diamo, senza ricavarla, la soluzione dell'equazione di Omnés nel
caso non omogeneo, o ! :
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Definendo
w
- P g SO
P = y-x
r\
per cui '

g(sii §y(s)

.Q (s+ig )=e

si ha dalla (III. 15b)

(I11. 25) Fr (x)={LH(x)cos§ ((X)+e P(x)‘:,;? S
o

Dove ¢(x) & una funzione del tipo dell'eq, (III. 23).

P(y)H(y)sm $ 1{y) } i (x)+ #(x)
y-x

2

4.- Modelli fisici per & |(x).-

Abbiamo visto che, nell'approssimazione-in cyii si considera soltanto il contributo
elastico, una volta nota la fase dello scattering forte T - 7~ (I=1, J=1) si pud conoscere il
fattore di forma pionico (a parte le ambiguitd viste prima).

Il problema & ora quello di.conoscere Sl(t).

Dal punto di vista sperimentale questo & molto difficile dato che, almeno al momen
to, esperimenti di scattering T - 77 non sono realizzabili, di ricavare delle informazioni,
per esempio, dallo scattering anelastico.f{ N -» 7 wN supponendo che esso:sia dominato
da. processi periferici del tipo

La difficolt2 insita in questo tipo di procedimento ¢ essenzialmente che il pione
2 & "off mass-khell'" e quindi bisogna ricorrere a processi di extrapolazione per arrivare
alla ampiezza del processo.

Dal punto di vista teorico, la mancanza di una teoria delle interazioni forti impe-~
disce. di ottenere per 15 1(1:) delle espressioni che non siano delle approssimazioni piti o me
no giustificate e di validitad ristretta.

Esamineremo qui in dettaglio uno dei metodi pid usati per costruire modelli per
lo scattering pione-pione; in seguito considereremo in breve anche il modeéllo che ha avuto
maggior successo negli ultimi anni, ciog¢ il modello di Veneziano.

Il metodo N/D, -

Ricordiamo che l'ampiezza ‘di scattering M(s,cos0) ha una struttura analitica ben
determinata, dettata dall'unitarieta(2),

Pid precisamente definiamo le ampiezze parziali hy(s)
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¢ o]
(II1. 26) M(s,co080)=8F < h
1=0

1(s)(21+1)P (cos@)

dove

Vs 'éi'gl(s)

k

h(s)= sin Sl(s)

Si pu6¢ dimostrare che, per k-0, hl(s)n, k21 (k & definito come il modulo del mo-
mento totale nel centro di massa, ed & lo stesso definito nelle equazioni di unitarietd per
il fattore di forma).

E' in generale pili conveniente usare una diversa definizione di ampiezza parzia-
le, tale che vada a costante per k—20:

v"; éi SI(S) sin
k21+1

S.(s)

(I11. 27) gl(s) = 1

Per 1'ampiezza gy(s) l'equazione di unitarietd si scrive:

21+1 2

N g, )]

(11, 28) Im g, (s) =

gl(s) ¢ il limite per z->s+1 € di una funzione gl(z) analitica in tutto il piano z
tranne che per un taglio da 4’.\“ a+m sull'asse reale positivo e un taglio nmull'asse reale
negatlvo (da un certo punto z,a- -00).

‘Rozzamente -si-pud dire che il taglio a destra & dovuto all'unitarietd, mentre il ta
gllo a sinistra riflette, attraverso il crossing, la struttura di singolarita nei canali t e u.

A

A a Fadedl A

‘7,t'~

A questo punto definiamo le funzioni N(s) e D(s) tali che

; _ N(s)
(111, 29) ( )= D(s)
e che la funzione N(s) abbia il solo taglio a sinistra, mentre la D»(s) abbia il solo tagho a
destra.

Notiamo intanto che, per s> 0, la funzione D'l(z) ha lo stesso taglio a destra e
la stessa fase dell'ampiezza gl(z); d'altra parte proprio da queste richieste si era partiti
per ricavare la funzione di Omnés per cui faremo 1'identificazione

(I11. 30) L (z)=D

(In effetti, nello scrivere l'eq, (IIl. 30) si & fatta l'ipotesi semplificativa che la
funzione di Omnés non abbia zeri),
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Se ora :calcoliamo, per -8 24 % Ja parte immaginaria di D(s) abbiamo, dalla
eq, (II. 29) o : ‘

%s) 1 ns)

N(s) y
| ps)]? - o))

D(s).

Im gl(s) Im "N(S) Im
(ricordiamo che per s ?;4,42 Nis) ¢ reale)
Abbiameo definito

21+1

y (S)~

dato che Im D*(s)= - TmiD(s), abbiamo in definitiva
(1IL. 30) ‘ Im D(s) = —ylr(s),N(s)v

Introduciamo l'espressione cosi ottenuta per la parte immaginaria della funzione
D(s) in una relazione di dlspersmne Se consideriamo 1'onda 1=1 (che @ quella che ci inte
ressa), a causa del fattore e (s) dovremo scrivere una relazione di dispersione sottratta
una volta se N(s)~1/s per s<».co, due volte se N(s) va a.costante;

Nel prime-caso avremo

(IIL. 31) D(s)=D(0) - —— .g } Y (x- st’é-))x
; f‘
nel secondo
2 N(x)
- taDUOY . S X
(111. 32) D(s)=D(0)+sD (0)-T _4g j’ &) Gos-ien? ©
'I‘

I1 punto di sottrazione ¢ stato scelto in s =0 e D(0) e D'(0) sono a priori arbitrari,

Una volta nota la N(s), a parte le ambiguita d‘ovu}:e alle sottrazioni, si pud costrui
re la g;(s); in teoria di potenziale la funzione N(s)@& connessa alla "forza' del potenziale,

In teoria relativistica non si conoscono espressioni per la N(s): tutte quello che si
pub ‘fare sono ipotesi sulla sua forma e, una volta ricavata la D(s) confrontare 1'amp1ez
za ottenuta con'i dati sperimentali,

Passiamo oraa vedere guali-sono i modelli che si possono fare per N(s).

(5)

a) Frazer e Fulco sostituiscono il taglio a sinistra con un polo a s =-8, scriven
do cioe la N(s) nella forma

N(s) = s+s

Introducendo nella eq. (II1..31) si ottiene una formula per la D(s) con due parametri
liberi D(0) e s,

b) I1 modello di Vaughn e wali®) & analogo, con la N(s) data da un polo doppio

3 2
=s+'§)
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e si usa una relazione di dispersione 2 volte sottratta, fissando'pers.D(0)=1, I parametri
liberi sono quindi ancora due,

¢) Gounaris e Sakurai(m pongono N (s) =cost=1 e usano una relazione di dispersio
ne due volte sottratta, con parametri arbitrari D(0) e D'(0).

I parametri liberi presenti nelle precedenti espressionib vengono fissati richieden-
do che nell'amplezza forte f - T venga riprodotto il J)alla massa fisica e con la giusta lar
ghezza,

Esaminiamo ora pilt in dettaglio il modello di Gounaris ¢ -Sakurai ‘('7). ‘Se nella equa
zione (III, 31) si pone N(s)=1 e si fa l'integrale si ottiene per l'ampiezza una espressione
del tipo:

-1
(I11. 33) [g0)] = (s-4r2)f(s)+a+bs=D(s)

con a € b parametri reali e f(s) una funzione la cui parte reale verra specificata piu avanti;
la parte immaginaria & semplicemente data da:

k

4Imi(s) = —

Vs

Ricordando che possiamo scrivere

1 3 -1 §1(s) 3 :
k e k ik
(s) = X — = ——cot (s)- ~—
[aie] -5 sing @ Ty TS =

abbiamo per lo sfasamento dello scattering T - T la seguente formula (''generalized effecti
ve range''),

3
(111, 34) cotg Sl(s)=k2 h(s)+a+bs
£
dove:
h(s) = 4Ref(s) = —— - 1o ‘r—*k

T

I parametri a e b sono. fissati dalla richiesta di consistenza dell'ampiezza forte al
1a massa del f ; in formule

2, d L
cotg Jl(mf)--(), s sl(S), _inzfa;
R

(dove ‘;, ¢ la larghezza deljo) da cui

K3 K3
a= rtz.h('-sz)+mj,{: - lf; +k§, h'(m?, )J i b=-1/4h(p )-[— r+kf h'(m )]
(I1L. 35) A m'f’ P
_ 0 1/2
(k “*—(m 4}») )
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A questo punto il fattore di forma elettromagnetico. del pione & nuovamente- fissato
una volta che venga risolta 1'amb1gu1ta che discende dall'equazmne d1 Omnés Gounaris e
Sakurai pongono

: P(S)
(S 4},( )

-= D(O)

~ da cui, nella zona s¥ m P si ha la seguente espressmne per il fattore di forma elettroma-
gnetico del pione rella zona time-like

f(1+dmp
_s+0[(m s)J 1m r\ K 3 ne

) VT

(1I1. 36) Er (t) =

dove:
2 m,+2k 2m
g- 3 P A L ¢ i

2 z“k‘, ',nksf

(II1. 37)

Possiamo notare alcuni aspetti peculiari di <‘ue<;ta espressione,

In primo luogo,. la presenza del termine d —— a numeratore porta: ad una ''rinor

me
malizzazione" del residuo-al polo s = mZ, {che in una semplice espressione tipo Breit- Wxgner»
‘sarebbe R = m;, ); questa rinormalizzazione & dell'ordine del 14%,

In secondo luogo il valore di picco dell'espressione (III, 36) non & al punto s =mpma
¢ spostato all*indietro, Questo & comune a tutti i modelli che tengono conto dell'unitarietd e
si riscontra anche nell'unitarizzazione dei modelli "'alla Veneziano', I risultati del modello
di Gournaris e Sakurai sono riportati in Fig, 19,

+
+

Fl”
60 -

*

4«0+

201

FIG. 10
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: Unitarlzzazmne dei’fattori di forma''dalla Venemano

Nella prima parte di queste lezioni sono stati presenta’u dei modelh di- fattorl di for
ma (detti ""alla Veneziano'') che contengono un numero infinito di poli. Questi fattori di for
ma. non:rsono unitari, in quanto la parte immaginaria & data da una somma infinita di funz19_
ni delta di Dirac.

In quello che segue verra esposto brevemente un procedimento per ottenere una
espressione (almeno approssimativamente ) unitaria a partire ih generale da_ un'modello di
“fattore di forma che presenta una serie infinita di poli. sull'asse= reale (8)

Pit precisamente, consideriamo la seguente espressione (non unitaria)

(111, 38) F(t) = c s —
La sua parte immaginaria & data da:
®
(111. 39) ImF(t)=c_ ;1£=1 Y St-t)

L'ipotesi che si fa a q\iesto punto & che il fattore di forma (II1. 38), se in qﬁalche modo &

~.-una buona approssimazione, sia per cosi dire vicino-all'unitarieta, cio&’che la eq. (III, 39)

descriva abbastanza bene la parte immaginaria . del fattore di forma fisico,, almeno per t
maggiore di qualche ty, mentre al di sotto di ty la parte immaginaria & data scorrettamen
te dall'equazmne dell'unitarieta.

. Rlcorchamo 1'equazione d'unitarieta nel caso in cui si tenga conto anche dei canali
anelastlc1

, i Sl(t)
(II1. 40) Ime () =0(t—4’4 Ye sin Sl(t) F.p (t)+1(t)

Scriveremo quindi, nella nostra approssimagzione:

5 -id (t)
(L41)  ImFo(t)=0(t-4p”) 0t ~the sin & (1 Fg (+e_ T ﬁ T St)

(abbiamo scritto esplicitamente le funzioni 0).

Questo equivale a dire che, dato che si ritiene il modello di partenza una buona ap
prossimazione, si prende da esso il contributo alla parte immaginaria nella zona di t 2 711,
mentre nella zona t <t1 (corrispondente alla zona del f) si tiene conto correttamente della
unitarietad elastica,

In altre parole siamo partitida un modello che aveva solo poli sull'asse reale e ci
siamo costruiti un fattore di forma che ha il corretto taglio dovuto alla unitarieta fino a ti,
mentre da t, a infinito continua ad avere poli sull'asse reale; & per-questo aspetto che tale
metodo si puo chiamare di unitarizzazione parziale. Notiamo ancora che questo metodo ha
senso solo se il.modello di partenza & in effetti una buona approssimazione del fattore di
forma fisico.

_. Inserendo l'eq. (III. 41) in una relazione di dispersione non sottratta si ottiene la
seguente equazione integrale per il fattore di forma

t 1§ =)
51 ¢ ! sind{(x)Fa(x)

x-t-ig
4r2

- va L
(111, 42) F_R(t)—cg(t,w_r dx

\
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dove g(t)=(1/e)F(t)- ¥ /€ -t,).

Questa: equazione: & del tipo:di ©Omnés: non-omogenea,. con. la: differenza che 1'stre-
mo- superiore diintegrazione & tj. e non: oo;

La soluzione. di'questa: equazione pud.essere:ottenuta con un:metodo del tutto simi
le a quello di @mnes: ed & data.da:

Yo e o qifw
(I11. 43) Fo7c Ea:m(t)'+f W 2(2 - SXP r f(t‘)]]fe '
(t- 4 o ) (t“—t’l)'
dove:
ot : : y
, } .1 sin § x g(x)exp Ef’(x)l
G - (t)=g(t)cos: Jl(t)+e}cp[f(t)] }E— S , L p—r: dt

e P (t) & stato definito nel paragrafo. 3. ¥ (t) & una funzione a priori arbitraria, n' e m sono
degli interi,. Anche in.questo:caso:la soluzione: & largamente arbitraria; se perd si fanno le
seguenti ipotesi

a) che F?.m(t'f), non-abbia: singolaritd: a: t-=:4: V‘Z e a t=t,, Questo:implica che sia:n=0
ol em=0. (Inrealti questo risultato dipende: dalla:scelta: del punto tlj) 3

b) che il fattore-di forma non abbia singolarita al di fuori del taglio-dovuto- all'uni
tarietd ed ai poli- ditinput; e chie inoltre: abbia:lo stesso andamento: asintotico del modello di
partenza, l'unica- soluzione  possibile & {_*/(t) costante: =k e k & fissato;

-t

(III. 44) k= afo+ 71‘ sin: gl,(x:)G.,‘,;(x) dx:

42
La costante ¢ che.appare- nella: eq: (III. 41), (III, 42) e (III. 43) @& fissata dalla norma
lizzazione a' t =0,

9)

.. .. Per 4;1 (t)‘, &-stata: scelta la: parametrizzazione suggerita: da Lovelace™ ' e collabo
ratori{10) in termini della funzione di Veneziano, serivendo

v, ()
dove
o ‘ 1
.k 2m “Virk T . (
r(t)=-i ‘\Tt—? - kf\}r log: - VE; } ; VL(t) =% j cosf.d(cos0) I:V(t, s) - V(t,,u)J
-1
e

o v @i etls)) Tr- a(t)).
V0= B s) - (1)

Il parametro @ & fissata come-al solito' dalla richiesta che 1'ampiezza (1II, 45) ri-
produca il p con massa e larghezza: giuste.

La determinazione della fase §. 1Z(t;)'fr e I'estremo superiore di integrazione sono sta
ti scelti in-modo che:sia i
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\ 2, _ -
e S, =0

Come modelli non unitari di partenza sono stati scelti il'modello proposto da Oya
.nagy(ll)(ve‘di la prima parte . di gqueste lezioni) e quello proposto da Suura(lz). La differen
za tra questi due modelli stad nella maniera diversa in cui veéngono ricavati dall'ampiezza
di Veneziano, dall'algebra delle correnti e dalle field-current identities. Piu precisamen
te, come & stato detto nella prima parte di queste lezioni, il modello di Oyanagy

M (- o))
I1I. 46 E (t)=c =
(L1 46) 7 ()7 © T5/2- i)
tratta in maniera non simmetrica le correnti vettoriali e assiali, al contrario di quanto fa
il modello di Suuras

T -5«
L4y F o(t)=c ——i—
‘ P -5 ()

Nella versione unitarizzata il modello di Oyanagy non dauna buonarrappresentazione
dei dati sperimentali; il modello di Suura, invece si accorda abbastanza beéne con i risultati
delle esperienze, Nella Fig.11 & riportato il valore del fattore di forma di Suura unitarizza

-to, insieme. ai dati sperimentali. ‘

' ) ‘ ' : Recentemente sono. stati

\ proposti altri metodi di unitariz
]F""’I z%\zio?le:gg)er i fattori di forma del

X ione , sempre riface i
60 * AUGUSTIN ‘et al geppure in man‘i)erertifizircerzclos;)lla
+ AUSLANDER et al. ’
ampiezza di Veneziano, Tutti que

sti modelli danno una rappresen-_
tazione abbastanza buona dei.dati
sperimentali sul fattore di forma
elettromagnético del pione.

|

1

50~

or

Y5 Gev FIG. 11
1.
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