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STATTICA DELLA CIAMBELLA

Si studianc le condizioni in cui une cismbelle con certe
caratteristiche geometriche, soittcposte alle pressione atmosfe~
rica, & sufficientemente garantite contro 1¢ probabilitd di rot-
Ttura. $i celcola incltre la deformazione prcdotte della rressiocs=

ne atmosferica.

8§ 1 = Caratteristiche geometriche.

E? sufficiente, in pratica, considerare le sollecitazio=
ni sul contorno di una sezione normele di ur cilindro infinita-
mente lungo, grazie al fatto che il reggio ¢i curvatura del
cerchio, luogo dei centri delle sezioni, & > delle dimensioni
lineari delle sezioni stesse, Interesssnc quindi soltanto le
caratteristiche geometriche di uns sezione rormale, che saranno

le seguenti:

1) spessore, h, delle pareti, uniforme;
2) contorno formato di quattro archi di cerchio raccordati, =
due a due di ugual raeggio ed opposti risyetto al centro del-

le sezione (v, fig. 1),

Nei successivi sviluppi si terrd presente; soprattutto,

il caso in cui sono assegnati i semidismetri a e b (¢ a) della

(%)

sezione e verranno studiate le caratteristiche geometriche

(#) Queste dimensioni si riferiscono alle l‘nea medisna dells
parete, ciod quella corrente e metd delio spessore.
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ed elastiche in funzione‘di un parametro, 5% » Che rappresen-
ta la semi~-apirtura di ciascuno dei due archi di grende raggio
che fanno parse del contorno (v. fige 1) '

Riferiamo la sezione della ciasmbella ad un sistema car-
tesiano C X y con origine nel centro della gsezione ed assi so-
vrapposti ai iiemetri 4i essa’ (v. fig. 1), Data la simmetria,
basterd consilerare un quarto del contorno; da A & B, Sia P,
11 punto @i ruccordo dei due archi di cerchio B P, e P, Ay a1
raggli R ed r rigpettivamentes Eg ltapertura angolare dell‘srco
B Pgy € quind-. P, = 5‘3 - 6, quella dellfsrco P, A,

Dati a, b e éi »  ed R 81 ricavano con le qumule gee

guenti:
(1) v = bsing, — & (i— a6,
smé + e —1
(2) R = 0w —b(i-sing,)
A:neo-;» %9@_1 o
51 noti che |
R—-r = a-b _ R-b
- SNO + O, — 1§ T tes B,
ad inoltre
oo r = b
(3} 60-»»0
&Qm@;%: Q«E
(4) oo |

L'area A dells: sezione & data da
(3) Az (=26, r* +20R* = 2 R-b)(a-r)

Abbiamo fissa o l'attenzione, in particolare, su una ciambella
avente per seriassi

a = 10 cm b = 3,8 em
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con diversi valori Gi G% compresi fra 0° e 30°, I valori di r,
Ry, A risulteno allora quelli riportati nells tabellas T,

Tebella T
O, = § 2° 50 1C° 20° 300
r 3,30 3,52 3.20. 1 2,47 1,53 - cnm
R oo 77.9 | 42.3 ! 24,5 | 18.5 cm
) ' 2
A 139,6 114.5 cm’

8 2 - Studio generale delle sollecitazioni.

Comsiderismo un tretto di ciasmbells di lunghezze uniteris,
e sia AB 1l'arco della sézione di parete (pil esattamente della
linea mediena) sompreso el primo gquadrante. Su di esao agisce
daiiﬁesierno le pressione atmosferice p: quindi su ogni elemento
ds di contorno agisce una forza dF, normele, diretta verso 1'in-
terno; pari a pis, e quindi di componenti dezpdyg dFyzapdxa

Le azionl che il rimanente contorno esercits sulllarco AB
attraverso la s@zinﬁe in A siano compendiate in unes forza di
componenti XA” fﬁ e una coppia di momento MA (considereremo po=
8itivi 1 moment: che agiscono in verso orario). Similmente siano
XBQ Ygg Mgigli 2lementi dell’szione esercitata sull'arco AB atira-
verso la sezion:e B,

Le condiz .oni di equilibrio globele per larco AB si scri-
vono allors imm:diatamente e sonos
X, + Xg = pb

YA 4 YB = pa

(1)



(2) | M.+ N’ + bXB (a +b2) = 0

Preso ora un punto generico P(x, y) dell’arco AB, calco-
liamo in esso il momento flettente M(P), (inteso come il momento
rispetto a P delle forze che l'arco BP esercita sull‘arco PA),
Esso si pud celcolare annullando la somma del momenti agenti su
BP, e risulta allora

(3) W(P) = Xp(b~y) = Yy x + My =3 p [ 2 + (y-b)° }

oppure annullendo la scmma dei momenti agenti su PA, e allora si

ha 1'espressicne (equivalente in virth di (1) e (2) )
- ri A A o ._.A 3 i R H

Wel seguito sceglieremo lﬁespreasione (3).
Se il punto P appertiene all'arco BP, di reggio R, converrd
individuarlo nediente la sua distanza engolare £ de B, e ser—

wirsi della () che diventa

(4) | MP) = o + byew@+ Y sin®
coun

= RX M- pRY = _ pgR(R-b) ~

t i , -
=5 R BY) =~ (R=BIX, FaY, - M,

o

(5) Bi= pR-RX, = pR(R-b) +R X,

Y= RYs = - RY, 4+ ha R



“e invece 11 punto I arprriicne fllierce Pgh di ragoio 2,
aonviene introdurre la sua éistanza anzelere o de L, e si
ottiene
(48 1% ; — ‘ LN
(4¢) MAP) = o 4 /‘%@ Gmiﬁﬁ + {2 dim 15)
con

- 3 ) " ; \.u; " ?w N
o4 Tooonry Y, “ a
ﬁfﬁ(ﬁ ey o= f,}*"p;,,;{ = PV%#% e jb*‘"'
(57) |
. - r s - o — Wxg '3
f%s;m B F (2 }g Yo+ v f’ﬁ

‘3{’2’"::: hwﬁmr}aﬁ ar}{ﬁ

Le reazioni X, , Y o M . Z_ ., Y., M. =i determinanc mediar 8
e A Tgv My T Vo My i erminano mediante 1
congiderazioni seguenti.
Fer ls simmetrie rispetto all’ssse 3y, deve essere nullo
lo sforzo di taglio ¥ . Similmente per Y. in virth dells sinm-

A B
metria rigpetto alltasse y. Dunque

(6) XA = Y13 = 0

de. cul per le (1) e (2)

(7) ) % = Fbg Y, = Pa

Te (2) diviene allore

2
(8) voe ot - g (8°=b2) = ¢

e determina solo la somms ﬂgﬁfﬁg mentre H% (o EB} reata indeter-
minato. E£' questa la nota indeterminazione statica che ai pre-
senta nel sisteml chiusi, e la eliminerem¢ introducendo la cone

dizione che,; in assenza di pressione esterna, la ciambella sia



prive di sfcrzi interni (ciod che il vetro sis verfettamenie
ricotto).
A tale scopo, calcolata in funzione d4i Mﬁ l%energia ela-

stice 4i flessione U, dell’arco AB, imporremo la condizione

B 32
(9) 3T,

la quale deve essere soddisfatta perchd U & minime (per date
forze esterre) quando non vi sono sforzi intrinseci (IT teor.
di Castiglieno).

§ 3 = Yalcolo dell'energis elastice.

- Calcolerems lienergis €l¥ectica U «elllerco AB 15 funzione
SER ?ﬁg‘@% (o @ 7y Yyo EA) senza far uso delle (5) e (7),&62
cloé come =¢ l'erco AB, isclato dal resto, fosse incastrato a
un estrero ¢ solleciinto alllelirc estremo con fo?ae arbitraries
¢id allo sccpo di poter calcolare gli spostamenﬁi in 4 e B de=
rivendo U rigpetto s KA’~YB {salvo a porre queste variebili = O
dopo eseguite la derivazione), ,
| Detto £ 11 wmodulo di Young e J = hgfﬁZ 11 momente d'iner-
zia geométrﬁoo (per unithd di lunghezza) della sezione della pe-
rete rigpetio alle linea mediana, llenergia elastica &

S g’”fmzfmm

287

gove £ 2 e lunghezza dell’arco B4, Conviene spezzere l'inte-
grale in uue parte reletive all'arce BP,, dove M & dato dalle

(4:§ 2) e une relative all’erco P A, dove vele invece la (4°, § 2).
T due contr:buti hemne 1ls stessa forma salvo lo scembio di &jgﬂi

T1 risultato &

&
+ 20{‘@” e+ %d,Ksath%" + )?_*5",;\:,,{“@ + k"{o{;({)c ”Ea
Qo o .
+f %:ﬁl (\?o-g-%‘g.nlkfc w&w%"g}(kﬂ“%bunz({)@) -+ 2&1‘@2; ﬁ%tf?& o=

ol oy e%w&% + (%2 &3%}«%%

. L4 2 . ° ¢ (A .
ws Ry R {ate, e 0] 1y (oL in2 ) <
o
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g4 = Calcolo dei momenti flettenti.

Indicheremo con una sopralinestura le funzioni 61 ¥, =, M

celcolate per Y, = X, = O. Per le (7) 41 § 2 &1 ha

o
t‘:s"% ;;3‘4

mp'&}

S
Sl

Ta {9, § 2} in nssenze di sforzi interani, diviene vercil

5

2
-
e

= O
B
e hasta & deltarminare %ﬁ in funzione 61 po ¥ si ottiene dalla

(8) § 2 e vale

!
45

{1)

%
2

. . . 2 .2 .
ae Ty . " y - o
M, = « K, + 310 (8°=b )

L Mg

L¥sapressicune 4i ?3 che gi ottiene eseguendc le operazioni ine

dicete nelle (1) sulla U di cui sl § 3 &

M. Y, e e | S
Ma _ R (R=b)(6,-5in0) ¢ P'o-r) (8~ -+ 8,) + L r(d-bYF-Be
k Re, + r (X -9)

In particclere, per a=1C cm e b=3.8 cm si trovns

Tabella IT7

0¢ 50 100 noe 1 3nc
; +23,5 1 424.0 § 424.6 1 425.4 | 4+25.0 | Eg& ® om

feicl

W 2067 2061 19.6 18,8 18.2
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§ 5 = Valutazione dello spessore di sicurezza.

T1 punto pil sollecitato per trezione & il punto A della
guperficie esterna della clambelle, Si deve perci5 velutare
gual®® lo spessore che garantisce dalle rotture in questo punto.

I1 criterioc adottato & 11 meguente: preso delle tabelle
il wvelore ﬁ?? del carico di rottura per trazione del materisle
in eseme, si sdotta come carico di sicurezza @@3%@@?}&& Il fatto-
re di sicurezza 1/4 & il solito adotteto in problemi analoghi
(e suggzerito snche per guesto caso, de Morrison, (1) ). Da sol-
lecitagione per compressione & po! certamente << del relatiwvo
carico di sicirezza. '

T.'equazione che dx lo spessore ¢i sicurezza &

in cul il princ termine a primo membro & dovuto alle sollecita-
zione per fleasione ed 11 secondo & quelié per trazicne,

Se si aussume {?ﬁ = 800 Kg/emg come carico di rottura per
un buon vetro (v, Int. Criticel Tables) e guindi %@qz 200 Kg/cmz.
come carico d-. sicurezze, 8i trova che, per a=10 aﬁ; b=3.8 cm,

hs varia molto lentamentie in funzione 41 &, ; e precissmente

§

h, = 0,87 cm per 0, = (°

h

:.3

4

0936 om per 6, 30°

i

3 6 -~ Valutezione dellas deformezione.

Ci limiteremo a valutare ls contrazione verticale della

ciambella, cise la veriazione £b aella lunghezza del semiasse .
Ta deformszione Oa. del semidiametro megeiore ai valute enaloga-
mente mé é di. minore interesse., Dol teorems di Castigliaﬁa

£h < ‘bij _ & 20U

Semteres
PRTEDEL D

e & s,
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Ts quentitd che ci interesse non & perd queste ma 1l caso par-

ticoleare ]
s é 3L
§h = —=3 T
& h™ 3Yg
T'egpressione di 5%% & molto complicate; per gquello
5 B

che c'interessa sl pud dire ches
1) per a=10 cm, b=3.8 cm, varia in modo praticamente lineare
con @% nelltintervanno 0°, 209,

2) per questi valori di a e b i suoi velori estremi sono

Eﬁ; = = ?92X103 Fg x cm2 per &, = 0°
25

PY? 2

éii° = = 1@6x103 Ker x om per &, = 300
o Jg

Per valutare la deformazione b bisogna specificare il materias-=
leg‘cioé assegnare B; ed inoltre lo spessore h delile paretie

Con 1 wvalori hsé @,) troveti nel paragrafo precedente &1 pud
calcolare la deformazione massime assumendo per B il wvalore

63{105 Hg/émgg che corrisponde al TLaboratory Pyrex (Tnt. Critical
Tables). S1 ottiene

Ev

Sv

OO

]

= 0.018 cm per 8,

i

"

- 0,022 cm per €, = 30°

§

§7-= Studio delle sollecitazioni in funzicne di b/a per 8, =04

st

Nel caso %%:ifai trovs la seguente formula per MBs

v “b)* 4 2yrbla=b) + 12 b®
M o= Lpla-b) d 2 b)" 4 2wbla -b, }
aB & E‘\ ‘t. 2(0‘9 b) +-mb [‘23

e da questa si ricava M, tramite la (8) § 2:

e =3

MA = o Mﬁ + % p (azmbz)
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La sollecitezione per flessione in 4 (o 1in B) &

b= €M _ eM /o

; P i ° ! T = W~ EY
e M= M, opp. M)
‘ 5&%“‘ ok L / b A PP B
4 queste el sovrappone la sollscitazione per trazione che vale
i ; 2
ﬁéa " st % e if}%’ 8 dey f";%
b 4 #
. I A L . .
ma, per L <« a, essendo P v (/. la correzious dovuia a sueato
v
effatto risults trascurabile {comunque, il trascurerle gt oce

nel senso dells cicurezzs).

Ta guantita .
é; M 2 7L 3
e ﬁ;’; 3 - o ;
a™ ié“ ﬁ Yo, 4

]

. . oL L by o ‘
¢ funzione del =clo ?%?p@?t@ 53 la funzione ﬁ(a} & ipevieta in

figura (2) per 0.1% wﬂ<0505 Da esse sl ricava Lo speseors di

h, T
sicurernze in unitd di a, $£ meltipiicandols per xfégm 3
&/ ¥ B,
) I : ;
WY LN
G f ﬁg g ‘&bf

Sulls destra dells f%éara (2) scne riporiate tre scale per 2
corriarondenti a qﬁk, = 200, 400, 600, . :
» fo
¥

§ 8 - Confronte con la cismbells a sezione eilittica.

T1 caso delle sezione ellittica & siato tratiamto da Morrie
soni%gg in detteglio, per quanto riguarde la determinazions dello
spesgore limite. I risultati, & pariti 41 sqmndiametri sono dello
stesso ordine di quelli trovati nel no&trc ces0. S1 pud anzi dire
che sia dal punto di vista delle sollecitazioni elestiche, sia
de quello gecmetrico, la forme eliittica per a=10 cmy, b=3,8 cm
¢ molto prossima sl caso @% = 30°, 71 suo principale sventaggio

resta quello di non avere che due parametri, a e b, a disposizione,
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8§ 9 - Conclusioni.

Te caretteristiche elastiche e geometriche della sezione
con a=10 cm e b=3,8 cm variano moltc peco com 9,  almeno
nellfintervallio 0°, 30°, Ta variszione piu rilévante & quells
delle superficie (Tab. T}, che & a 20%. Tutite le circostanze
favorisceono perd (per quanio di poco) la forma corrispondente
&l velore ©,=0°, anche rispette al vaso ellittico (v. § 8).

51 pud inolire osservare che, essendo le gollecitaszioni
per flessione preticemente ugualig-in moduls, in A e in 3; non
¢ possibile guadagnere epprezzabilmente spazio facendo le parete

di spessore variebile, minore in B che in A.

F=t

] vorrison - The Tngineer, 193, 426 (1952},
E?} Southwell - Theory of Flasticity, pag. 255,

Roma, 5 aprile 1955
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