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CALCOLO DEIL 'EFFETTO DI PICCOLE DEPORMAZIONTI DET POLI SULLA COMe
PONTNTE VERTICALE DEL CANMPO SUL PIANO NEDIANOQ (CASO PTANO)

8 1. I1 probleme da risolvere & il seguente: consideriamo le
due equipotenziali & e (3 (v. fig. 1). Il potenziamle V ha il
valore V, su O e O su ﬁyo Supponiamo che il cempo gl possa con-
siderare uniforme sulla semiretts a destra del punto P agli ef-
fetti, p. esempio, delle misure che si fann@ gu di esso. Ci si
chiede se & possibile, con una piccola deformazione di of del ti=
po mostrato in fig.2, spostare verso sinistrs il punto P, ovvero
"gllargare le regione radisle utile® (riferendosi el vero msgnete
del sincrotrone, 4i cul guesto schems d& une grossolans approgsi-
mezione ). |

S1 pud risclvere convenientemente questo problema in questo

modos invece di calcolere il campo tra le eqnip@teﬁziali (v. fig.2)

V=7, su ofABCH
V=0 su z%

celcoleremo guello tra le

V=7, su o AR
V=V V,su ot

V =0 s f% '

I1 valore di V1 {che si essume costante) & il valore che
V avrebbe sll'infinite sulla semiretta B o', Questo metodo Tor=
nisce buoni risultati in un caeso pill semplice, sul guale & possi=
bile fare una verifica diretta (precissmente, gquello in cul l“an%
golo M di fig.2 & zmero). Nel nostro caso faremo, el § 3, una
verifica indiretta mostrando che una migliore scelta di V1 non

modifica sensibilmente i risultati.



=2 =

8 2. Con una trasformezione di Schwarz=Christoffel si pud
tresformare il profilo (ax+(2) 61 Tig.1 in una retta e la re-
gione tra o e ﬁ% in un semipianoc.

Se per lo spigolo A& (v. fig.”) si fe passare una retts
normale a ﬁ%e guesta incontra 53 ~n un punto O che prenderemo
come origine di un sistema cartesiono Oxys l'asse delle x coinci-
de con ﬁée Ad ogni punto Q=(x,y), associemo une vaerisbile comples=
sa z=x+ly. Nel caso s = T (v. flg.2) definiamo w=u+iv mediante |

(v. Appendice}

B"I&@
h o f My v (w-1)
(1) 2= th = <o (t-i)§ G-t} ~ = V2 auirlq e
VL ¢ : e e - )T
" oo . ) )
- j:;m o~ Q'w’@g.?} 4o 4{2{&@”9}“ 4 |
Vi (we) e (- 4 )

Questa trasformezione mule il profilo ¥+ (3 nelia retta v=0 ed

ognl punto Q compreso tra o e gi ~noun punto del semipieno v 0.
Tn particolare, (v. £ig.3), .1 punto z=ih, ciod & di fig.2,

i muta in A', w=1; il punto all'iufinite (a destre) di o e (3
nel punto 0%, w=0,

Con 0! indichereme il punte srasformeto di O, con BY il
punto trssformato di B etc., Ponlamd w= X (reale) in B, Se il

potensziale vale (v. fig.3

4

= O a1 ggi:% o
Vo= ‘{f‘? g1 (OWR?
T =V, g1 BIET

in ogni eltro punte del semipiano 20 esso vale (v. appendice IT)

W4

b | - %
V== oerg w4 3’55‘;,.,,,,@{? arg (w=x) + Vv 0
’ 7t

La grandezza che c'interessa ¢ la :omponente y del campoe sul pie-

no medianos

‘ 3 g (Y]
) 5 ] g = 3200 =(2Y
{ { y( “,),é ¥=0 a ) %:} .
4 oy=
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:

2
Se poniamo w=i- T con T * resle » 1y L'espresgsione di B2 &
. o © o £ 7. }o
(30 Bylsd= e f e £ I
¥ Kot ‘L Fi

Y F,‘§°loi}ﬁ
essendo & 1'al temze della sporgenza velutetse s partire da & (£s0}
(v. fig.2), 5 -

La x & una funsione di

T° dells formas
’9
X = -

it T s
;Wm, - o, LI (
- e -4 J
Per [x} € h questa espressione 3 aoprossimata da:
) -
T 2 1 4+ 0.0152 ¢ g
cosl che 1l cempo in guesta regions 3i pud scrivere:
mwj%
- \ W i & C. 0306 { - “’?”” .
@Z(;{ &wiwfa-{»?; (O € (i-~0.0c% e ”“j
J bk L Aw 0. 0308 " i |
o
I1 cempo senza sporgenzea & invecs
Bo = 4%3 i
y h Yy
gaendo T def

inito ancora mediants la (4). Questa espressione &
esatta, Per [x/&h si ha inoltr

Ay "‘f’“““
° > -2 (1-0,3076 e )
S il
. \ , o - Va \
Dall confronite di ﬁ; con 11 cempe wziforme —~ e di B; con il
canpo uniforme E?&m si deve decidare se B® approssima meglio
e : ' .
(ciod su une regione pil estesa) il corrispondente campo unifor
Nm
me, che non B;@ )
51 vede facilmente che, se
) ' .
0.01 ¢« L5 ¢ f
A
{questa condizi

zione si

&jq =0.05) il valore pill conveniente di 2

pud ritenere soddisfatta, p. es., per

A e ¥
PR
La lunghezze d=AB (v,

SO

fig.2) della sporgenza & data da
'Trd ‘ Lt_\_/-_é: _q‘\/-é" , o 91: (_q.é—
A l—)/;j . :

A



51 ha, per es.

per - = 0,09 T = 0.4 1
f f
" L L 0.07 5= = 0.28
b A I
In queste condismioni 1'espressione del campo diviens
Bo(x' 2 o (1= D(0.007€)% o 4 )
¥ e & &

e quindi, in prossim.th di x=0, la disuniformitd vriene ridotte,
per mezzo della sporgenza, da ~ 1/100 & ~ 1/1000.
T'ellargamento della regione utile si pud valutare in gue~

gt0 moco: se per scostamente dellluniformitd intendiamole Aiffee

rengze
AT = | Fo o M |
L) y i y ;‘3 1&
AB° = [Bo o %‘fiﬁ: )i
5 5 LR &, :
le condizione ~
A BS ,
e S - o 5]
' “fﬁg SERLY
B
¢ soddisfatta a destra di un certo punto P (v. £i3.1); ¢ la
-y 43
éﬁiy £ 107 A
7o - 22
Lef 3

a destra di un punto P' che sard inolitre certemente a sinistra
(nel caso optimum) d-. P. I1 segmento PP' misura 1'sllargamento

in questione; esso vale
3

PP = 0.37 nh = 0.16 h ﬁm@é}

Il fatto che aumenti con la precisione richiesta significa solc
che P gi muove verso destra, al crescere di n, pil repidemente

che non PV,



8§ 3. Si pud migliorare l'epprossimazione nel modo seguente:
consideriamo il profile di fig.4; V=V, & il valore del potenzie=
le sulla spezzata o' BCo', V=0 il valore sull‘asse delle ascisse x.
I1 potenziale che si ottiene, con questo contorno, in prossimiti
del punto B, non sarz molto diverso, per %% abbestanze grande,
da quello che si ottiene in B con il contorno di fig.2. Per il
caso di fig.4, cioé con le scppressione dello spigolo in A, pos=
siamo perd ottenere facilmente la dipendenza di V da x lungo la
semirettas Be". Questm dipendenze sarad del tipo mestrato in fig.6.
Determinando la curva V(x) del p@temziaie lungo la Be si pud pen=

sare di sostituire guesta curvs con un gradino definito das
s T3 5 . €
(1) V(e ) = ;:%(Va%‘f‘i).: V,(1=% [y

7

i

V, per x < 4

A4

H

“V% per x > o

T risulteti del § 2 possono ritenersi migliorati se riferiti ad
une sporgenze di lunghezza d+ ¢ anzichd d.

Dalla (1) si cittiene, per &  (v. appendice III)

. “ (VI ¢ y3wd VB o+ £
(2) V) x v - 2 & (552 sV, (1% )
cioe . -

- > ©,3F =
A h

come 8i vede, quests correzione & molto piccola e giustifica il

metodo epprossimeto usato sl § 2.




Appendice T.

Per ottenere la trasformazione z =f(w), (1) § 2, si impiega
1] metodo comnsueto descritto p. es. in Ih?orée,, Feshbac); Meth. of
Theor. Phys. pag.445%. Per un valo;re generico di s , e disponendo
convenienkmente dellzs tre costanti arbitrarie ché figurano nel-

1'espressione generale della trasformazione, si ha

ft
3
o
s
2
Q..
§

(AIﬂ) Z

come gia detto al § 2, devfessere

z = 1ih per w == 1
(A1,2) Z = Go per w-» 0~

z =00 +ih per W - 0+

Queste tre condizioni sono sufficienti a determirare z,, 1ag,
arg A, Si noti che per 4 -» O si ritrova la formula di trasformea-

zione per il condensatore pisno
Z2 = Z, + A lnw

Fra 1 caai integrabill elementarmente c¢'interesss quello 1n cul
‘f“ = -, 81 ottiene cosl la (1) § 2 ssprimendo A e z, in funziomne
di h mediente le (A4I1,2).

In particolare,; se vogliamo esplicitare la corrispondenza
tra i punti dell'ssse x e quelli dell‘'asse u, per u<0, conviene
introdurre la nuova variabile

&

W

T = = i(w=1 )'v'f’a = {(1+{u})

mediante la quale si ottiene la (4) § 2.

Appendice I1.

T.'espressione della componente y del campo si ottiene come
segue: considerismo une distribuzione di potenziali costanti in

certi intervalli dell'asse u (che supporremo per semplicitd in



nunero finito). Per es., sias

7 =
(ATT,9) ¥ =

fr o6 ¢

per a

1 27 1 n

YV = QZ)&‘ rer u >ﬁm

Cu Ld,; 8,<8,%000 €8

Consideriamo poi la funzione armonics

V=G, arglw=5,) + G, arg(w-s
i

) *...+ G arg(w-a ) + D
17 2 27 ’ 7} &l n) Q

2

con C,, D costenti. Notando che, par

-, :;.'O N ol G Y -
uxa, v & arglw a,) 0
nw<g a, = & oo { s = TC

<a, & arglw ai}

ed imponendo le condizioni (AIT.1) si ottiene per il potenziale -

nel semipianc v>0

) IS

¢ , p f
Viw,v)= = (§,=¢) arglw-a,)+ = (3, -¢) arg(w-a

E

™

N + “i: (@mmz a@@i ) &.‘P@%ﬁ{ﬁ?aan) * ﬁnﬁ;&p

T
B = b - e £ o £ - o . -
Nel nostro caso, n=2, ‘*P@ =0, @, »V” %ﬁ =V 3 aja-@@ a,= A s cosi
che
%
" 2] - v, [ . e VY N 5 )
(ﬁ%\.i I 9»,) V o wsa t;: S fj T 4 ifmr i AV ir L A ‘3 e %
7 7" d
Congideriamo poi la funzione
2% W, g W 14 b
¥ — 4 A . L ; 4
‘"’”"”"’ o f"i ﬁm LENE s QR VY s S, e%-:, @ @g_fgwg ( L «»s% yi
3y wooay w Dy
Posto & =arg w
J V) - D oo B 3 [ jw]om® )
e Oog (- Ay = & orgliwle -2 )= L arkgj ]
2y - 2y 3y il @ - A

Nei punti y=0, x, cilod w=0, & = T gueste derivats vale

5 LY IR ;}@ )
{ 2. anglw-n) ) - L (2 )
" 6\:’:; " Y= [+ = C’:ff @ T
Per ottenere %ﬁﬁ?
‘ 3Y ig=m

.

fag
sl pud procedsre cosli: se ¥ = £(w)

P

y L
féw 2m LYl ! w22, .,i, t?-»-' Q%‘a lw] -+ %L C’k?"f}' 1 } ! = :ﬁfw
dz u;f@W% © 2y oY g o W”



da cul
Q8 LA
f] } = @(v ééfw¥§&j.ﬁj@2."’.“

aay lg=m 77

Tn guesto modo si perviene alls (3) § 2 per B;(x)g Per ottenere

%;{x)~haata porre » =0 nell'espressione (AII,?).

Apoendice IT1T1,

Per calcolare la correzione di cui al § 3 si parte dal

profilo di fig.4; le tresformazicne di Schwarz che muta la reglo-
Wz O
ne compresa tra le dus eguipotenziall o', V=V,; € y=0Ynel semi-

planc v»>0 41 fig.5, =e meg per z=ih, w=1 per z=i(h+& ), w=0 per

Ks oo, ©

. b VI
z = ih = — 1ln w + fkgﬁw)
s
esgendo K (w) delltordine di € 6w %m come vedremo tre breve,b sta
per h/{h-£)3 inolire poniamo
Bt £F
W 2 e
- t°
é
T'espressione esatta per M (w) = XK (%)
! § o € £ §
K e)= - 2 fm:fim) . £ e, 2t
b &4 T i- &
I1 potenziele & (v. sppendice II)
. - AR W
(ATIT,1) V=V, (1 —.2ode
e

i occorre il walore di V sulle retta z=x+ih, per x> 0, Poiché

. .2 . ‘
per z-s1h lungo la o"B (v, fig.d), w-»b ¢ ci & pud limitare a
studiare la trasformmszione per piccoli wvalori di t, per i quali,

ritornando alla V@riabile w=u+iv €1 trova

g ‘?7.., §
; £ 3?’*% RE %‘J
Mo+ LU '+ 2 = ﬁ’ - =

holgi/ €
Poicheé

2/
[ 2 ¢ E . 2 ,
ot A F Q@_ é‘ 3

£ g’ ¢ i . X s
(sinc e t@rminiﬂw'{TQ} esclusi), ¢alla (AITI,1), per x= o si
P

risale alla (2) § 3.

Roma, 29 gennaio 1955
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Rapporio n® 18 - Errets ¢ addendas

C. Bernsrdini

Errats

T

e formule (4) d3 la funzione X(T) e quindi le successi-
va formula d'inversione approssimeia (valida ﬁer T=1<4<1) gono
errate, come mi ha fetto notare il Tott., P.G., Sona, Per ©
tendente ad 1, ciod per y=C, x positive, la formula d'inversio-
ne resie del tipo

i
(1.1 T=1+ 2 8 %

L

me 28 non vele C,0152, bensl 0,352; la formula & valide per xh.
Nomsstante questas sostanzisle modifica dellandemento del cenmpo
verticale sul pieno medianc, la foraula di pag. 4 per PP/ (aller—
gementy delle regione utile) reste inmuteta. La correzione cous.
siste in une traslazione di P e d4i PY, di h, nel verso delle %

crezceati.

31 pud vedere facilmente che, per ogni engolo aM vale
una formula del tipe (1.5) con un opportunc fettore a{m); 1a
determinazione di esso si fa come sogues

Lo %ra&farm&zieﬂe z{w), per an Mo quelungue, ei scrive
(vo 87T ):

‘ r
4 & s
, > by (-} % | b . b e, hﬂg’iﬁ"'e)'ﬂ’”"l dts
7 g X o e o s —— = ! o o g = PSP,
(1.4 == ¢h + m‘g; : d ch = baw o | %

Conuidaro aaturseinente 1 casi in cul O<¢f4§ %;a Se c¢i limitiemo
gl puniti v=0, u <O del plano w , e consideriamo in partical@r@‘
i puntl per cui (uldd 1, la dipendeaza dea w del secondo membro
di [1.4) & cdata praticemente dal ftermine logaritmico e si ha

approsaimetivenente:

(Qoﬂ) | . 7% -l &«»ﬁwf -F()&)



dove

A

(3.4) Flp) = j”* (=217 -1 4
o n

Ia funzione FP(m ) ha 1lespressione (v, Jahnbe, FEmde)

Pl ) = = Co5TT 060 = &“(#}

essendo 0,577 ... la costante d'Eulero e Y la derivatas lo=
garitmica delle funzione [° . Fssendo poi W =1-T%, si ha
(v. tabellsa)

7
1 e..(/&)

(4.4) alul =7

L'espressione 4i B§ 8i riceva come in ATT ed &

~ L o2m
(SoA) ° = .,E:g-» T w
) h

In perticolare per x = h 8i ha

X

Rl P
(6.4) B; .;‘;% {1- Yla(nle ”*}

i

Cosl pure, con un calcolo analogo & guello esposto in (ATIT) sei

ha per B§(X) (campo epprossimeto con gporgenza)

| ok
’ \ o . ,j:';ﬁ.a I+ _j%* @‘&(ﬁ) € ' j Bo (X)
(7.;:’\) Bg(‘x> - {v h % - Q,Q(/u)eawii“ v J

Per punti in cui A > 4&(}% Je v 1g migliore scelte di A &

(8.4} A = e

Con quests scelta il cempo con sporgenzs @

© : r  Lan i
(¢o4) By Yol 4 -k %.,aw} o hj
J o+ & A m

almeno per X , h.



- 3 =

Se poi A<« 1, ciod per . mnon troppo piccoli, la for=-

mula che d& lfestensione radiasle d della sporgenzsa &

wd amh £
(TOoA) -:‘;:” 22 &WT e F:(/M,)-—;- -

Dalle (6.4), (S.A) segue che, per u > 0, la formula che dd
PP?' non dipende ds P ed guella riportata a pag. 4 del
rapporto n° 18:

PP = 0,37 nh = 0,16 h 1In é*”

Tabella di valori di T(}a) e a(/&):

M/ ) a( )
0,10 * =0.15 0.215
0,20 -0.29 0,187
0. 30 wCo 4 0,466
0. 4C =0,51 0,150
0,35C =0,61 0,136

Roma, 2 marzo 1555



