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Consideriamo 1'equazione differenziale
(1) O X(s) r &(s)x(s) =
- ove con l'apice indichiamo la derivata fatta rispetto:a s.

, Tale equazione, come ben noto, & adatta.a tradurre il moto di una
particella lungo un canale magnetico, in un piano passante pér I'asse dél si-
gtema, lungo il quale & calcolato s, ascisse curvilinea ed ove si intende, con
x lo scostamento dall'asse della particella e con K(8] la funzione che descri-
ve in funzione di s l'andamento delle forze d1 rlchlamo o di repulsione di na-
tura magnetlca.

E' bene precisare che limitiamo le nostre considerazioni a canali
. magnetici rettilinei costituiti da quadrupoli e tratti dritti escludendo di pro-

posito i magnet1 le cui proprietd cromatiche sono di tutt'altro tipo. Supponia
 mo inoltre che tutti i quadrupoli siano allineati in modo da non dar luogo ad
accopp1ament1 tra i due modi che si svolgono nei due piani perpendlcolarl ira
loro. :

Un cambiamento dell'energia della particella che percorre il cana
le, o della corrente che alimenta i quadrupoli possono essere considerati una
perturbazione indipendente da s della funzione Kgsf E' utile quindi fare wuno
studio perturbativo dell'equazmne

in funzione del parametro 7.

I1 problema della stabilitd in energia o corrente al I° ordine pud



pllora essere posto cosn

Assegnato un tratto di 1unghezza L qua11 condlzlom deve soddlsfare la fun-
zione K(s] perché risulti o

(3) ’«/9 ) L '(Z)’;) 9
per qualunque valoré di x(0) e x*(0)?
» Come & noto i.valori di x e x' nei punt’i s=o0e s =1 sono legati
tra loro da una r'ela'zvione lineare del tipo Qo
X (L) -— a,,, )((a) # a,z x’/o}
‘ ﬁ x"{[} a,, X(o) + ctzz ’/o)

ove i coeff1c1ent1 aij dlpendono da % ma non da x(o) e x (o) L'ipote51 che
,Valgano le (3) equivale anche a scrivere

9cz . v |
B B -0 | L,,:,_/,z_
| . 77 0, |
Delle quattro condizioni espresse dalla (5) soltanto 3 sono indipen -
denti perché gli 4ij sono legatl dalla relazmne (teorema di Liouville)

B R i

' SOLUZIONE PERTURBATIVA DELLA (2).
~ siamo .
o X sz
..du'e soluzidni_‘ lineatrmente indipendenti dall'equazione ‘imper‘tu‘rbata ‘(1).‘ Ponia
o - s S v
: P, " v
S o N Y 57

per-le due soluzmnl perturbate Trascurando termlnl d1 ordine superiore
otteniamo per ¥y l'equazmne :

>(9) ) LR y;f ky}' = ék)(’

~Di quest'equazmne noi voghamo studlare le soluzwnl con cond1z1on1 1n121a11



poiché le condizioni iniziali davimpor;re alle x"" sono le stesse delle x;,
, i secondo membro della (9) pud scriversi | |
(11) ki(s) ¥ (s) = k/s'/x'[s’] d(s-3) ds! 0252/

(=]

La soluzione della (9) pud allora scriversi come integrale delle soluzioni del
l'equazione (la funzione di Green) a

(12) o Phoky = Is- s’)

con condizioni iniziali

o Vic)=o [} ‘
(13) , o }D/(S )e o : ’ per £ < S/

perché dalle (13) ne ‘conseguon'o le (10),
La soluzione della ( 12) &

Xo.($7) %, (s )~ 3%,(5%) ¥y (5)
X (S)X] (1)~ x,(s") v,/ (s7)

(14) . }ozs) u(s-

Per la’ soluzmne della (9) otteniamo allora attraverso le (11), (12),

| " = ’ ‘ GBI () nls) -,y
) = //((s)x /s/a(c s’) Hs)x/{:f} A’,/_g’}yz(s) As

g

 Tramite 1a (1) & facile verlflcare che il denommatore dell'mtegran
do & un 1nvar1ante del moto per cui possiamo scrivere (la a—(S’ $*) & inessen-
ziale!) :

@)y Yels) = e \/k/:(}-x,-(x') /}z(s'} k,(s)_x,/syxz(s)] s’

con’
4
XY xUs) -0 (3) X (<)

i

(16)

Per la pe‘rtui‘bazion’e' ’7 y(8) di una qualsiasi soluzione

x(s) = A% (s)+b vels)
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combinazione lineare di .X,(¢) e X3(%) che formano sistema completo otte-
niamo ' Lo '

y6) = a 5,05)+ b 4ls) 0 eperla(is)
//3)# d s/x,(s) ,/(/s’//e_z.\;(s’)x,(s’/#é &2[52/;(5’—- 4(5‘)///:7125(5’},@{51}+d 1;2/5’/]ds:f
e per la derivata | v el o
1) /x,"/s)//«, V) [ats(c) () » A G) " Jg’/i%é/ﬂ/ﬂgk’jk,ﬂ'/m ¥ as'{
Per s = L .posto | ‘ SR |

y |
A, =‘/k(s)'>(,"”(s) ds

(18) ,2 -\//({s) ¥, (s) X (s) ds

\/klc) x;’(s) ds

otteniamo

900) = ¢ fa [k (0) - Al b Ay 6,040 1o ()]
’(4} =e / [4, %) -4, r’a)] ,4, LA %, /z/ 4/2 ()] f

Imporre le (B)per qua1s1asi aeb s1gn1flca che deve rlsultare
- 4, 4, G-y ¥ L) =0
A ') -4y /() = o

o

CAnX(2) - Ay X (L)

(2 1) ’ Y ‘
| Ak ) - A xe(Y) = 0

7 ~Se supponiamo Ajj # o affinché le (20) e (21) siano soddisfatte deve
essere nullo il det'erminante associato;. cioé deve essere '

'(22)‘ | X, /z/ /(4] - X’(U X, (L) = ©

ma cid non pud essere perché la (22) equivale a dire che le due soluzioni
X{ € Xg 50no 11nearrnente dipendenti contrariamente all'ipotesi fatta inizial-
mente (7), ' :

Perché le (20) e (21) siano soddisfatte deve essere dunque



Ayg® 512' "hAy, = 0
cioe per le (18) .
1L :
v v’/ k(s) X, (s) ds = 0
o - :

4 SN
(23) | '[k/;) WS)vz/s-,)'aﬁs =0

‘[2/:) w2 (s)ds = O

Le (23) sono condiz_ionvi' necessarie e sufficienti perché per qual-
siasi soluzione della (1) debba risultare :

. oAl - :
(24 o Jkes)x¥s) ds = 0
v A
Infatti la (*__24) & una combinazione lineare delle (23).

CONSEGUENZE DELLA (24).

Moltiplicando la (1) per x e integrando da o a L si ricava

/xx”a’s +//< Xtds = o
A )

(/)
1la condizione_ d'acrom:atismd >(24) diviene percio
| | L |
(24 bis) \/“/145 ‘o
' ‘ ] ,

e integrando per parti
' L

| VI X(L) - Xle)i'le) - [xiPdle < O

Dalla (1) si ricava che se

k(s)eo deve essere,
(25) X’ = ot e in particolare pud essere
x/= o
In tutti gli altri casi &
' /‘L vz |
(26) / x'“ds > o

Q



per cui come conseguenza della (24) deve essere

(27) | X (L)L)~ X/c) x'(o) >0

che tranﬁite la matrice definita nella (4) si Scriver

(28) . a,,,‘ﬁz,x_’z/o)fza,z 2, Xfo) X'fo) + 4;, 25 x%)z >0

Cio&, per qualsiasi scelta di x(0) e x'(0), il I® membro della (2:8) deve esse
re una forma quadratica definita positiva, Essa & definita non negativa sol-
tanto nel caso della (25), Dalla (28) (v. App. I) si pud trarre la seguente con
clusione: ''Perché una matrice relativa ad un certo canale di trasporto pos
sa essere acromatlca deve avere i quattro elementi tutti dello stesso segno
e diversi da zero"

I1 risultato pratico pit importante ¢ il seguente: calcoliamo la ma
trice di un sistema di trasporto cosi costituito

R

i
N

(29)

se 11 1, e f sono legatl dalla relazione che lega oggetto e 1mmag1ne rea11 d1
un s1stema ottico c1oé

@y A R

risulia dalla (29)

ma ¢id non pud avvenire per un sistema acromatico quindi: "Un sistema di
trasporto rettlhneo che d1a di un oggetto un' 1mmag1ne reale non puo essere
acromatlco

Per dedurre altre conseguenze di minor rilievo notiamo anzitutto
che 1'eventuale segno negativo comune a tutti e quattro gli elementi di matri
ce pud mettersi in evidenza scomponendo la matrice nel prodotto della ma-
trice identitd moltiplicata per (-1) e una matrice che ha g11 stess1 elementi
della prima camblatl di segno, cio& positivi,



(B

La matrice identitd negativa corrisponde ad una semplice rifles-
sione,

. Per la matrice a elementi positivi interpretiamo la (29) come la
scomposizione di una matrice qualsiasi nel prodotto di un tratto dritto, una
lente sottile ed un secondo tratto dritto, Deduciamo allora dalla (29)

) / '
(31) /=~z;,<0

cioe la lente sottile del sistema ‘equi'valente ¢ sempre divergente, Inoltre poi
ché in App. I si dlmostra che la traccla & maggiore di 2, dalla (29) deducia-
mo ancora :

) 4+ 4, S 2
e
cio® poiché per la (31) f & negati\}o
(32) -‘ l-fl2>0

A conclusioni simili ¢ pervenuto E, Regenstreli( il quale tuttavia
'é limitato al caso meno generale di approssimazione di 1ente sottile, ina-
deguata tra 1l'altro a trattare l'es., dell'App. II.

| . Resta da vedere se esistono scelte della K(s) che rendono il siste
ma effettivamente acromatico. Nell'App. Il mostriamo un tipo possibile di
soluzione nelle quali le (23) e 1la (24) sono soddisfatte, '

In ogni caso & accertato che per diminuire il cromatismo di un
canale occorre diminuire il valore di Ay, Ayg, Agg.
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APPENDICE I
Passando a coordinate polari
x(o) = P cos 0 -
x'(0) = ¢ sen 0 -

la (28) equivale succeSsivamente a

R, &, 20 + &), @ Seu 28+ 2, 2 seu®d > ©

@y Rzyt &)y 422 +/—/

o [/ .
44 - 4, Qll/) % d,i df,]/zé'n KZ# +d) >0

2 2

Ove il valore di & inessenziale. Poiché il coseno nell'ultima e-
spressione pud avere valori sia positivi che negativi deve essere ‘

@, a, +a, dy, R, Qym Ay Ry )2 /Z
% 212“/1 2 >/2 i . a/zda S 0

- che tramite la (6) pud scriversi

2, “Z/ r &, Az, /Z dlﬂy *“/2 dzz) a,, ZJ' >0

a(28) equivale dunque alle due disuguaglianze

LD A, 88,80

(A1.2) S ‘74 @y, > O

Sostituendo nella (A 1. 1) ﬁ. convl"eSpressione'che‘ si ricava
dalla (6) otteniamo '

2 e '
(a,/ * 4/1) Qz/ + Q’L
Ay

> O

(A 1,3)

Per 1a (A 1.2) 412 e 421 devono avere lo stesso segno. Dalla
(A 1,3) si deduce che 12 421 e £11 devono avere lo stesso segno e ancora
tramite la (6) che tutti e quattro gli elementi di matrice devono avere lo stes
SO segno, ' :

: Tramite quest'ultima proprietd possiamo dedurre che la traccia
della matrice deve essere in valore assoluto magglore di 2. Infatti per la
(A 1.2) ela (6) ¢

X, A, > che pud scriversi



(”'/g*sz'_,_ @ﬂ"lzg/('_du/*dlz ~f %)
2 2 2 2

(' (24"
/ +al > 7

/d/, ‘7" d;z/ > 2

(A 1'4)

Consideriamo il caso particolare della (25)., Fisicamente questa‘
eventualitd corrisponde ad un semplice tratto dritto senza forze presentl
Come ben noto la matrice corrispondente &

1 L
o 1

E' fisicamente ovvio che questa matrice & acromatica e per quanto
gia detto & questo 1'un1co caso nel quale il 19 membro della (28) pub annullar
si senza essere x(o) = x'(0) =

In tutti gli altri casi il 1° membro della (28) deve essere definito
positivo e questa proprieta ci permette di escludere che possa essere nullo
- uno degli altri tre elementi all, 13, oo della matrice definita nella (4).

Infattl & facile verificare che se uno di essi fosse nullo, sarebbero

povssibiii le seguenti, scelte non banali di. x_o) x'(o)

170
xl(o) =
x(o) # o

7 &12 =0
x'(0) ¥ o
x(o) = o
oo =0
x'(o) # o
x(0) =

Cle quéli renderebbero nullo il 1° membro della (28) contrariamente a quan-
to & stato dimostrato essere necessario per l'acromatismo della matrice.
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APP'ENDI‘CE 2.

o Scegliamo una funzione ¥(s) é\h}e soddisfi queste condizioni

A k(s)
— Ko
sz b (A >
kie)=  k(s)
K(8)= Kk, > 0 v per O<£s<¥,
R(S)=- Ky <0 per 4% s< (br¥))
K(s) =0 v per (7&+€,)<S<°°

Vogliamo mostrare che un'opportuna scelta dei parametrl a dispo-
s121one .(’Q, R’I, éo, 91 permette di realizzare un sistema acromatlco.

Prendiamo come due soluzioni indipendenti quelle definite dalle

cond1z1on1 a $=0
lb{xl = |
‘X‘l =0

{xz' = 0
| - 1

X9

¥
[—y

Cambiando segno a s la K(s) rimane immutata, e la (1) rimane
immutata di conseguenza; le condizioni iniziali della xl(s\) rimangono im-
mutate e quelle della x9(8) cambiano segno quindiz

X'l .»(s,) & pari

Xg (8) ‘ ' - & digpari e qui‘ndiv
| /,ﬁafZJ |

(A2.1) K('S}X,/S)YL(S}‘;(SFE,O

7. 140)

Per l'acromatlsmo restano da soddlsfare le altre due condizioni (23)
p b |

(A2.2) S k) G26) ds = o
0
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¥ A‘L
(A 2.3) ‘[ k(s) xf(c)ds = ©

Nel tratto 0 <.§ 42&‘ le soluzioni della (1) sono
(A 2.4) Xy ls) = 6 Vi, <

: | ‘ C S (osv
A 2.5 Xy (¢) o —————
(A 2.5) 2() = T
e risulta ’

(A 2.6) ‘/O/eo AL =4'o°/ﬂzy’5 ‘_ds”e"/{'o’ “ﬂflfyg / -

| wVes , _ 1l Suz2VB b
(A 2. 7) /éo»\’l (S)d_( = ’«J¢o/ y7 dS N ] ' 4‘/76 )
all'estremo s = 10 dalle (A 2.4) (A.2.5) otteniamo

o le) < %
K',’/[O) =7 ko SCUJ/;Q A

| s Vg

' {Yz{[» = ‘_F-é
'(z;,/ = V7 b |

Per 1, 4& <'(10 + 11) la soluz1one della (1) &

v < 5o ) b b VT (o /o/ - i@-’mé VE (c-t)

e rlsulta
bl A
/'(’/4/1 /s}ds = ~k,//;/ M/h‘ﬂlﬁf —zi/—;gi—/ﬂm4/;,5 :euél/z;s-l-
% 2

/2 P , )
/o) ZFJA ; ‘///%55/4)~Y,4/Z:27f _ Xg /4’224'2 //f,!+

/4] Sea{ztf—f/ | w/‘ﬂ.ﬁz»’(z,) 2T 0 .

Vi)

Dalle (A 2.2) (A 2.3) (A 2.6) (A 2.7) otteniamo
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[g SeaZl ]/—-"én‘fé !(Afl/ff:&/'—[* »/ﬁé,uulfe—.'&_f

. = mo
_,,/___émz{/—'é’ é)) .ledl f M[/:lé}-seu ()O’A‘zyl—(,-/]
[£-“BL]. [18 i -»Hm;ae)é - olBlinlel

2V,

Zl 3 " -
/k,f /‘& dﬂ l’/JelefE/ éozréje@’mlzma/

Dopo aver sommato e sottratto posto
; ‘ 7
(A 2.8)  d=iEe petx4 2= F

sl ottengono con un po d'algebra le due relazioni

(A2.9) Zé_zw)')f-/—_&.))

(A 2.10) Wz&e«néz/ 2/~—’i+7) //__3.2 /v)

'PfOiChé | :mézy 2y » I%L'H"'
& o efuééz _)’ >O‘ i

Di conseguenza essendo anche z positivo” 11 20. membro della (A 2.9) é mag B
glore di quello della (A 2, 10). Deve essere dunque

(A 2.11) | 2t > tang 2t .cosh2y |

Attorno al punto x =0 y =0 non ¢'® soluzione perché

tar;gt 2t -1

Ccosh2y>1
Ci puo essere soluzione attorno ai punti |

2t=nlr . con n intero =1
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In particolare posto esattamente

2t = n7% le (A 2.9) e (A 2, 10) divengono sommando e sottraendo

Z-/ie«;_‘éz,‘,)z

che possono anche scriversi

Sewh 2y = %7/2*%)

(A 2. 12) i 2 -_2) |
27 = 2 >

ed eliminato y
- ll/l 7
(A 2.13) P (%- z} Tlert)

Per z = 1il 1° membro della (A 2. 13) & inferiore al 2°.

Per z > o il 1° membrd diventa definitivamente maggiore del 29,

Per continuita c'¢ quindi soluzione alla A per un valore di z compreso tra
0 e.1. Dalla (A 2. 12) si ricava infine il valore positivo di y che assieme al
valore imposto di t danno una soluzione possibile al problema posto. Le
(A 2.8) permettono poi di risalire ai valori di Ko, Ky 1o, 1 f1ssandone ad
arbitrio uno, ad es, K

- Dato il Valore scelto per la variabile t, il tratto intermedio equi-
‘vale ad una rotazione di niT, di matrice

11 o
.(._1)1‘1

o} 1

: " 'Questa matrlce commuta con qua1s1as1 altra e quindi la matrice
totale & praticamente quella relativa ai due tratti di lunghezza 11 cioé

au all o ,Cusb,z‘l/;?,é, | &%M
. = (_/) : | | . .
Ry Y2z g /P,méz 6 b 2l €

che soddisfa alle proprietd dimostrate in App. I di avere i quattro elementi
dello stesso segno e le traccie in valore assoluto maggiore di 2,
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