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INTRODUZIONE

Si sono qui raccolte le note del corso di "Teoria dei Campi“ svolto
nell’'Anno Accademico 1984/85 presso la Scuola di Perfezionamento in Fisica
dell‘Universita’ di Genova.

Scopo del corso era quello di illustrare con un linguaggio unitario
vari aspetti della Teoria dei Campi e le loro applicazioni in diversi
settori della fisica, dalle particelle elementari alla fisica nucleare,
alla meccanica statistica e agli stati condensati.

Un linguaggio unitario appropriato allo scopo ci e’ sembrato quello
dei ‘"path integrals" e delle tecniche funzionali ad essi collegate. Tale
linguaggio viene introdotto nei primi quattro capitoli, sia a temperatura
zero (meccanica quantistica usuale e teoria dei campi), sia a temperatura
finita (meccanica statistica quantistica).

Un primo esempio di applicazione e’ presentato nei capp. 5 e 6, dove
e sviluppata 1la teoria del polarone e dove si mostra come 1'integrale di
Feynman introduca un sostanziale miglioramento rispetto alle teorie piu’
convenzionali. '

i

Nel cap. 7 si mostra come 1le tecniche funzionali permettano wuna
riformulazione delle teorie di campo medio in fisica nucleare in forma
assai chiara e suscettibile di wulteriori sviluppi secondo 1le tecniche
standard degli integrali di Feynman. Lo stesso si puo’ dire del cap. 8
dedicato alle correnti di scambio in fisica nucleare.

Il cap. 9 riguarda le teorie di gauge classiche ed il cap. 10 e’
dedicato agli istantoni in un campo di gauge. La durata limitata del corso
non ci ha consentito la prosecuzione naturale lungo questa strada verso la
qgquantizzazione dei campi di gauge. Nutriamo la speranza di poterlo fare nel
prossimo futuro.

Le note qui presentate sono frutto di un lavoro in comune svolto da
fisici teorici nucleari, delle alte energie e dello stato solido, i quali
confidano che il loro sforzo "interdisciplinare" non sia del tutto inutile.



CAPITOLO 1

FORMULA DI FEYNMAN

1.1 DEFINIZIONE DEL PROBLEMA

Consideriamo un sistema quaniistico unidimensionale. Sia h(p,q) la sua
hamiltoniana classica e siano P, Q gli operatori quantistici associati alle
variabili classiche p, q. Autovalori ed autostati sono definiti tramite 1le
relazioni

(1.1.1) Dl = q |

~
(1.1.2) P Ip>

P |p’

In rappresentazione posizione si ha
(1.1.3) lg> -—--- > § (x-q)

1 ipx
(1.1.4) lp> --=-- > —== e

Ovviamente si ha pure
¥
(1.1.5) {(glp> = Lplg> = -== e

L'hamiltoniana quantistica,
(1.1.6) H = h(P,0)

non e' sempre ben definita perche’ in qualche caso occorre dare una
prescrizione ad hoc per 1l’'ordinamento degli operatori. Scegliamo allora 1la
prescrizione seguente: in caso di ambiguita’ porremo sempre gli operatori bz
a sinistra degli operatori Q £11.

Con 1la prescrizione data per 1'ordinamento degli operatori e’
immediato trovare

A 1 'ipq
(1.1.7) {plH|g> = -=—= e hi(p,q)

(tale formula si ottiene facilmente sviluppando H in serie di ﬁ e 6 e

tenendo presente la predetta prescrizione sull’ordinamento degli operatori)

Dati questi ingredienti il nostro scopg e’ quello di calcolare
l’elemento di matrice dell’evolutore temporale U(t"-t’), ossia

. ~iH(t -t ")
(1.1.8) . <q"|0(t"-t")|q'>=¢q"|e lg‘>=<q"t"|q’'t">

C1]1 Si noti comungque che nei casi piu’ comuni non si presentano problemi di
ordinamento: nel caso tipico in cui H = T + V(q) ad esempio non c’'e’ alcuna
ambiguita’, come pure e’ irrilevante il caso in cui p e q compaiano in wuna
forma bilineare, perche’ in tal caso 1 due possibili ordinamdenti
differirebbero per una costante. Se poi si usa la prescrizione normale di
simmetrizzazione bastera’ rigcrivere 1l'hamiltoniana facendo commutare gli
operatori fino a che tutte le P saranno a sinistra.



~

Se l1l'intervallo di tempo a&t=t"-t’' ---) 0 si puo’ pensare di scrivere U

in termini del suo sviluppo in serie al prim‘ordine [2] e si ottiene,
usando la (7):

A~ . 1 -ipg’
(1.1.9) <plUCt"-t')|q’'> = QF: e [l - hip,q’) & t]
27
da cui segue
(1.1.10) <g"|U(t"-t")|q'> = S dp <q"|p> <plO(t"-t’)|q’>
. [dp 1i(g"-g’)p . [dp 1(g"-q’)p-ihf t
= |--e L[l-h(p,g’) At =|--¢e
2% 277

1.2 LA FORMULA DI FEYNMAN

Avendo ottenuto 1l’'espressione dell’elemento di matrice dell’evolutore
temporale per un intervallo infinitesimo 1l‘'idea e’ quella di spezzettare un
intervallo generico in un numero sufficientemente grande di interwvallini,
ad ognuno dei quali applicare la formula precedente. Se cioe’ t"-t' non e’
infinitesimo, scegliamo N sufficientemente grande da rendere infinitesimo
(t"-t’)/N ed usiamo la proprieta’ gruppale di U per scrivere

N -iHAoat N
u(t"-t’') = (e )
Inseriamo poi in mezzo agli operatori cosi’ scritti N-1 set completi di
stati jlq)(ql dg e otteniamo la formula seguente:
. -iH ot
(1.2.1) (g"jult"-t ) ig’> =qu‘1...dqu'l<q |e la,.”°
~ »~
-iH at -iHot
‘(qﬂﬁle |quq> ...... (g dIe lq’>

Per uniformita’ di notazione conviene porre q'=q. e q"=gqun . Utilizzando la
(1.1.10) un numero sufficiente di volte si ottiene

A dp, dp,_dq,, dp
(1.2.2) <g"|JU(t"-t")|q’'> = j e bt
2T 2 27

L2131 In realta’ il problema matematico e assal spinoso perche’ la
condizione ovvia per 1la validita’ dello sviluppo sarebbe At Eun (<1,
essendo E. 1'autovalore piu’ grande dell‘hamiltoniana. Dato che pero’ 1lo
spettro di H nei casi pratici non e’ mai limitato superiormente non e’
ovvio dimostrare (anche se e’ ragionevole pensarlo) che tale sviluppo e’
sensato. La presente deduzione ha quindi valore puramente euristico, ed e’
comunque quella seguita, ad es., da R. P. Feynman e A. R. Hibbs, "Quantum
Mechanics and Path Integrals." McGraw-Hill (1965), da L. D. Faddeev e A. A.
Slavnov, "Gauge Fields - Introduction to Quantum Theory", Benjamin/Cummings
(1980) e da C. Itzykson e J. B. Zuber, "Quantum Field Theory", MacGraw-Hill
(1980).

’



Passando al limite per N ---> ©@ 1la relazione diventera’ esatta [31. Il
numero di integrali diverra’ ovviamente infinito e possiamo pensare allora
Q1 integrare sulle variabili continue p(t), gq(t). L’esponente si trasforma
in

3
i I[p(t) q(t) - hip,q)1 dt
g

e la misura (termine che qui ha un significato del tutto improprio) diviene

dp" T~.dp(t) dq(t)

27 ¢t 2T

con le condizioni al contorno sulla funzione q(t)

g(t’) q’

q(t™) q

I1 risultato finale si scrive formalmente come segue (introducendo gli
opportuni ‘h )

(1.2.3) <q“t|||qltl> - <q"|U(tll_tl)|ql> -
dp dg it
[ exp { - f Cpa-h(p,q)] dt 3
b 2 T

La formula cosi’ ottenuta e’ la cosiddetta formula di Feynman. E’
immediato riconoscere all’esponente l’espressione dell’azione classica nel
formalismo hamiltoniano. Il significato matematico di tale espressione e’
assai difficile da precisare, e non si vuole affrontarne qui 1la
discussione. E' pero’ necessario osservare che 1la maggior difficolta’
proviene dalla i all’esponente. In meccanica statistica 1invece, come
vedremo nel secondo capitolo, usualmente compaiono integrali analoghi ma
con esponente reale negativo per cui la misura (misura di Wiener) e’ ben
definita. Analoga situazione si puo’ ottenere nella maggior parte dei casi
di interesse fisico con la trasformazione t ---> it che di nuovo trasforma
1'esponente in una quantita’ reale negativa. Si usa parlare in questo caso
di Teoria dei Campi Euclidea. La connessione tra i risultati dell’integrale
funzionale (ora ben definiti matematicamente) e 1la fisica e’ data dal
teorema di Osterwalder-Schrader [41. Questo non sara’ discusso nel seguito
ma una spiegazione intuitiva del perche’ una Teoria dei Campi Euclidea si
possa connettere con la Teoria dei Campi usuale (minkowskiana) sara’ data
nel capitolo 4, dopo 1l'introduzione delle Funzioni di Green e del
Funzionale Generatore.

Lasciamo da parte le questioni di rigore matematico riguardanti la

possibilita’ o meno di definire 1’integrale di Feynman ed esaminiamone
invece il significato intuitivo. La formula di Feynman mostra che
1‘ampiezza <g"t"|g’'t’'> e’ formata dalla sovrapposizione di tutte le
ampiezze corrispondenti alle traiettorie possibili q(t) che uniscono i due
punti q’ e g" e che sono proporzionali al fattore exp {i SCq(t)l1/hl.
[3] La prova di gquesto fatto naturalmente e’ delicatissima dal punto di
vista matematico, a causa delle osservazioni fatte nella nota precedente.
E' tuttora argomento di ricerca la determinazione di quelle classi di
funzioni per cui 1'integrale di Feynman e’ ben definito.

C4] Si veda ad es. K. Osterwalder e R. Schrader, Commun. Mat. Phys.
31(1973)82 e, per una trattazione piu’ completa, J. Glimm e A. Jaffee,
“Quantum Physics, a Functional Integral Point of View", Springer-Verlag,
New York/Berlin 1981.



Questa osservazione consente di stabilire una immediata connessione
tra la meccanica quantistica e quella classica. Per piccoli A la funzione
esponenziale exp{iSCq(t)1/A} varia molto rapidamente anche per piccole
variazioni di SCgl. Cosi’ possiamo stabilire un risultato notevole. Sia
g(t) un cammino qualsiasi. Come detto questo e’ caratterizzato da una
ampiezza di probabilita’ exp{iS[q(t)1/A} e 1la somma di tutte queste
ampiezze su tutti 1 possibili cammini ci da’ 1l’elemento di matrice
dell’evolutore temporale da g’ a g". Ora mostriamo che_per h molto piccolo
dato un cammino g(t) e il conseguente contributo a U esiste un altro
cammino assai prossimo a questo che da’ all'evolutore temporale un
contributo uguale e opposto. Infatti sia q(t)+ §q(t) un cammino variato di
poco rispetto al precedente. Questo dara’ un contributo all’evolutore G che
vale exp{iSCg+ § q1/fi} = exp{i $SCql/h} exp{iSCql/h}. E’ chiaro che se si
sceglie $g in modo che §S = WA la fase vale esattamente -1 e 1'ampiezza
associata al cammino g(t) e’ cancellata da quella associata al cammino
qg(t)+ $q(t). Tutto cio’ e’ chiaramente vero per tutti i cammini tranne
quello per cui § SCgl=0 che non puo’ essere cancellato da nessun altro
cammino ad esso prossimo e che resta percio’ quello dominante. In questo
modo si riottiene il principio di minima azione di Hamilton S§S5CLgql=0 che
determina la traiettoria classica qe(t) e l'ampiezza
(g"|U(t"-t’')|q’'> % exp{iSLge¢ 1/1} coincide con la soluzione dell’'equazione
di Schrodinger all’‘ordine zero in %h. Lo sviluppo di SCgl in potenze di
q(t)-ge (t) fornisce lo sviluppo della funzione d’'onda in potenze di Hh i
cui primi termini sono equivalenti alla cosiddetta ‘"approssimazione
quasi-classica" della meccanica quantistica (W.K.B.).

In questo contesto e’ 1inoltre immediato passare dal formalismo
hamiltoniano a quello lagrangiano. Se infatti h ha la struttura

2

p
(1.2.4) h =--+ V(q)
2m

gli integrali sui wvari p si possono fare tutti: basta fare la
trasformazione di variabile

e si trova p(t) ---> p(t)+mg
. - pt

pg - hi(p.,q) —---> mg /2 - V(q) - —-

2m

e ora gli integrali sui vari p(t) si possono calcolare esplicitamente e ci
danno una costante M~ che altro non e’ che una costante di normalizzazione
e che puo’ comunque essere inclusa nella definizione della misura. Restano
solo gli integrali su q(t) e la (3) diviene

tIl
2 i {Eng¥2-v(q)3 dt
(1.2.5) <q"t"|q't’> = = S_l_krdq(t) e ®

ove all’esponente si riconosce 1’'integrale della lagrangiana del sistema,
cioe’ di nuovo l’azione classica, questa volta nel formalismo lagrangiano.

Infine il passaggio da un sistema ad un solo grado di liberta’ al caso
piu’ generale di molti (eventualmente infiniti) gradi 4i liberta’ e’ del
tutto banale. Basta infatti interpretare g non come una variabile ma come
un set di variabili caratterizzate da un indice (disceto o continuo) e
integrare su tutte le variabili. Nel caso di indice discreto per esempio si
ottiene

(1.2.6) <q" ,...q% ,t"lq) ,...q' ,t'> =
1 i . t"

= (}{'J,: qu(t) ...dqh(t) exp { ';1 J;.L(qir--'qh) dt 1}



Nel caso di 1indice continuo il set di variabili diventa un campo
(preferibilmente indicato con ¢?(x,t), X essendo la variabile continua).
Conviene naturalmente introdurre il 4-vettore x=(x,t) e 1la densita’ di
lagrangiana { . L’integrale di Feynman si scive allora in modo ovvio come

S

(1.2.7) (P (x") | (x")> =
g -

— i
X —j‘ch
[r :#x) exp{,ﬁft# x 3}

CAPITOLO 2

PATH INTEGRALS IN MECCANICA STATISTICA

2.1 INTRODUZIONE

I1 concetto di path integral introdotto da Feynaﬁn ha trovato numerose
applicazioni nell’ambito della meccanica statistica. I1 contenuto di questo
capitolo rappresenta un primo approccio a questa tematica e tenta,
attraverso 11 calcolo di semplici 1integrali funzionali, di fornire una
idea, la piu' concreta possibile, del significato di path integral.

Nel secondo paragrafo viene dedotta la formula di Feynman-Ka¢ per la
funzione di partizione Z, estendendo a temperatura finita gli argomenti
esposti nel primo capitolo.

Dopo alcuni cenni, contenuti nel terzo paragrafo, all’equazione della
diffusione di una particella browniana, la cui soluzione ha condotto Wiener
a formulare per la prima volta il concetto di integrale funzionale, nel
quarto e quinto paragrafo viene calcolata la funzione di partizione per una
particella libera e per un oscillatore armonico, wutilizzando tecniche di
utilita' generale.

2.2 LA FUNZIONE DI PARTIZIONE.

Le proprieta' fisiche di un sistema termodinamico all'equilibrio si
ottengono dai potenziali termodinamici, a 1loro volta deducibili dalla
funzione di partizione Z; ad esempio nell'ensemble canonico 1l’energia
libera F e' data da:

(2.2.1) F'=-F1nZ
-1

dove p =(kT) e la funzione Z e':

(2.2.2) 72 = Tri{expL- {’HJ}

dove ﬁ e' 1l'’hamiltoniana del sistema.

E' immediato riscontrare che 1'operatore exp{-l*ﬁ} si puo! ottenere
formalmente dall’operatore di evoluzione temporale exp{-itH} con la
sostituzione t=-if . Sfruttando questa analogia formale e' possibile
esprimere la funzione di partizione tramite un integrale funzionale suil

cammini gq(T ) dove "il tempo immaginario" e' 1limitato all’intervallo
EO,p ].



A tale scopo si possono definire i1 vettori:
la,*> = exp{T H} |

(2.2.3) N
{(q,T|] = (q| expi{- TH3}

dove |g> e' l'autostato dell’operatore posizione 6 con autovalore gq. Come
e' facile verificare |g,*> e <qgq,t| sono autostati destri e sinistri
dell’operatore

A A N A
(2.2.4) Q(Tt) = exp{T H} 0 exp{-TtH3
~ A A4 A
Ay Poiche' U(T) = exp{TH3} non e' wunitario (infatti U (T)= U(T)¢

U (T ), @(T ) non e' hermitiano e i vettori |gq, > non costituiscono una
base ortonormale. Malgrado cio' 1 vettori |gq,*> soddisfano alla proprieta’
di completezza:

(2.2.5) qu lg,e><q,T| = 1

Con 1l’ausilio di tali vettori, Z si scrive:

(2.2.6) 2 =_qu <a,plad

In completa analogia a quanto fatto per 1'operatore di evoluzione
temporale suddividiamo 1l’'intervallo [0, 1 in n intervalli di ampiezza
& =p/n. Ponendo T =¢k ( k =0,1,... ,n) e utilizzando 1la (5), 1la (6)
diventa:

lda, <q,, » T lqd,, T

[
k=9

(2.2.7) Z =

con g,= q,. Valutiamo poi i fattori della produttoria nella (7) al primo
ordine in nel modo seguente: L[11

Dy, rTuedd, > = <q, | expl-E€H} |q > =
(2.2.8)
) 1
=<q,., lq,> - &€<q,, | H {q > + 0(&)

Introducendo gli autostati |p> dell’impulso P e ricordando le (1.1.5),
(1.1.7):

1
(g|p> = -== expi{ipqg}
\Van
(2.2.9)
1
(p|H|q> = -== exp{-ipql} h(p,q)
V2

2
la (8), a meno di termini in £ , diventa:

C13 Si noti la differenza con il caso del cap. 1 (eq. (1.1.10)): in questo
contesto, a causa del fatto che 1l’esponente e’ reale negativo, il fatto che
lo spettro di A non sia limitato superiormente diviene meno rilevante,
perche’ gli autovalori piu’ elevati sono wuccisi dall’esponenziale
decrescente, mentre nel caso precedente 1'esponenziale si 1limitava a
generare oscillazioni sempre piu’ rapide.



dp,
S -- explip (q,, -q)- &€h(p ,q,)3

(2.2.10) (oo =

27
la funzione h(p,q) essendo definita esattamente come nel cap. 1.
Sostituendo la (10) nella (7) e passando al limite n ---> @ ,la funzione di

partizione diventa:

Trap.da,
(2.2.11) Z = lim Il -=2--= expilip (q,,-9 )~ h(p_,q,)733
n-e K=, ZTT
qu"h

e quindi con una notazione formale:

Dg Dp ? .
(2.2.12) g = | -———- exp{ [ d* Lipg-h(p,q)13
o

La funzione di partizione e' quindi interpretabile come 1’'integrale su
tutti i "cammini" g(7x),p("t) definiti nell'intervallo [O,ﬁ ], del peso w
associato ad ogni cammino:

w = exp{iS(—iP )3

dove S(-if# ) e' l'azione calcolata dalla 1lagrangiana classica a tempo
immaginario: -ip

P
S(-ip) = '\[dt L(t) = -ifdtL(t=-it)
2

Si noti che nella (12) i "cammini" p(7T) non devono soddisfare ad
alcuna condizione, mentre le funzioni g( ) devono assumere valori uguali
negli estremi dell’intervallo EO,P 1, cioe® q(0)=q(/3). Con un'hamiltoniana
della forma:

ol 3

~ P A A
H=---+ V(Q)
2 m

la (12) si puo' ricondurre alla piu' tradizionale formula di Feynman-Kag;
infatti, sostituendo in essa p con p+img,otteniamo:

Dq P m el F p'l
(2.2.13) Z2 =| -- expi- jdft[— o | +V(q)J}\pr exp{-j.d't --3
2% ° 2 B 2m
ﬁl:):g‘{/j)
Integrando su p si ottiene il risultato:
F m .\
(2.2.14) VA =waq expi- |dtr- q’+ V(q)13
0 2

qe1=q1p)
con qu che indica il differenziale di Wiener [2]3:

n-i m
(2.2.15) D q = lim || (dg \[----)
W N o, 2“6

La formula (14) e' nota come formula di Feynman-Kag. Osserviamo che
l'esponente nella formula di Feynman-Kag¢ e' interpretabile come l’'azione
classica a tempo reale ma in un potenziale -V(q).
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2.3 L'EQUAZIONE DELLA DIFFUSIONE

La misura di Wiener fu introdotta per la prima volta in un articolo
del 1923 L[21, nella soluzione dell’equazione della diffusione:

2

3P 9P

(2.3.1) == = D ---
dt Ax

dove il coefficiente di diffusione D per il moto di wuna particella
browniana e' 1legato alla mobilita' della particella stessa e alla
temperatura del bagno termico dalla ben nota relazione di Einstein:

D f/M/kT

Per una particella che si trova all’istante iniziale t = 0 nell‘origine
delle coordinate x = 0, 1la densita' di probabilita' che si trovi in X
all’istante t, e' determinata dalla soluzione della (l) con 1la condizione
iniziale P(X,t=0) = § (X):

Y 2
(2.3.2) P(X,t) = (4W Dt) & exp{-X /4Dt}

Wiener ha dimostrato che P(X,t) e' dato anche dall’integrale
funzionale condizionato:

t
(2.3.3) P(X,t) = [D,x exp{-fat' x'/4D3
Rea)so 3
gy X

Integrando su X la (3) si ottiene 1l'integrale di Wiener non condizionato,
uguale a 1 per ovvie ragioni fisiche. Cioe':

.
(2.3.4) ijx exp{- [dt’ x 74D} = 1
9

Ny

E' possibile verificare le relazioni esistenti tra le (2), (3) e (4) con un
calcolo diretto L[31.

2.4 LA FUNZIONE DI PARTIZIONE DI PARTICELLA LIBERA.

Rivolgiamoci al calcolo della funzione di partizione di una particella
libera utilizzando il metodo del “"moltiplicatore di Lagrange" [41].

Tale metodo e' particolarmente utile per eliminare eventuali vincoli
sulla classe di funzioni su cui si vuole eseguire 1l’integrale funzionale.
Osserviamo dapprima che e' possibile isolare 1'integrale su

C2] N. Wiener, J. Math and Phys. 2(1923)131 e Proc. London Math. Soc.
22(1924)454. Per misura di Wiener si intende piu‘' propriamente la
quantita':

z

m r m (X, -X.)

d,Cx1 = lim|[---- [ (dx, (f----)expl-m/2 2 -——-=---"- 3
/\\, ZTli Kt zni k=s g

£31 R. P. Feynman e A. R. Hibbs, "Quantum Mechanics and Path Integrals."
McGraw-Hill, (1965).

C4] R. F. Dashen, B. Hasslacher e A. Neveu, Phys.Rev. D10(1974)4114.



_]'|...

q = q(0) = g(B ). Infatti ponendo q(T) =q'(T) + g, e V(g) = 0 nella
(2.2.14), otteniamo:

rl
(2.4.1) 7 = {dq. waq’ expl-m JdT §" /23
Wereqlmeo ?
L‘'integrale funzionale nella (1) e' indipendente da dq. e quindi
qu, = L, dove L e' la lunghezza su cui e' confinata la particella. Inoltre
il vincolo q'(f# ) = 0 puo‘'essere rimosso moltiplicando 1'integrando per

§(gq"(p)) la cui rappresentazione integrale e':
27T (q'(p)) = ~(detexp{io(q'((! 13
Invertendo 1'integrale su & con 1l’'integrale funzionale si ottiene:
d « m ° .
(2.4.2) 72 = LJ——— Jqu exp{ic(q(/!) - - Jd'Cq 3
2Tr qt2)zv 2 o
che e' ora un integrale funzionale non condizionato.

I cammini che estremizzano 1‘esponente della (2) sono determinati
dalle equazioni:

qg=0 ; E(/‘)=i°(/m ; q(0) = 0

(ove la seconda tiene conto delle possibili variazioni di q(/i)) che hanno
per soluzione:

g(T) = iaT/m

Cambiando 1le variabili di integrazione nella (2) secondo la
trasformazione:

g(T) = x(T) + q(T)

non compaiono ad argomento della funzione esponenziale termini lineari in x
(completamento del gquadrato) e la funzione di partizione diventa:

d« “1(3 P 2
(2.4.3) Z =1L --- exp{- ---1 ijx exp{—m_IdT?x /23
27 2 m o

®C)zy

Utilizzando la (2.3.4) e integrando su ® si ottiene per 2 1la ben nota
espressione: Va
Z =L (mkT/2T)

2.5 POTENZIALE QUADRATICO.

Un altro integrale funzionale che si riesce a calcolare esattamente e’

quello della funzione di partizione relativa a un potenziale quadratico e
dipendente dal tempo:

(2.5.1) V(gq) = - 2 f£(7) q1/2 con 0 £ f(T) (1
Ovviamente per un oscillatore armonico A = -mw e £(T) = 1.

Come gia‘' fatto per la particella 1libera, isoliamo nella (2.2.14)
l1’integrale sulla condizione al contorno gq(0) = g(R) = g,, € cerchiamo
inoltre i cammini g(~ ) che estremizzano 1’azione. Questi sono dati dalle

soluzioni della equazione classica del moto per un potenziale -V(q):

mé +Afg = 0 con g(o) = a(/?) = q,
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Ponendo nella (2.2.14):
g() = x(~) + q(xT) con x(0) =x(p) =0
la funzione di partizione Z diventa:
(2.5.2) 7 = [da, expl-S([,a,)3 1(0)

dove S( R ,q,) e' l'’azione relativa ai cammini classici gq{* ) nel potenziale
-V(g) e I(X) e' 1l'integrale funzionale

r .
(2.5.3) I(X) = [D,x exp{- {d*Lm x" -Af(r) x* 1/2}

X{e=o
*fp)=x

Nel prosieguo di questo paragrafo viene calcolato l'integrale
funzionale definito dalla (3) usando tre metodi diversi.

2.5.1 Uso Diretto Della Definizione Di I(X) Come Limite L[51.

Usando la definizione della misura di Wiener e ponendo

x', = (m/2 é‘)"‘xk la (3) si trasforma in:
I(X) = lim (m/2wg) 7
W — C0

(2.5.4)

I oax| - .

j [T -== expf 2. [-(x, ~x )+ ika;t]}

k= \/ZTT k=, " "

dove: &¢=@/n , f, =Af(T)/m , x' = (m/28)" X

Esplicitando le somme ad esponente, 1l’espressione per I(X) puo' essere
scritta sinteticamente nel modo seguente:

I(X) = lim (m/27ms)* exp{-mX*/2¢3

n—_®n

(2.5.5)
J l} dx, exp{—xiaw Xi+ b.x. 3}

e

dove gli elementi della matrice a; sono:

2 - §£°f, -1 0 . 0

-1 2 - £'f, -1, . 0

a. = 0 -1 2 - €f4 . 0

L 0 . . . -1
0 0 0 -1 2 - f

hey

e dove gli elementi del vettore b sono definiti da:

b =0 perk#n-l e b, =(2m/&)%x

13 1

[51 J. M. Gel’'fand e A. M. Yaglom, J. Math. Phys. 1(1960)48.
C. Itzykson e J. B. Zuber, "Quantum Field Theory", MacGraw-Hill (1980),
pag. 432.
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L’'integrale nella (5) si puo' fare facilmente completando il gquadrato
0 in altri termini ponendo:

(2.5.6) X.=X" 4+ X:
L L t

dove X. e' il vettore corrispondente all’estremo della forma quadratica ad
esponente della (5):

(2.5.7) X. = a. b./2

bd }

dove aq- sono gli elementi dell’inverso della matrice a.
Utilizzando le relazioni (6), (7) e la formula:
(2.5.8) JI_FC—I}-{E expi{-x.a, x.} = [det(a, )3
ke2T Lo :
nella (5), per I(X) si ottiene 1l risultato:
LX) =(m/2¥)* lim exp{-mX" (1-a.

-t

[ ¢det(a;; )] *

L1283

(2.5.9)

Allo scopo di valutare il det(a:;) indichiamo con N(&p) & volte il
determinante del minore di ordine p in alto a sinistra della matrice a; .
N(g¢p) soddisfa alla seguente formula di ricorrenza: !

N(gp) - 2 N( £ (p-1)) + N( £(p-2)) —s‘fr N(& (p-1))
(2.5.10)

con N(0) = & e N(g)

£(2- ,).

Le (10) si riducono, al limite per € ---> 0, ad una equazione differenziale
per N(t) con le opportune condizioni iniziali:

(2.5.11) i\T("C) + (A /m) £f(7T) N(x) = 0; N(0)=0 e N(0)=1

Osservando che a:”m,=N(£ (p-2))/N( £ (p-1)), I(X), 1in termini della
funzione N(T ), si esprime nel modo seguente:

(2.5.12) I(X) = [m/Zﬂ’N((ﬁ)J% exp{-szN((3)/2N(ﬂ )3

Naturalmente questi argomenti sono 1legittimi solo gquando 1la forma
quadratica a esponente nella (8) e‘definita positiva. Cio' accade quando
A< min{ 2; } dove i A, sono gli zeri dell’equazione:

detCa ﬁ(k)] =0

Quindi i 'y sono anche i valori caratteristici della equazione
differenziale (11) con le condizioni al contorno:

N(Q0) = N(F ) =0

Applichiamo quanto ottenuto all‘oscillatore armonico, per il quale
= -mw? e f(7%T) = 1. L'equazione classica del moto e le sue soluzioni in
questo caso sono:

i3 2 — —
qg-<*qg=20 con q(0) = q( B) = g,
glxT) = q,CoshLw(T- ﬁ/Z)]/CoshaP/ZJ

a cul corrisponde un‘azione:
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S(p,q,) = mewq, TanhLCw (3/2]
Dalla soluzione della (11) si ottiene inoltre:
N(F-) = Senhiwf)/w

Sostituendo i risultati appena ottenuti nelle equazioni (12) e (2) e
integrando su gq,, otteniamo per 1la funzione di partizione il ben noto
risultato:

Z2 = L2 Senh(w{3/2)]

2.5.2 Metodo Dello Shift.

Nel cosiddetto "metodo dello shift" per la valutazione dell’integrale
funzionale I(0) si sfrutta 1la possibilita' di trovare un cambiamento di
variabili con il quale I(0) si riconduca a un integrale funzionale sulla
sola misura di Wiener. Poniamo infatti:

T
vz ) = x(v) - [ds [N(s)/N(s)] x(s)
(2.5.13) K
= x(T) - fds K(x ,s) x(s)
b

Derivando e guadrando si ottiene:

r «? (? v ¢ k3 . ®

[ary* = Ja~rx®+ (xN/N) - 2xxN/N3
9 b

Integrando per parti 1l terzo termine della precedente equazione e

ricordando che in I(0) i cammini x(°Ct ) soddisfano alle condizioni

x(0)=x( )=0 si ottiene la relazione:

P . fl '1_ o
fax (mx*- X £x® = dcCmy -(mN+AfN)x */N]
b )

Scegliendo per N(C ) una qualsiasi soluzione della (11), soddisfacente a
qualsiasi condizione iniziale, purche' non si annulli nell’‘intervallo
CO, #1, 1l'integrale I(0) diventa:

R
(2.5.14) I(0) = |J| [Duy expi-m{ dTy?%23
Y= i, o
f(pr= 1.

dove |J|=detCDx/Dyl e' lo jacobiano della trasformazione (13) e y,, y, Ssono
le condizioni al contorno sui cammini y(7):

-}

¢
. 2
(2.5.15) v, = 0 ey, =-NCp) st yv(s)N(s)/N (s)

Lo jacobiano |J| della trasformazione lineare (13) si ottiene con wun
processo al limite (n ---> %) dallo jacobiano della stessa trasformazione
lineare a n-dimensioni e coincide con 1’inverso del determinante di
Fredholm del kernel della trasformazione stessa. In particolare:

- o 1 K(s,,s,).....K(s,,s5,)
1J] =1 4)-—- st1 < - A
we Nl K(s_,s,)..... K(s, ,s,)

Tuttavia, poiche' il kernel della (13) presenta una discontinuita’
sulla diagonale, e' necessario, nella costruzione del determinante di
Fredholm, eguagliare il valore sulla diagonale del kernel alla meta' della
somma dei valori limite a destra e a sinistra. Usando questa prescrizione
si ottiene facilmente:

-\ /2
(2.5.16) 1J1 = [N(O)/N({S)]
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Infine eliminiamo dall’integrale (14) 1la condizione vy(fR) = ¥4
introducendo un moltiplicatore di Lagrange come gia‘' fatto nel terzo
paragrafo di questo capitolo, e completiamo il quadrato nel funzionale ad
esponente tramite la sostituzione:

§
y(x) = 2(T) + i(x /m) [ ASEN( B )/N(s)1
9

In tal modo I(0) si riduce alla seguente espressione:

v [ 2 : 2
I(0) = EN( (i)/N(O)] -— expi{-(« /2m)Jd'T-'[N( /?)/N("C)] } =
2T 1y

(2.5.17)
¢

- -V
= C(2/m) N(O) N(£) Jawn(v)a"
9

Si osservi che la (17) non dipende dalle condizioni iniziali con cui
determinare N(<x). Tali condizioni si scelgono quindi in modo tale
N(x) £ 0 nell’'intervallo [0, 21, affinche' 1la trasformazione (13) sia
regolare. Cio' e' tuttavia possibile solo per A ¢ min{ 4: 3}, come discusso
nel paragrafo precedente.

2.5.3 Metodo Degli Autovalori L[é61.

‘QConsideriamo ancora una volta la (3). Integrando per parti il termine
in x  si ottiene:
p ¢
(2.5.18) I(0) = 5 D, x exp{—mS dtjdt’ x(TA(T,T') x(*¢’')}
X()zXIR)z 0 ° )
dove 1l'operatore A(T,r’') e' definito nel modo seguente:
k3

(2.5.19) ACT,®) = [- 2-- - 2£(0)/md § (T -2)

Indicando con A i suoi autovalori e con Qj%) le sue autofunzioni,
soddisfacenti alle condizioni al contorno dL(O) = $&.(f) = 0 e normalizzate
a 1, 1l'integrale (18) sui cammini x(x) si puo' trasformare in un
produttoria infinita di integrali sui coefficienti dello sviluppo di x(7)
in serie delle & (7%):

(2.5.20) x(T) = E c. &(T)
Sostituendo la (20) nella (18) otteniamo:
I(0) = |J] ST( dc, expl-m/2Z lci/2} =

(2.5.21) oy .
= IJIfﬂ'k.} 1 ]dck exp{- m c_/23

dove |J| e' lo jacobiano della trasformazione (19).

Antitrasformando la (21) con 1l‘ausilio della (19) e introducendo
1'operatore A _(«,T’) relativo alla particella libera (A = 0), otteniamo:

1/
(2.5.22) I(0) = (m/2¥f)" Cdet(A,)/det(A)]

Calcoliamo ora, a titolo d‘'esempio, det(A,) e det(A) per 1l’'oscillatore
armonico attraverso la determinazione degli autovalori:

[61 S. Coleman, "The Use of Instantons", Proceeding of the XV International
School of Subnuclear Physics, ed. da A. Zichichi (Plenum Press, New York
(1979)).
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I Wt [ +':'<0)=4>‘,"(p)=03
che fornisce:
L= xn/p)? (n=1,2,...)
Per 1’oscillatore armonico si ha invece:
—'43“(%) +e b (7)) = A b)) L $.(0)= b (p)=01
2= Lo (tn/p)* ] (n=0,1,2,...)

Sostituendo nella (22) i risultati ottenuti si ricava per I(0) 1la

relazione:
[~

I(0) = f(2mp/m Il €1 + ((“J/nn)zl}

Da una nota formula per 1le produttorie infinite si ottiene il

risultato: .,
I(0) = [(2T/mw) Senh(f=)] %

CAPITOLO 3

I PATH INTEGRALS NELLA RAPPRESENTAZIONE OLOMORFA

3.1 INTRODUZIONE

In guesto capitolo si vuole estendere il calcolo della funzione di
partizione Z a un sistema costituito da N particelle identiche. Nella
formula di Feynman-Kag¢ e' in tal caso necessario tener conto della
simmetria per scambio di particelle simmetrizzando opportunamente Ile
condizioni al contorno sui cammini g(¥). Cio' risulta tuttavia molto
complicato; e' possibile ovviare a tale difficolta‘' lavorando nell’ambito
della rappresentazione olomorfa, adegquata a descrivere stati quantistici a
numero di particelle non definito. L‘utilizzazione di tali stati
corrisponde in meccanica statistica alla realizzazione dell’'ensemble
canonico grande. In questo ensemble Z e' dato dalla formula:

(3.1.1) 7 = Tri,3 = Triexpl-p(H N1}
dove . e' il potenziale chimico. Da questa funzione di partizione si puo®
ricavare il potenziale termodinamico 1= F_mN tramite la relazione:

(3.1.2) o - —F"ln A

Nel secondo paragrafo di questo capitolo introduciamo la
rappresentazione olomorfa [131, fornendo 1le regole di calcolo in tale
rappresentazione sia per i bosoni che per i fermioni. Nel terzo paragrafo
scriviamo Up e quindi la funzione di partizione Z come integrale funzionale
sullo spazio delle funzioni olomorfe, calcolandone nel quarto paragrafo,a
titolo d‘esempio, il valore per un sistema non interagente sia di bosoni
che di fermioni.

C1]1 Una descrizione accurata della rappresentazione olomorfa si trova nel
libro di F. A. Berezin, "The Method of Second Quantization",Academic Press,
New-York and London (1966). Una versione semplificata e' invece fornita dal
II capitolo del gia‘' citato L. D. Fadeev e A. A. Slavnov, "Gauge Fields.
Introduction to Quantum Theory", Benjamin Cummings P.C., (1980).
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3.2 LA RAPPRESENTAZIONE OLOMORFA

L’'idea di base della rappresentazione olomorfa e' quella di
rappresentare un vettore di stato dello spazio di Hilbert a N particelle
come derivata funzionale di un funzionale opportunamente costruito. Sia
infatti:

- X 1

* — "
(3.2.1) L 2 B ———J; X Ki(x,,..,xk) z*(x,)..2°(x,)
wes n!

dove la variabile x rappresenta il set di numeri quantici atti a definire
lo §tato quantistico del sistema, d"x = dx,...dx., Kﬁ(x_,...,xn) e' la
funzione d‘'onda di un sistema a n particelle nella rappresentazione x e

z¥(x) e' wun’arbitraria funzione regolare. E' immediato ricavare dalla (1)
che:
s £
Vol k¥ x,,o0,x) = fommtaee R $rz*13
§z*(x,) §z" (%) .
%:9

Quindi &[z'] e' utilizzabile come rappresentativo di un vettore |
dello spazio di Fock, somma diretta degli spazi di Hilbert a numero di
particelle fissato, di cui K#(x,,..,x.) ne rappresenta la proiezione in uno
dei suoi sottospazi. I coefficienti yn! hanno lo scopo di preservare la
normalizzazione a 1 delle K!col prodotto scalare che verra’ introdotto in
sequito.

Per particelle identiche le funzioni z*(x) devono soddisfare a regole
di commutazione determinate dalla statistica. Permutiamo infatti nella
(3.2.1) Z(x,) con z*(x,) usando la regola di commutazione:

~
i'(x') z*(xz) = (-1) z"(x,) i*(xﬁ)
e successivamente poniamo x, = x', e x, = x', . La (1) diventa:
AT 5 DAL
(3.2.2) Lz =2 -——-—o Sd x’

K¢

be

i ! 1 * 1 * i + 1
(X, ox/veerx)) z (x')z (x))..2 (X))

Poiche® Kt(x.....,xn) e' una funzione simmetrica nella statistica di
Bose e antisimmetrica nella statistica di Fermi e poiche' $Lz*1 deve essere
univocamente definito, il confronto della (1) con la (2) indica che deve
essere M = 0 per i bosoni e =1 per i fermioni. Quindi le z*(x) sono
funzioni che mentre per i bosoni appartengono ad un’‘algebra commutativa
ordinaria, per i fermioni appartengono ad un'algebra anticommutativa. Tale
algebra e' detta algebra di Grassman.

3.2.1 Operazioni Sui Funzionali &) . Bosoni.

Limitandoci qui ai bosoni, considereremo 1le variabili z¥ (x) come
ordinarie wvariabili commutative. Determiniamo dapprima_a quale operazione
nello spazio di Fock corrisponda la moltiplicazione di Cz*1 per z*(x).
Dalla (1) si ottiene:

O
(3.2.3) 2" (x) §r2*1 = Z == fa™x ax,,
~ yn!

kt

X e ,x) S(X,,, -X) Z(x,)..z2%(x,)2Z (x.,,)
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Introduciamo nella (3) 1la funzione d’'onda a n+1l particelle
simmetrizzata e opportunamente normalizzata:

Koo (X penerXu, X, ) = === 2 Ki(x,...,x) §(x,, -x)

yn+l °©

- . . x
dove la somma e' estesa alle n+l permutazioni di x., con le x,. K.,, e' per
costruzione simmetrica nello scambio tra 1loro degli argomenti e
normalizzata a 1; essa rappresenta la funzione d‘onda K., a cui e' stata

aggiunta una particella con i numeri quantici x. Ricaviamo allora
l’equaglianza:

= 1
* % 1 s na
(3-2.4 = = —— - — — — —
) t[z ] z (x) ¢Ez ] L'2_=‘ VSN Sd X

7
Kyo, (Xpree0X,,, ) 2 (x )iz (x,,)

Abbiamo cioe’ ottenuto che essendo & £z*1 il funzionale
rappresentativo di un vettore > dello spazio di Fock,
V. [z*1 = z*(x) §[z*1 e' il rappresentativo del vettore [&> = 8% (x) |¢> dove
8+*(x) e' 1l'operatore di creazione di una particella con i numeri quantici
X.

Dimostriamo ora invece che 1l'applicazione dell’operatore di
distruzione &d(x) corrisponde nello spazio dei funzionali brz*1 alla
derivata funzionale. Si ha infatti:

* § heg ® ::' 1 n ~ o *
(3.2.5) fL2°1 = —-o--- $Lz 1 =2 —z= Sd x K, (x,,..,%x.) z (x,)..2 (x)

s$z” (x) we. Vh!

dove abbiamo posto

~ox

(x ) =JE Kf(x,xi,...,x" )

o 1,...,Xn'

] -1

la funzione d'onda normalizzata a 1 che rappresenta lo stato Kii a cui e
stata tolta una particella con i numeri quantici x. Quindi, se $Lz*] e il
rappresentativo di [>. -

~ S S
%;[z*] = -—z-—- $rz 1
3z (x)
e' il rappresentativo di 1%3 = Q(x) |¢>.

Vogliamo ora definire un prodotto scalare nello spazio funzionale in
modo tale che coincida con l’usuale prodotto scalare nello spazio di Fock:

e.;- n + * ‘b
(3.2.6) gy = ghjd.xK“(xlnu,xk) KV (x, ,..,x,)

A tale sopo definiamo preliminarmente wuna misura per 1’'integrale
continuo tale che:

J'Dz*(x)Dz(x)

(3.2.7) Bttt exp{—Jz*(x)z(x) dx} = 1

Nel caso in cui i valori dei gradi di liberta' x definiscano un reticolo
discreto 1la (7) coincide con una produttoria di integrali ordinari; per x
appartenente invece ad un insieme continuo di valori il differenziale
Dz*Dz/(2mi) puo' essere definito con un processo di limite di wuna
produttoria discreta di integrali su z e z presi su un reticolo di passo
6 . In particolare:
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————— exp{—Jz'zdx} = 1im | 1T oo exp{—Zk ztzk}

S Dz Dz f dzi dz,_a
2TWi a—e

I1 prodotto scalare tra due vettori |¢> e |$> in termini dei 1loro
rappresentativi *—[z*] e PILz*] e' definito allora nel modo seguente:

Dz Dz .
(3.2.8) <+|4a> =I ————— (4£z" 1) $rz*1 exp{—[z"z dx3
27 i

L’'equivalenza tra la (8) e la (6) e' facilmente dimostabile wusando
un’opportuna regola di integrazione per parti, che c¢i limitiamo
semplicemente ad enunciare [21. Siano dati i funzionali differenziabili
fLz*,z1 e gCLz*,z1 tali che:

(3.2.9)  lim fLz*,21 gfz*,z1 = 0 con |z|° = [z¥z dx
&l =™

Vale allora la seguente formula di integrazione per parti:
(3.2.10)

27 i $z%(x)
dove il termine finito e' nullo a causa della condizione (9).

Esplicitiamo nella (8) 1la forma dei funzionali 4'[2’] e brZ1,
invertendo inoltre 1'integrazione funzionale con la sommatoria. Si ricava:

h1by =22 —z==== a"x d"y k1 ¢ y k¥
+|+ xdyK|(x,,..,x NS AT A

(3.2.11)
* p 3
————— z(x,)..2(x,) z (y,)..Z (y,) exp{—fi‘z dx3

Osservando che:

Y
z*(yi) exp{-Jz*z dx3} = - ---———- exp{—jf'z dx3
§z(ya)

usando sia la regola di integrazione per parti (10) che la simmetria delle
funzioni d’onda Kf e K? la (11) diventa:

n Waet *

(*'*) =“2‘: —;l-"—;l: IdXd vy KK(X1,-.,X“) K‘“(xi,yz,..,ym)

(3.2.12)

W * x
————— z(xi)..z(xk) z (y,)..2 (y,) exp{—fz z dx}

[2] Per una dimostrazione rigorosa di questa regola di integrazione per
parti si veda il gia‘' citato F. A. Berezin, "The Method of Second
Quantization"., pag. 39.
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Ripetendo piu' volte la stessa procedura, ci si rende facilmente conto
che gli wunici termini non nulli sono quelli per cui n = m, e si ottiene
cosi'la (e6).

Si noti che, con la definizione introdotta di prodotto scalare (8), la
moltiplicazione per z*Cx]l e 1la derivata funzionale £/5z*C[x]1 sono
hermitiane coniugate, come ci si doveva aspettare, essendo 1° equ1va1ente
nella rappresentazione olomorfa della applicazione rispettivamente di 3t*(x)
e a(x) nello spazio di Fock. Ponendo infatti:

1> = a(x) 14> e |4

a1

si ottiene:

- - (+[z*])* z*(x)%’[z'] exp{-Ji‘z dx3} =
Dz Dz ¢ -
=J _____ (mm—mm—— +[z 1) } Lz'1 exp( (z z dx3} = <+|#>

Passiamo ora ad esamlnare il rappresentativo di un operatore lineare ﬁ
tale che |¢> = A |#>. A e' rappresentabile in termini dei suoi elementi di
matrice, cioe' dai coefficienti che intervengono nelle relazioni del tipo:
(3.2.13) kY(y ) = 2 [a7x At | x x ) kK¥(x x_)
.2, S AN 2 LS AN AN E YRR TE ML AR

Con gli elementi di matrice Ahw costruiamo il funzionale:

* " we * »*
(3.2.14) ALz ,z]1 =2 -——==—= Jﬁ v d x A“M(ylx) z (y)..z (y,) z(x )..z(x.)

Inu \/n| m|

Il modo di operare del funzionale A[z*,zJ e' quello di un kernel
integrale definito dalla formula seguente:

D¢ Df - *
(3.2.15) Yrz*3 =j _____ acz" 514t expi-|E & ax3

La dimostrazione dell‘equivalenza tra la (15) e la (13) e' facilmente
ottenuta seguendo lo stesso procedimento usato nel calcolo del prodotto
scalare. Inoltre il prodotto di due operatori A-8 = C e’ rappresentato da
una sorta di convoluzione:

x
(3.2.16) CCz%,z1 =\ -—--- ACZ" %1 BrE™,z1 expr-§ 5§ dx3

Osserviamo poi che i kernel rappresentativi degli operatori di
creazione e di distruzione sono:

z*(x) exp{Jz*z dx3}

+(x) -—=> dLz , 2]

(3.2.17) R
alx) ---> & Cz*,z]

z(x) exp{jz‘z dx3?

Un risultato importante derivante dalla (17) e dalla (16) e' che dato
un operatore in forma normale (cioe' con tutti gli operatori di distruzione
a destra e quelli di creazione a sinistra):
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A — + + ~
(3.2.18) A =2 [a"% a"y x, (x1y) T x..a(x0) A(y,) ..y

[0

e costruito il funzionale ANEZ*,ZJ dalla (18B) sostituendo 3+(x) con z'(x) e
a(x) con z(x), si puo' ricavare immediatamente il kernel ALz*,z1 attraverso
la seguente formula:

(3.2.19) ALz ,z1 = ALz ,z1 expl[z*z dx}

Per concludere questo paragrafo ci resta da calcolare la traccia di un
operatore nello spazio di Fock. Questa e' ovviamente definita attraverso
gli elementi di matrice dell’operatore dalla relazione:

P — w
Tr{A} = Z_(d X A(X ;00X _|X 00 0X,)

Utilizzando la definizione (14) del funzionale ALz .z1 e procedendo
come gia' fatto per il prodotto scalare si ottiene 1l risultato:

- Dz Dz * x
(3.2.20) Tr{A} = | --—--- ACz™,21 expi-[7z dx3
271
3.2.2 Operazioni Sui Funzionali § . Fermioni.
Come gia‘' visto in precedenza 11 funzionale (1) e° un buon

rappresentativo di uno stato fermionico solo se z*(x) (e quindi z(x))
appartiene ad un’algebra anticommutativa. Cioe':

250z (x’) = - z%(x" )z (x) e z%(x) =0
(3.2.21) 2 (x)z(x') = - z(x')Z" (%)
z(x)z(x') = - z(x')z(x) e z(x)" =0

- - - - . *
Ovviamente anche i differenziali dz° e dz appartengono alla stessa
algebra ed e' quindi necessario ridefinire accuratamente cosa si intenda
per derivare e per integrare nell’algebra di Grassmann.

i) Derivata.

Si definisce una derivata destra e una sinistra nel modo seguente:
s
(3.2.22) <==- z(x dz(x dz(x,)... = +Ux-x,) z(x,)z(x;3)...
$20v) 1 ¢ $ -3(x-%x,) z(x,)z(x,)...
+8(x-x,) z(x Dz(x)...

—

s
(3.2.23) ..z(x___dz(x,_)z(x,) -- +8(x-x,) .. Z(Xur )Z(Xu-1)
i §2ry (XX, )..Z(Xsn. 2)2(X,)
+8(x-x, _,)..2(Xuq)2(x,)

Quindi per calcolare la derivata sinistra (destra) di z(x,)..z(x,)
rispetto a z(x) si deve permutare z(x ) al primo (ultimo) posto nel monomio

apportando 1'opportuno cambiamento di segno e quindi sopprimerlo
sostituendolo con una § (x; -x). Analogamente si definiscono derivate destre

e sinistre rispetto a z*(x).
ii) Integrali

Si definiscono i sequenti integrali sull’'algebra di Grassmann:

1

(3.2.24) sz* = [dz =0 e [zdz = fz‘dz‘
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Vediamo ora come queste regole di derivazione e integrazione
modifichino per i fermioni 1le operazioni sui funzionali discusse nel
paragrafo precedente per 1 bosoni. Per ragioni di semplicita' e brevita®
dimostreremo 1le formule introdotte solo nel caso limite in cui si abbia un
solo grado di liberta', lasciando al lettore il compito di estrapolarle al
caso piu' generale. Per un sistema a un solo grado di liberta' il
funzionale (1) diventa il semplice polinomio:

d(z*) = Fo t+ T, z*
a) Prodotto scalare

Siano ¢(z*) e ¢(z*) i rappresentativi dei vettori |4> e |¢>. Il
prodotto scalare ordinario e':

(3.2.25) G1P = P+
Usando le (21) e (24), si dimostra facilmente che:
1> = [dfaz LHFHI" $(£) expl-z*z}
Per un sistema a piu' gradi di liberta‘:
(3.2.26) <+|{>> =j Dz Dz ($Lz*3) $rz*1 exp{—_{z*z dx3
dove la misura D7 Dz e' definita in modo tale che:

sz*Dz exp£—fz’z dx} = 1

W)

b) a e

Osserviamo che:
z* @(z“) = cfz* e —gl $(z%) = P
: daz* '

. - - - . * - . AP . -
e quindi la moltiplicazione per z e' l'equivalente di a e la derivazione
rispetto a z* e' 1l’equivalente di &. Per piu' gradi di liberta' si ha

invece:
atto 1y - 2o prfa
(3.2.27) °
a(x) |¢> Loly S Prz*1
§2% (x)

c) Gli operatori

Per un sistema ad un solo grado di 1liberta' un operatore ha solo
quattro elementi di matrice, definiti dall‘operazione:

(3.2.28) V= Ay
I1 kernel (14) coincide allora con la funzione:
(3.2.29) A(z%,2) = A, +A, z+A,,Z +A, z'z

Come si puo' verificare direttamente il kernel A(z¥,2) opera nel modo
seguente:

+<z‘) = jdg*dk Az ,5) ¢ (&) expi-§ £ 3
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In generale:
(3.2.30) 421 = {D¥ D} ACz*,$1 0§ 1 expi-[§§ ax3
Analogamente il prodotto di due operatori segue la regola:
(3.2.31) CrCz*,z1 =jD§'D§ arz*,§1 BC§ , 23 expt-(§'§ dax3
Inoltre le funzioni rappresentative di a*e 2 sono rispettivamente:
v (z*,z) = z“iexp{z’k z} e cl(z",z) =z exp{z*z}
Infatti espandendo 1le funzioni esponenziali e ricordando che

nell’algebra di Grassmann z*® =2z%!=0 e usando la definizione degli
integrali (21) si ricava:

x * *
jd&' d¢ E(p+af ) explz§-§83 = <p
de"q; z*(c(,+cﬁ§') expiz §-%§3 = ¢, z*

Si puo' cosi' costruire, attraverso la formula per il prodotto di
operatori (31), 1la relazione tra il kernel A(z¥%,z) e la funzione AN(z*,z)
dedotta dall’operatore in forma normale:

A(zf,z) = A“(z*,z) exp{z*z}
che per un sistema a molti gradi di liberta' diventa:

(3.2.32) ACz*,z1 = Aﬂ[z',z] exp{—[z"z dx}

La traccia di 3 si ottiene infine direttamente dalle formule (28) e
(29):

A _ * B ¥
Tr{A} = A, +A = _(dz dz A(-z",z) exp{-Z z}
che in generale diventa:
(3.2.33) Tr{ld} = jDz*Dz ALC-z',z1 exp{—[z‘z dx3}
La differenza sostanziale tra 1la (33) e 1la (20) risiede nella
differenza di segno che compare nell’'argomento del kernel ACz* ,z]1 ed e
1’origine,nello schema degli integrali funzionali, del diverso

comportamento, a seconda della statistica, delle funzioni di Green di
temperatura per traslazioni di {3 nei tempi immaginari.

3.3 LA FUNZIONE DI PARTIZIONE NELLA RAPPRESENTAZIONE OLOMORFA.

Come gia‘' visto nella (3.1.1) la funzione di partizione nell’ensemble
canonico grande e' data da:

(3.3.1) Z = Tr{U,3 = TriexpL-pH'1}
A A
dove H' = H —/”ﬁ, M e' il potenziale chimico e la traccia e' eseguita su

tutto la spazio di Fock.

~
L'hamiltoniana "efficace" H' e' generalmente scritta in forma normale
(0o comunque e' riconducibile alla forma normale eseguendo le opportune
commutazioni), e ad essa corrisponde il funzionale H'Cz*,z1; inoltre 1la
traccia e' eseguibile attraverso l’integrazione del kernel Uh[z*,z] (eq.
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(3.2.20) o (3.2.31)). E' quindi necessario trovare la relazione esistente
tra Uﬁ[z’,z] e H'Cz*,z1. A tale scopo suddividiamo 1’intervallo CO,R1 in n
intervalli di ampiezza & = 8/n e scriviamo U@ nella forma:

»n »~ n ~ "
UP = (U,) = {explC-&H' 1}

Dalla regola per il prodotto tra gli operatori (3.2.16) o (3.2.31)
otteniamo per il kernel Ub[z*,z] la relazione:

- Dz, Dz, " .
UP[} R =.[ ————————— U,L¥ .z, 1 exp{—jz“q z,., dx3..
(2w i)'
(3.3.2)
Dz:Dz1 . . *
‘.‘(Zwi)*1 UEEZZ,ZJJ expf jz,z,dx}Ué[z’Lfl

dove 1 = 0 per i bosoni e %=1 per i fermioni. Sviluppando al primo ordine
in g e usando la (3.2.19) o la (3.2.30) otteniamo:

~

Utu[z*,zJ 2 1- §H'Cz*, 2] £ expi- SSh[z*,z] dx3
e quindi:
(3.3.3) U [z",z1 % expf [dx(z" z- hlz",zD}

dove h[z*,z] e' la densita‘' dell’hamiltoniana scritta in forma normale.
Sostituiamo ora la (3) nella (2); ponendo z% =§" e z, =§ e riordinando i
vari termini si ottiene in forma sintetica:

U,L* 31 = [p2pz s2Ti)t T
(3.3.4) L ..

exp{ (dx(Z (2}, -zl)z +7\z,-€Zhlz] 2,1}
=1 ]

kse

L’'esponente dell’integrando a secondo membro della (4) al limite

§ --> 0 diventa 1l‘integrale tra 0 e 3 sul tempo immaginario T , eccetto
per la prima sommatoria che contiene solo n-1 addendi. Osserviamo tuttavia
che: "oy

2=k » > 5= (* * *
2- (z, —zk)zk+z,zo—-£:(z.ﬂ -z,)z,+t2,2,
W= n * g

= -2 zi(z,-zh, )42l

e quindi al limite € --> 0 la (4) si trasforma nel seguente integrale
funzionale condizionato:

N Dz*(x,%)Dz(x,%)
UP[§ 1 = J
(2Ti)t"

(3.3.5) expil/2 fdx[z'(x,O)z(x,0)+z*(x.P)z(x4?)]}

# . .

exp{[dg[dT[(z*z—z*z)/Z—h[z*.zJJ}

[+

con le condizioni z(x.,0) =¥ (x) e zx(x,F) = tYx).
Usando la (3.2.20) o la (3.2.33) si ottiene la espressione cercata per

la funzione di partizione:

Dz Dz é . y .
(3.3.6) Z = \J___——i_ exp?{dxfdt[(z'z—z 2)/2-hCz*,z113

con la condizione al contorno z(x,0) = (—1)7 [z*(x,P)]
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Concludiamo questo paragrafo ricordando che in meccanica quantistica
interessati al calcolo dell’operatore di evoluzione temporale:

A

si e
ﬁ(t"—t’) = exp[—i(t“—t’)ﬁ]

N
Il kernel di U(t"-t’) si puo' ottenere dalla (5) con 1la semplice
sostituzione /3——> it ricavando cosi‘':

] Dz "(x,t)Dz(x,t)
Ut -t ;§7.5) = j

(3.3.7) exp{fdx[z*(x,t')z(x,t')+z*(x,t")z<x,t")3/2}
kl
exp{ifdxfdt £(z"z-7' £)/2i-hLz*,2113
kl

Le differenze tra la (7) e la formula di Feynman (1.2.3) sono solo di
dettaglio. In effetti in entrambe le formule l’integrando e*
expii(azione)}, e 1’'integrazione e' fatta sul prodotto delle misure dello
spazio delle fasi. La (7) ha pero' in piu' nell’integrando il funzionale:

exp{l/Z\fdx[z*(x,t’)z(x,t')+zx(x,t")z(x.t")J}

che riflette la differenza nelle condizioni al contorno sulle "traiettorie"
su cui si integra. Nella (1.2.3) sono fissati i valori della funzione g(t)
in t’ e t", mentre nella (7) e' fissato il valore di z®(x,t) in t=t", e
quello di z(x.,t) e' fissato in t=t’.

3.4 CALCOLO DI Z PER BOSONI E FERMIONI LIBERI.

Calcoliamo come applicazione della formula (3.3.6) 1la funzione di
partizione per sistemi non interagenti. Sia data l'hamiltoniana H':
A — At A
H' =2 & a_a,
L'

dove l'energia di particella singola €&« e' misurata dal potenziale chimico
M. Sostituendo 1'espressione esplicita dell’hamiltoniana nella (3.3.5)
otteniamo per il kernel dell’'operatore ﬁk la relazione:

v (2wi)tl
(3.4.1) exp{1/20Z, ()2, () +2,(0)z (0)1}
i
exp{ JdzC1/2(2}z, -2, 2 )- § 2% 2,33
v}

x
con le condizioni zi(p) =.§k e z,(0) = £..
Per completare il quadrato nel funzionale gquadratico non wuniforme ad
esponente nell’integrando della (1), cerchiamo 1le "traiettorie" che lo
estremizzano. Queste sono determinate dalle equazioni:
*

o* _ r') _
(3.4.2) z - &z, =0 e z +§z, =0

e s s s s e A _P » .
con le condizioni iniziali zk(ﬁ) £, ez (0) = fh, che hanno per soluzione

le funzioni:

z, = fk exp{-&T} e Tz, = §: exp{-(f-T) &3
Ponendo nella (1) z _= 2 + 2 e z, = z7 + 2%, otteniamo:

-t
Uﬁ[;“,}]= 1T expl-¥§ e @fey
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(3.4.3) -
Dz, Dz, P - 5 o »
_______ exp{jd’t[(zkzk—zkzh)/Z—flzszJ}
(2wi)'™ °

dove 1'integrale funzionale rimasto, come si puo' verificare ritornando
alla forma discreta dell’integrale stesso, e' wuguale a 1. Utilizzando
1'opportuna definizione di traccia (3.2.20) o (3.2.33), otteniamo 1le ben
note espressioni della funzione di partizione Z sia per i bosoni che per 1

fermioni:

af af

. * - ff

j%f ————— : expi- § £ (1-e f )3
. ]

(3.4.4a) Z =
2ni
:T - - i
. (1l-exptl ﬁfk}) (bosoni)
- 3 * - f
(3.4.4Db) z =jlk df de, expi-f,§ (1+e My -
='TT(1+exp{—pf;}) (fermioni)
13

CAPITOLO 4

IL FUNZIONALE GENERATORE

4.1 LA MATRICE S PER UN CAMPO BOSONICO

Avendo introdotto nei precedenti capitoli gli integrali di Feynman sia
in meccanica quantistica che in meccanica statistica, vogliamo ora servirci
di questa tecnica per descrivere 1le funzioni di Green di wun sistema
quantistico. In particolare il formalismo funzionale ci permette di
descrivere, come vedremo, in forma compatta, 1l’intera gerarchia delle
funzioni di Green. Tratteremo qui come esempio il caso di un campo bosonico
autointeragente nel contesto della teoria gquantistica dei campi. Di fatto
1’estensione a qualunque caso pratico non presenta difficolta’ rilevanti.
Ricordiamo allora che un campo bosonico 1libero classico ¢ (x) ubbidisce

all’equazione di Klein-Gordon

(4.1.1) (O +p*) ¢ (x) =0

Le variabili canonicamente coniugate saranno P (x) e M(x)=2d(x)/ V%, .
Tali due campi si possono analizzare in termini delle loro componenti di

Fourier:

(4.1.2a) § (x) = —=-5-

1 3 o . -ikx ikx
(4.1.2b) Ti(x) = -———- [d k i,4--- L z.©e -z e ]
(2% 2 f
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(abbiamo usato i simboli z e z*, al posto dei piu’ convenzionali a ed al,
per mantenerci 1in stretta connessione con quanto detto nel precedente
capitolo circa la rappresentazione olomorfa)

La quantizzazione poi come e’ noto avviene reinterpretando le ampiezze z:
e z, come operatori di creazione e distruzione ed imponendo le regole di
commutazione canoniche. Le espressioni (2a) e (2b) sono pero’
particolarmente convenienti per scrivere 1l'integrale funzionale, visto che
le grandezze che compaiono all’esponente nell’integrale di Feynman sono
sempre grandezze classiche.

L'hamiltoniana classica e’ ovviamente, in termini delle ampiezze di
Fourier,
3 *
(4.1.3) H =fd.k W, Z, Z

w

I1 problema che ci interessa ora e’ gquello di descrivere 1l'evoluzione

temporale di un campo bosonico autointeragente, la cui hamiltoniana cioe’
sia

(4.1.4) A=+ vcpa

L.’ evolutore temporale in questo schema si scrive immediatamente in base a
guanto visto nel capitolo precedente: basta usare 1le (2a), (2b) ed
interpretare 1le variabili 2z, z* come variabili di integrazione.
Naturalmente anche in V il campo ¢ deve essere pensato come funzione di z,
z*. In questo modo applicando la relazione (3.3.7) al nostro caso si ha ad

esempio (a meno cioe’ di simmetrizzazioni)

3 > " 1]
* dzy(t) dz,(t) fa¥x zhe" z (6™
Ulz ,z,t"-t’) = gll _______ el o

(4.1.5)

oy * 3 w
Idt {-iV(z ,z)+ijd k z (t)LCi9, - w 1z _(t)}
K [ 1] L3
e

Sequendo la stessa tecnica illustrata nel capitolo precedente e’ immediato
determinare il kernel di U nel caso libero:

N o . iw (t"-t")
(4.1.6) U (z ,z ,t"-t’) = exp { zze 1

L'evoluzione di una gqualunque funzione £(Z) rappresentativa del nogstro
sistema nello spazio di Bargmann-Fock sotto l'effetto dell’evolutore U, e’
semplice: scriviamo infatti esplicitamente 1‘'evoluto di f

de‘dw iwt -w'w

(U, (E)E) (2°)= | -——--- expi{z w e H(w') e

Da questa scrittura esplicita si vede come U,f dipende funzionalmente da
z*exp(iwt). La forma funzionale e’ poi bloccata dal fatto che per t ---> 0
1’evolutore temporale deve tendere all‘unita’ e quindi 1la relazione
precedente deve tendere alla identita’ f=f. Di qui segue

. . iwt
(4.1.7) (U, (t)E)(z ) = f(z e )
La qguantita’ alla guale si e’ interessati usualmente in teoria dei campi e’

la matrice S5, che, in rappresentazione di Heisenberg, e’ connessa
all’evolutore temporale da
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A iH, t" -iH, t’
(4.1.8) S = 1lim lim e g(t"-t’') e
20 t---w
La (?) ci fgrnisce il modo di tenere in conto l‘’evoluzione 1libera indotta
dagli exp{iH,tl}: il kernel di § nello spazio di Bargmann-Fock sara’

iwt®  -—iwt’
(4.1.9) S(z,.z,) = Jimlin Ulzle " ,ze Yoer-t)

time =i " %

-
Simmetrizzando opportunamente 1l’‘’espressione per il kernel di S sara’

dze(t) dz_(t)

S(z:.zh) = 1lim j'TT _____________

(g kt 271
t'—r -
2 '3 *
(4.1.10) expf{l/?2 Sd k Lz, (") z (") + z (t") z . (t")11

- 3 et * 3
expfifd 'k Jdt Cezice) z (£)-zL(t) Z_(£))/2i
e

*
-w oz, (t) z (£)-V(z¥,z)]}
con le condizioni al contorno

—_ 1
iw, t

z €
w

zk(t )

i ""u.t "
z:(t”) =z e

4.2 CAMPO BOSONICO INTERAGENTE CON UNA SORGENTE ESTERNA

Di . nuovo gquesta espressione puo’ essere calcolata esplicitamente se
l1'integrando ha all’'esponente una forma quadratica non omogenea. L’unico
caso pratico e’ quello di un accoppiamento lineare con una sorgente esterna

classica, cioe’
A~ 32 A
(4.2.1) V[+]=\de(ﬂx)¢(x)

ove J(x) e’ una sorgente del campo, in generale dipendente dal tempo, sulla
quale richiediamo solo proprieta’ di regolarita’ ovvie (nemmeno
particolarmente stringenti) e che si annulli sufficientemente in fretta per
grandi tempi nel passato e nel futuro. Val la pena di sottolineare a questo
punto che questo caso, oltre ad essere l'unico trattabile esattamente, non
e’ semplicemente wun caso accademico, ma e’ la base per dare uno sviluppo
perturbativo di S con un potenziale generico.

. . . . - x - - . N -
In termini delle variabili olomorfe z e z il potenziale si riscrive
come

* _ j 2 x » 3
(4.2.2) VEz ,z1 = d k [}1ﬂt) z, + Y. (t) z,
ove naturalmente le 7, (t) sono le trasformate di Fourier della sorgente:

1 1 3 -ikx
(4.2.3) Y. (t) = - ——— /== .(d X e J(x,t)
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con definizione ovvia per la complessa coniugata.

Calcoliamo ora l'integrale funzionale con la regola gia’ vista per gli
integrali gaussiani, cercando cioe’ 1l'estremo dell’'esponente. Questo
eguivale anzitutto a risolvere le equazioni del moto, che sono

(4.2.4a) z (t)+i w_z (t)+i ¢, (£)=0
(4.2.4b) zT(t)-1iw, Zt(t)—l'a/ (t)=0
con le condizioni al contorno

' i wht 1
(4.2.5a) z:(t")=zue

—iwkt !
(4.2.5b) z (t')=z e
w ®

e, una volta risolte tali equazioni, nel calcolare 1l'azione 1lungo 1le
traiettorie cosi’ ottenute (classiche). La matrice S sara’ poi
1’'esponenziale dell’azione cosi’ calcolata. La soluzione delle equazioni
del moto e’ banale e ricalca quanto gia’ visto nel precedente capitolo:

* e 1wt iwt —iw, s %
(4.2.6a) zk(t)=zke -ie e ‘X*(s) ds
4

-iwt -iwt t iws
(4.2.6Db) z, (t)=z e -ie } e Y.(s) ds

E\

Sostituiamo ora tali espressioni nell’azione. I1 kernel della matrice S
risultera’ essere

. 3 . 1 3 1
S (z%,z) = exp{.[d k Lz, 2z, + -———~ dt d x - -—- J(x,t)

C O 2uka, 2W,
iwt-ikx —iw t+ikx
(4.2.7) (z_e +z e )
1 17 ik(x-y)-iw|t-s|
— o - Idt dsId gfd y --- J(x,t) Jd(y.s)e

(2T) 3 2-» -»

3 *
I1 kernel normale semplicemente non conterra’ il fattore Jd k z 2z,

L’'intera espressione e’ solo apparentemente complicata. Anzitutto
introduciamo il campo classico

1 d k " ikx -ikx
(4.2.8) <&(x) = ———=- -——= [zue + z e ]

che e’ manifestamente soluzione dell’'equazione di Klein-Gordon 1libera. La
conoscenza di tale campo e’ del tutto equivalente alla conoscenza delle
condizioni al contorno. Le formule di inversione della (8) sono infatti ben
note:

(4.2.9a) z, =i|dxe 9% ¢, (x)
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3 -ikx -
(4.2.9b) z, = -i fd X e X o, (%)

ove il simbolo 3 e’ definito da
G
udv=uw(o v)-( 2u)v

Riconosciamo poi che la funzione che compare nell‘ultimo integrale doppio
all'esponente e’ il propagatore di un mesone libero:

3
Jdk ikx  -i w,x,

(4.2.10) D,(x) = --- e e
2 Wy
1 4 1 -ikx
= - - Xd k —c-———--- e
(277)° Ko+ ptin

Val la pena di osservare che per campi non interagenti (V=0)
(4.2.11) D, (x-y) = <0|TC ¢(x),<P(y)]|0>

Con tali definizioni il kernel normale di S assume la forma assai piu’
semplice

s (z%,2)
N

exp{ifdx J(x) q(x)}
(4.2.12)

exp{i/2{dx[dy J(x) D (x-y) J(y)

che e’ l'espressione conclusiva di questo paragrafo.

4.3 IL CAMPO BOSONICO AUTOINTERAGENTE

L'espressione finale del paragrafo precedente ci permette di dare wuna
soluzione formale al problema del campo bosonico interagente tramite un
potenziale V, in altre parole di rielaborare 1’equazione (4.1.10)
trasformando 1’'integrale funzionale in derivate funzionali. L'intera
procedura si basa su un trucco assai semplice: si osserva infatti che vale

1’'identita’

(4.3.1) ) PR =
1 S 1 s ijdx ¢ (x) J(x)
- ————- see. = mmmm—- e
i §d(x,) i §Jd(x,) T=o

Di qui seque che gqualunque funzionale 4i ¥ che si possa sviluppare in
serie di Volterra (l’analogo della serie di Taylor per i funzionali) e’
esprimibile come somma di derivate agenti su exp{iJ¥£1. La (4.3.1) si
generalizza cioe’ alla identita’

ifdx ¢ (x)JT(x)

(4.3.2) FECf] = FL-1i —Sg—] e
J T=0
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e nel caso che ci interessa in pratica, visto che c’e’ dentro 1l’'integrale
funzionale, nell'’azione classica, un potenziale v che dipende
funzionalmente da P

exp{-i jvup ydx} =
(4.3.3)
= exp{-i (dx V(-1 3/53)3 expli [dx ¢ (x) T(x)?

Non rimane dunque che aggiungere dentro all’integrale funzionale un termine
explid¢ }, cioe’ un accoppiamento con una sorgente esterna, proprio come
quello descritto nel precedente paragrafo, fare i conti e alla fine porre
la sorgente wuguale a 0. In questo modo il potenziale si riscrive non piu’
come funzionale di ¢¢ ., ma come operatore derivativo su exp{ide® }. Ora, le
¢ (x) sono variabili di integrazione, mentre le sorgenti esterne sono per
cosi’ dire dati del problema, che possiamo maneggiare a nostro piacere.
Possiamo (se non vogliamo scendere in dettagli matematici cui accenneremo
in seguito) portar fuori dall’'integrale funzionale 1’'operatore derivativo
exp{-iV( § / §J)} e 1’integrale funzionale che resta e’ proprio quello
descritto nel paragrafo precedente. Usando percio’ 1’espressione (4.2.12)
si puo’ riscrivere S nella forma

5, [4,1 = expi-i[dx VE-i§ /§ I3
(4.3.4)
exp{ij J(x) o, (x) dx} exp{i/2 gdx dy J(x) D, (x-y) J(y)1}

in cui gli integrali sono stati calcolati tutti ed in cambio ci troviamo a
dover calcolare solo derivate funzionali. E’ chiaro gia’ da come e’ stata
derivata che 1’'espressione exp{-i VL §/8§ J1} non e’ significativa di per
se’, ma che e’ definita in termini del suo sviluppo in serie, e che ogni
termine di tale sviluppo e’ ad un ordine ben definito 1in V. Ci rendiamo
conto pertanto che 1’'espressione (4) e’ una espressione formale per
descrivere a tutti gli ordini, in forma compatta, 1la teoria delle
perturbazioni. Le espressioni (4.1.10) e (4) ci dicono pero’ qualcosa di
piu’: di fatto per ottenere la (4) sono stati fatti alcuni passaggi formali
guantomeno dubbi, mentre 1la (4.1.10) ha wun significato matematico ben
preciso (almeno nella versione euclidea della teoria, cioe’ in termini di
misura di Wiener). La wvalidita’ della teoria delle perturbazioni (in
pratica la convergenza della serie perturbativa) e’ dunque ricondotta alla
validita’ dei passaggi matematici fatti. In particolare 1l passaggio piu’
dubbio e’ stato quello di scambiare uno sviluppo in serie con un 1integrale
(funzionale per di piu’, ma non e’ questo il punto rilevante). Riducendo il
problema alla sua forma piu’ elementare si puo’ considerare un integrale in
una dimensione ed un potenziale del tipo

\¥} :A‘.P“

(Ovviamente la forma piu’ semplice: un termine gquadratico non <c¢i puo’
essere perche’ sarebbe gia’ inglobato nella massa, mentre un termine cubico
renderebbe instabile 1la teoria). Mettendoci in una teoria euclidea
l1’'integrale che ci interessa avra’ la forma

z 4
(4.3.5) fde expi-dg+2 9" +7¢ 3
e il passaggio matematico discutibile consiste nello sviluppare 1in serie
exp{ A ¢*1 e scambiare la serie con 1l'integrale:

Sd‘f % r—i— Cf“ exp{—nfl+J<f} = % ;;(_§_) [dc(exp{-dcftwff}

1

Ora che questo passaggio sia sbagliato e ovvio, perche’ e’ proprio
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exp{2 9“3} il termine che domina la convergenza dell’integrale: per 4 <0
1’integrale e’ convergente, mentre viceversa diverge. Dunque A4 =0 e’
certamente un punto singolare e non ha senso uno sviluppo in serie intorno
a tale punto. Un esame piu’ dettagliato mostrera’ (e questo si vedra’ 1in
sequito) che 1la serie perturbativa ha senso 1in realta’ come serie
asintotica.

4.4 LA FORMULA DI RIDUZIONE

Nel paragrafo precedente si e’ visto come il kernel normale della
matrice S si possa esprimere come funzionale di un campo classico che
contiene le informazioni sulle condizioni al contorno. Va da se’ che, 1in
guanto funzionale di <« , S si puo’ esprimere mediante la sua serie di
Volterra: si puo’ cioe’' scrivere

ou 1
(4.4.1) SCg,1 = > ——gdxt...dxh Su(xip...xn) Ti(xi)... ?an)

h=o n!

essendo chiaro che il termine con indice n descrive 1lo scattering con n
particelle tra entranti ed uscenti. E' chiaro che sono le S. le quantita’
che hanno interesse fisico immediato, essendo connesse (a meno di un modulo
quadro e di un fattore di spazio fasi) alle sezioni d'urto.

Le stesse informazioni contenute nelle S, sono contenute in un altro
oggetto, detto usualmente ‘funzionale generatore’, che e’ la quantita’
centrale di ogni teoria di campo. Per arrivare a definirlo estendiamo
anzitutto 1la definizione del funzionale SL<,1. Questo e’ stato calcolato,
ad es. nella (4.3.4) mediante il trucco di introdurre una sorgente esterna
J che poi veniva messa a 0 alla fine del calcolo. E’ evidente che si puo’
estendere la definizione di S al caso 1in cui gquesta sorgente rimanga
comunque finita, cioce’

S [4,J1 = exp{-i |VL-i$§/§J1dx}

N
(4.4.2)
exp{i\iJ(x) f:(x) dx1} exp{i/Zj dx dy J(x) D, (x-y) J(y)}
Definiamo il funzionale generatore come il limite dell’espressione
precedente per f, (e non J) ---> 0:
(4.4.3) ZCJ1 = S[cﬂ.J] @,

Anche Z, come gia’ S, puo’ essere convenientemente espresso in termini
della sua serie di Volterra:

= 1

(4.4.4) 72071 = X r—]:gdxi...danK(xi,..xn) J(x,)...J(x,)

I1 significato fisico di Z e delle funzioni Ga cosi’ introdotte sara’
discusso nel paragrafo successivo. Ora vogliamo mostrare che la conoscenza
di Z implica la conoscenza di S. Per fare questo diamo una estensione del
funzionale S, SCK1 —---> SC ¢1, facendo variare < su tutto lo spazio
funzionale e non restringendolo ad essere soluzione dell’equazione di

Klein-Gordon:
SCe¢ 1 = expi-i [dx VL-i§ /8 J13

(4.4.5)
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exp{ide ¢ (x) J(x)1} exp{i/Zfdxfdy J(x) D (x-y) J(y)1}

v - » - -
Ovviamente anche S puo’ essere sviluppata in serie di Volterra e i
coefficienti saranno

" t S ~

(4.4.06) i S (x,,...x,) = ———=-- feaT T S[‘f]

=

~
Naturalmente i coefficienti dello sviluppo di S e di S dovranno coincidere,
visto che S si ottiene restringendo lo spazio funzionale su cui variano le
¢ e che quindi in tale spazio di due oggetti devono coincidere.

Consideriamo ora la (5) e calcoliamo esplicitamente 1le derivate
funzionali. E’ chiaro che ogni derivata rispetto a N portera’ un J a
fattore:

n S— g ~ l
S (x,,...x. ) = (-1) ------ B St SCe 1 | =
- " S¢(x,) S x-,) ¥ -
(4.4.7)
-i VE-i€ /7§ J1dx i/2 CJ D, J]l
e J(xi)...J(x“) e T=o

(ove naturalmente l'espressione [LJ D, J] sottintende le integrazioni).

A parte definiamo

~

(4.4.8) Jx) = [ay p,(x-y) 3(y)
E’ chiaro che J dipende funzionalmente (per quanto in maniera 1ingenua) da
J. Vediamo ora che derivando 72 rispetto a J troviamo una connessione con le

S.. Osserviamo anzitutto le derivate funzionali rispetto a J commutano con
le derivate rispetto a J. Questo e’ ovvio perche’

S ST(y)
(4.4.9)  —===- = dy ——--= —=-=-

ed invertendo la (8) si ha simbolicamente

§ . $
(4.4.10) SR
$J §J

Sfruttando il fatto che le derivate in (10) commutano tra di loro troviamo

n S 5
(-1)  —-—=—-—--- it ZCJ3| =

—ide vE-i §/ 831 n ) g i/2CJD, J3
=e (-1) -<---- -
§J(x,) 8J(x.) Teo

ma usando la (10)

$ i/2CJD,J1] ¢ 1i/20JD,J1 §J
_i __; e = "i -——=- e "";
$J $J §J

i/2CJD, J1
= (-i) i D,J e DT =Je

1/2CJD, I3
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e utilizzando questa relazione un numero sufficiente di volte si ottiene

n $ S
(-1) ST T T T e T ZCJ1 =
§J(x,) fax, ) Jeo
(4.4.11)
-i (dx ve-i3 /533 i/2E3D,J3
= e J(x,)...dJ(x ) e
i o ] =9
Ora si riconosce che 1l’espressione cosi’ ottenuta non e’ altro_ che
Sa{x,,...X,). Restano solo da sostituire 1le derivate rispetto a J con
quelle rispetto a J, ma come si e’ visto questo comporta solo moltiplicare
per un fattore D;. L‘’ultimo passo e’ riconoscere che se D,e’ 1’inverso

dell’'operatore di Klein-Gordon, D' non sara’ altro che 1'operatore di
Klein-Gordon stesso. Allora da un lato il primo membro della (11) non sara’
altro che

(1T 4+ 2 )ee i (T + M) (=i) —mmmmmesm—mm e 2031 =
', f _’u /” 1 . e =

= (A, +p ) 0T, +p) G (X, ,.e.x,)

mentre il secondo membro come detto e’ S,. Abbiamo percio’ ottenuto una
relazione tra le S _ e le G_,, che ci permette di scrivere la matrice S nella

e

forma
1
=X - fax,...ax, (%) .. (x) S (x,,...%,) =
(4.4.12)
1
= Z [ax, ...ax, @ x,0. . @x,)

(O, +f)...(D, +4) G (x,,..x)

Tale formula e’ centrale nella teoria del campi, e prende il nome di
formula di riduzione. 11 suo significato fisico pero’ al momento non e’
apparente, perche’ ancora non abbiamo discusso che cosa sono gli oggetti
che compaiono nello sviluppo di Z. Per il momento cio’ che e’ chiaro e’ che
noto Z si puo’ conoscere S tramite 1la formula di riduzione, ma che 2
contiene qualche cosa di piu’, perche’ rispetto ad S non ha il vincolo di
dipendere funzionalmente da una soluzione dell’equazione di campo libera.
In altre parole conoscere Z corrisponde a conoscere S, che e’ una
estensione di S. Come apparira’ piu’ chiaro in seguito S contiene solo
informazioni su processi on-shell, mentre Z contiene anche le estensioni
off-shell.

4.5 IL FUNZIONALE GENERATORE

In gquesto paragrafo vogliamo studiare in dettaglio chi e’ il
funzionale Z precedentemente introdotto. Il procedimentio che ci ha portato



- 35 -

a definirlo si puo’ schematizzare in tre punti

i) Siamo partiti da una hamiltoniana ﬁ=H,+§ e abbiamo costruito il
nucleo normale della matrice S: 5 [ «,1]

ii) Abbiamo generalizzato 1’hamiltoniana introducendo wun accoppiamento
con una sorgente esterna di bosoni:

A A A 3 n
(4.5.1) Ho--—> H = H+ [a'x 30 ¢ (x)
costruendo l‘ovvia estensione della matrice S: S[cﬁ,J].
iii) Abbiamo scelto le condizioni al contorno <, = 0
ZCJ1 = S [fa.J]Lﬁ':o

Ricordiamo ora come si descrive wuno stato in rappresentazione
olomorfa: sappiamo che 1le componenti di wuno stato a n particelle (con
impulso dato) sono date dai coefficienti di Taylor di ordine n, mentre la
componente a 0 particelle (vuoto o stato fondamentale che dir si voglia) e’
ottenuto dal valore della funzione nell’origine. Dunque 1l porre a zero <,
e’ palesemente equivalente al porre a zero z e z , e quindi a calcolare
l’elemento di matrice dell’evolutore temporale U(- = , ) sul vuoto. Questo
modo di descrivere 1la situazione e’ pero’ suscettibile di indurre in
errore: e’ chiaro infatti che in rappresentazione di Heisenberg uno stato
non si evolve nel tempo, purche’ H non dipenda dal tempo. Nel caso che
stiamo studiando tuttavia 1‘'hamiltoniana totale dipende dal tempo
attraverso J. In altre parole non abbiamo a che fare con un operatore, ma
con una famiglia di operatori parametrizzati da t, e che hanno 1la
caratteristica, in generale, di non commutare, ossia

(4.5.2) [H;(t) ,H (£ # 0

Ne seque che ad ogni Hy(t) corrispondera’ uno stato fondamentale anch’esso
parametrizzato da t, in generale diverso per ogni t. Ovviamente si e’ detto
che J(x) deve annullarsi per grandi tempi nel passato e nel futuro, e di
consegquenza per t---)* ® 1o stato fondamentale di H;(t) tendera’ ad uno
stato fondamentale di H. Il punto cruciale e’ che a gquesto punto i due
stati |0,t=-9 > e |0,t= > essendo entrambi autostati di H, dovranno
coincidere a meno di una fase. Tornando dunque a Z, se definiamo

j0,t=—2 > = |0 in>

|]0,t=2 > = |0 out>
e’ chiaro che il funzionale Z altro non e’ che la fase in questione:
(4.5.3) ZCLJ1 = <0 out|0 in>
dal che conseque tra l‘altro che

(4.5.4) ZLJ1] = 1
J=0
Avendo stabilito questo risultato fondamentale, ci chiediamo cosa sono
le derivate funzionali di ZCJ]. Partiamo ad esempio dal calcolo di
§ 2CJ1/ $J(x). Per far questo spezziamo 1’evolutore temporale in 3 pezzi:
prima 1'evolutore da - o a t-&/2 (t=x,), poi da t-€£ /2 a t+¢&/2 e infine
da t+ /2 a e . In questo modo solo il secondo e’ toccato dalla derivata

funzionale, pero’ 1in compenso 1l'intervallo sara’ scelto infinitesimo.
Vale 1'identita’

dzx dz dw‘dw —zz*

ZLJ1 =§ ———————————— U(0,z" ,® -(t+ £/2)) e
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WW*

U(z" ,w,. &) e Ulw ,0,t- E/2-(-=))
ove si sottintendono le somme su k: zz" %
che

1

® - - .
z,.. Dopo di «cio osserviamo

Z.

#Ml

*
U(z*,w, £ )=exp{z w-ih(z" ,w)€ +iTJ - & 3

. . . .. KX
ove naturalmente J e ¢ vanno pensate come espresse in termini di z e w.
La derivata funzionale ora ci porta semplicemente un i<« (x,t) a fattore;

poi il limite £ ---> 0 riduce U(z*,w, & ) al semplice exp{zfwl:
§ZLJ1 dz*dz dw'dw -2z
————— =J—————— -—-—---U(0,z,®@-t) e ‘f (x,t)
$J(x) 2T i 2n i
(4.5.5)
v AR R
e U(w ,0,t+m )

Ripetiamo che ¢ (x) va pensato in termini delle Z e w, come da equazione

(4.1.2), e che scrittg cosi’ ®(x) altro non e’ che il nucleo normale
dell’'operatore di campo ¢ . Il nucleo di $ sara’ allora il nucleo normale
moltiplicato per expiz*w}. La (5) puo’ ora essere letta in termini di

operatori come

S$ZLCJ1 A
(4.5.6y  -——-—- = 1 <0 out|U(e -t) + (x) U(t+00)}0 in>

§2CJ1 A
(4.5.7)  —---- =i <0} ¢ (x)|0>
§7(x) 3y,

In altre parole la derivata funzionale di Z a J=0, primo coefficiente‘gello
sviluppo di Volterra di Z, altro non e’ che il valor medio del campo ¢ sul
vuoto.

La procedura per ottenere 1le derivate successive e’ esattamente
identica a questa., ma c‘e’ un particolare che val la pena di osservare: se
vogliamo studiare la derivata seconda, ad esempio, ai tempi t’' e t",
occorrera’ spezzare U in piu’ pezzi, prima da - v al piu’ piccolo tra t’ e
t", poi dal piu’ piccolo al piu’ grande dei due tempi, e poi da questo a
. In questo modo si trova una espressione analoga alla (7), con due
operatori di campo, ma ordinati in modo che quello a tempi minori stia
sempre a destra (ordinamento temporale degli operatori). Si ottiene cioe’

2 A A
(4.5.8) ———---=--= =i <OITC ¢ (x), $(yIIIO
5 (x)§T(y)

La generalizzazione ad ordini superiori e’ ovvia.

E’ chiaro ora che le grandezze cosi’ calcolate sono le Ga dello
sviluppo di Volterra del funzionale generatore, ma soprattutto dalla (8)
riconosciamo che queste sono anche le funzioni di Green del sistema. Dunque
la conoscenza di % e’ del tutto equivalente alla conoscenza di tutte le
funzioni di Green. La formula di riduzione (4:4.12) dedotta nel paragrafo
precedente acquista ora tutt‘altra rilevanza, in quanto mostra la
connessione tra la matrice S e le funzioni di Green, che ora diventano gli
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oggetti centrali della teoria. E’ chiaro poi perche’ Z contenga piu’
informazioni di S: infatti le funzioni di Green, se pensate in trasformata
di Fourier, sono Logqetti definiti per gqualunque k e w , e non
necessariamente per w = k‘+/P’. (sono cioe’ definite off-mass-shell),
mentre proprio 1la formula di riduzione mostra che solo i loro valori
on-shell ( w‘ﬁf‘+k‘ ) intervengono in S.

CAPITOLO 5

IL POLARONE - METODI TRADIZIONALI

5.1 GENERALITA', PARAMETRI FISICI E COSTANTE DI ACCOPPIAMENTO [11.

Si consideri un elettrone nella banda di conduzione di un cristallo
ionico. Il campo elettrico dell’elettrone polarizza, e quindi distorce, il
reticolo degli ioni nelle sue vicinanze. Il campo di polarizzazione cosi’
creato interagisce a sua volta con l’elettrone abbassandone l'energia ed
influenzandone il moto. L’‘elettrone piu’ la deformazione del reticolo che
1o accompagna nel suo moto possono venire pensati come un’unica
quasi-particella, detta polarone, la cui massa efficace sara’ maggiore di
guella dell‘elettrone nudo (eventualmente gia’ modificata dal campo di
Bloch del reticolo statico).

Ricordiamo ora le relazioni che legano i tre campi vettoriali D, E e
P che intervengono nella descrizione di un dielettrico:

D= € E
(5.1.1)
kot 1 . 1
P = -—-— (D-E) = -—— (1 - ---) D
417 4T £

relazioni che valgono per un solido isotropo o a simmetria cubica; 3
rappresenta la costante dielettrica (in generale dipendente dalla
frequenza) e P il vettore di polarizzazione elettrica complessivo. In un
cristallo ionico P%¥' conterra‘’ un contributo elettronico P dovuto alla
polarizzazione elettronica deagli ioni e un contributo vibrazionale P dovuto
agli spostamenti relativi degli ioni:

1 1

(5.1.2) P =P +P =--- (1 ----)D
4T 3

. o . . " .
I1 termine P non ci interessa qui, perche’ di esso si puo’ tenere

conto includendolo nel potenziale cristallino medio che q?scrive
1'interazione fra 1l’elettrone e il reticolo rigido. Notiamo che a P ealb

[1] Per questo capitolo si vedano ad esempio le seguenti referenze:

1. H. Frohlich, in "Polarons and Excitons" pag. 1, edito da C. G.
Kuper e G. D. Whitfield, Plenum Press, New York,1962

2. J. Appel, Solid State Physics, 21(1968)193.
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corrispondono due anomalie dielettriche in regioni completamente separate
dello spettro (tipicamente nell’infrarosso per P e nel visibile o
nell’ultravioletto per P% );: in un range di frequenze intermedio si potra’
supporre P = 0 e dalla (2) otteniamo

@ 1 1
(5.1.3) P =--——(1----)D
4T £

dove si e’ indicato con ¢&e» il valore della costante dielettrica (associata
alla sola polarizzazione elettronica), che in tale range di frequenza puo’
con buona approssimazione ritenersi costante ed uguale al suo valore
statico.

Sottraendo la (3) (scritta per w ---> 0) dalla (2) otteniamo

1
(5.1.4) P=---D

A 3

dove la guantita’ ¢* definita dalla relazione
(5.1.5) G

giuoca il ruolo di costante dielettrica efficace, associata alla sola
polarizzazione vibrazionale. Cerchiamo ora di determinare il parametro che
descrive l‘accoppiamento tra l‘elettrone e i modi normali associati alla
polarizzazione del reticolo (fononi ottici). Se l’elettrone viene descritto
come un pacchetto d‘onde di estensione

(56.1.6) AX ~ Q
1’indeterminazione nella velocita’ dell’elettrone sara’ data da

1 A
(5.1.7) AV = - ap ~ -——-
m mé

Potremo pertanto definire un tempo carateristico elettronico

1

4 m

(5.1.8) t, ~ -~ -
o v 44

che dovra' venire confrontato col tempo caratteristico delle vibrazioni
reticolari

1

(5.1.9) T ~ ---
wo

dove W, e’ la frequenza di tali vibrazioni. Confrontando i due tempi
caratteristici t,, e T possono presentarsi due differenti situazioni:

a) tea (¢ T.

In guesto caso gli ioni del reticolo durante il loro moto vedono solo 1la
media temporale della distribuzione di carica corrispondente al pacchetto
d’'onde elettronico. Tale media temporale equivale a una distribuzione di
carica statica, che determina wuna polarizzazione statica del reticolo.
Siamo quindi ricondotti al problema di una distribuzione di carica di
estensione ¢ immersa in un mezzo dielettrico di costante dielettrica e”,
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la cui energia potenziale vale approssimativamente

z
e

(5.1.10) u ~ - =3
£74

L'energia cinetica dell’elettrone sara’ di ordine

(5.1.11) K ~ ——-

e la sua energia totale vale percio’ approssimativamente

1 2

4 e

(5.1.12) E=K+0U ~ ——— - ----
2m € £*e

Minimizzando la (12) rispetto a £ si trova subito
*

(5.1.13) P = P = & a
t 2
e e

2 £, 2 ¢ta

~

(5.1.14) E

dove a°=he1/m e’ il raggio di Bohr.

glv-u

Ricordiamo che i risultati appena ottenuti valgono solo per t,,<< ---
dalla (13), (14) otteniamo

‘h ‘h
e it
m €.t me¢a,
(5.1.15)
2
t — £ m e"' me a,
4 - 0 T =TT
ov A ol
La condizione di validita’ per le (13), (14) e’ pertanto
L4
m €, 1
(5.1.16) e 7 —o— (K ==
“h Wo
cioe’ anche
1
(5.1.17) 2 o >> 1

ove si e’ introdotto il parametro adimensionale

(5.1.18) a =

che fornisce una misura dell’intensita’ dell’accoppiamento fra 1’elettrone
e 1la polarizzazione del reticolo. La costante ® riveste un ruolo centrale
in tutta la teoria del polarone:; notare che la (14) e’ anche

(5.1.19) E = - d A w,

Tutti i risultati appena ottenuti, e in particolare la (19), valgono dungque
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nel limite x >>1.

b) o2 T,
Qui 1‘approssimazione statica utilizzata nel caso precedente non sara’ piu’
valida. Infatti ora gli ioni hanno il tempo di seguire il moto

dell’elettrone, che risultera’ dinamicamente correlato al moto degli ioni.
In prima approssimazione potremo ancora supporre che l‘energia di legame
dell‘elettrone sia della forma (14)

(5.1.20) E 2 — comeee

dove pero’ e»;non e’ piu‘’ determinato dalla condizione di minimizzazione
della (12), ma puo’ venire stimato assumendo che il moto elettronico e il
moto ionico, essendo dinamicamente correlati, abbiano scale di tempi
confrontabili. Avremo percio’

(5.1.21) t T - =T

e questo, insieme al principio di indeterminazione A :‘ﬁj(nr&@), porta a

j ol
(5.1.22) ld. z -———
- mw,

Sostituendo la (22) nella (20) otteniamo, nel limite « 1,

-~

(5.1.23) E~ B t, —o=
V2

Le nostre valutazioni approssimate ci portano dunque a prevedere per
l‘’energia di legame una dipendenza lineare da ¢« [Ceq. (23)1 nel regime di
accoppiamento & ¢ 1, e una dipendenza quadratica da « Ceq.(19)1 nel
regime di accoppiamento forte & >>1. Come si vedra’ nel seguito questa
conclusione risulta confermata dai risultati di calcoli molto piu’
dettagliati e precisi.

5.2 DERIVAZIONE DELL‘'HAMILTONIANA.

Approssimeremo il reticolo cristallino in cui si muove 1‘elettrone
come un dielettrico continuo e isotropo. Tale schematizzazione sara’
consentita purche’ la dimensione { del polarone introdotta nel paragrafo
5.1 sia grande rispetto al passo reticolare (limite del "large polaron").

Come gia’ sappiamo il campo elettrico dell‘elettrone determina una
polarizzazione P(r) nel mezzo; decomporremo il vettore P in una parte
longitudinale ed in una parte trasversale:

[
(5.2.1) P =P |+ Ph

che soddisfano rispettivamente alle condizioni V>$Pe”a= 0 e V‘P*t = 0;
la decomposizione (1) e’ notoriamente unica [2]. Come si vedra’ tra breve
la parte trasversale di P non interviene nel termine di interazione con la
carica elettronica, e potremo gquindi d‘ora in poi trascurare di
considerarla.



- 4] -

L’'energia intrinsecamente associata alla parte longitudinale della
polarizzazione del mezzo in condizioni statiche ed in approssimazione
armonica puo’ essere scritta nella forma L[3]

¥ by 2
(5.2.2) Ug=--- (P ) dr
2

ove Y e' una costante che verra’ determinata nel sequito. In condizioni
dinamiche dovremo sommare alla (2) un termine di energia cinetica associato
al moto degli ioni

Y ° P)ua *
(5.2.3) K= -——- (P ) dr

2 w}

dove wo deve essere identificata con la frequenza delle vibrazioni ottiche
longitudinali del reticolo (di cui trascuriamo la dispersione).

La densita’ di energia di interazione fra la polarizzazione P(r) nel
punto r e la carica elettronica -e situata in r, sara‘’ data da

(5.2.4) v(r)=-e P(r) V“(l/lr—rql) = -P(r):D(r)
dove
(5.2.5) D(r)= -el-V (1/|r-r,|)]

e’ il vettore spostamento elettrico prodotto dall’elettrone in r. L’'energia
di interazione complessiva vale quindi

(5.2.6) v =-[dr P-D= -e [dr P(r)*V [1/]r-r,|] =
- -e [ [dr -(P/|r-ry1)- [dr 1/|r-r,| ( 9-P)3

Il primo termine a secondo membro della (6) e’ 1'integrale della divergenza
di una quantita‘’ che si annulla all’ infinito piu’ rapidamente di 1/r ed e’
percio’ nullo. Otteniamo quindi

(5.2.7) v=ejdr 1/ |e- (V+P)

le
Dalla (7) segue subito che solo la parte longitudinale di P interviene in
V, come gia’' avevamo anticipato. Dalle equazioni (2),(3) e (4) segue che la
Lagrangiana del sistema e’ data da

Y o 2 1_ 1
(5.2.8) L= Idr £ = - dr (P - w,P )+ fdr P-D

2w
dove si e’ posto, per brevita’, P=Pe"3 , notazione che continueremo ad
utilizzare anche nel seguito. Dalla (8) si ottengono le equazioni di
Lagranage

C2]1 Vedi ad es. P. M. Morse e H. Feshbach, "Methods of Theoretical Physics"
McGraw-Hill (1953) cap. I.

£31 H. Frohlich, in "Polarons and Excitons", (edito da C. G. Kuper e G. D.
Withfield) pag. 1, Plenum Press, New York 1962. Vedi anche H. Frohlich,
Adv. in Phvs. 3(1954)325.
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(5.2.9) P+ vyP-=D
2w,

D’altra parte in condizioni statiche sappiamo che deve risultare (vedi
eq. (5.1.4))

(5.2.10) P=-—- D

Confrontando la (10) con la (9) scritta per il caso statico concludiamo che
(5.2.11) Y = 4me*

11 momento coniugato a P(r) sara’

§L . .
(5.2.123 W(r)= ---;--- = --=  P(r) = mP(r)
$ P(r) Wyt /
dove si e’ posto
1't 4T
(5.2.13) S = a = 153

L.’ Hamiltoniana totale del sistema. includendo anche il termine di energia
cinetica dell’ elettrone p&/Zm sara’' percio’ data da

(3
Pee
(5.2.14) H=--—+ j-dr(TT-P -8 =
2 mnm
p‘!
Ml /A . 2 2 2
= _— - fdr (P +WP )- Idr P'D = H_+ H_
2 m 2

Ricordando che Vx P=0 potremo scrivere
(5.2.15) 4TP =9 ¢

da cui seque che

e
(5.2.16) Ho= - [ar D = - -=- [ar(@¢ )V (1/|rr, 1) =
4T
€ -2
= - lar 9 V1 rmrgl)=(-e) flry )
4T
k3
dove si e’ usato il risultato V (l/|r—rul)=—4T13(r—r°e). Per quantizzare

o~ -~
1'hamiltoniana (14) procederemo nel modo usuale: poiche’ P(r) e W (r) sono
variabili canonicamente coniugate soddisferanno le regole di commutazione

A

A
(5.2.17) CP, (r), T (r')3 = A% § (r-r’)

Le (17) possono venire realizzate ponendo



(5.2.18)

A

A
dove gli operatori b. b

Sviluppiamo ora Pl(r),
contengono solo la parte

N
P(r) =

(5.2.19)

- {

M (r) = —=—-
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» A4
Cb(r) + b (r)1

A Ar
Cb(r) - b (r)1

§pddisfano alle regole di commutazione bosoniche.

T(r) in serie di Fourier, ricordando che essi
longitudinale:
A 9 iqr
2 P --—- e
T Vial
- q igr
M - e
9 fal

A Ax
per gli operatori b(r) e b (r) si ottiene:

A A
P1 = (bq + b1 )
(5.2.20)
Ca /\+
iTr, = (b, - b, )
i 9 q
2
A A5
dove gli operatori b ., b1 soddisfano 1le wusuali regole di commutazione
bosoniche. '
Dalle equazioni (19)., (20) segue che
~ ~ q A iqr A+ —iqr
(5.2.21) P(r) 2. --- (b e +b e )|
9 lal
Ricordando poi la definizione (15) di ‘P otteniamo
A 1 A lqr Ag _iqr
(5.2.22)  P(r) = --- th,e -be 13
1
tal
Sostituendo le equazioni (21) e (22) nell ‘espressione (14)
dell 'hamiltoniana si trova
~2
~ p AT A
H = --- + Aw, ¥ [b1 b1+ 1/21
? 2 m 1
(5.2.23)
A — 1 A iqr Ay —iQr
H, = (-471) VAR — [b, e - b, e ]
T 1 ]
1 19l

Ponendo
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1
(5.2.24) V= 47i -—-
tql
l1'espressione per Hy e’
~ — A -iqr
(5.2.25) Ho= 2 [V be + h. c.]
1

Ricordando 1'espressione (5.1.18) per la costante di accoppiamento « e 1la
definizione (13) di a si ottiene che l’espressione (24) per V, e’ anche

q,
(5.2.26) v, 8
fql
dove
-1
(5.2.27) = V2 £ 4

5.3 APPROCCIO PERTURBATIVO [43

Riscriviamo 1’'espressione per 1l’hamiltoniana derivata nel paragrafo 2:
A2 R
~ p Ng A —_— A4 _lqr
H=---+%hw, 2 b b + 2 L[V b e + h.c.1 =
2 m 1 1o i 1

(5.3.1) ~
= H_+H

Nella (1) si e’ posto per semplicita’ ree= r e si e’ tralasciato il termine
costante, ma nominalmente divergente [51, = ( %w, /2). Gli autostati di
H sono prodotti diretti di autostati |p> che descrivono 1l’elettrone a
impulso definito e di autostati Iny> del termine vibrazionale,
caratterizzati da un set di numeri di occupazione n4. per ciascun modo
normale di vettore d‘onda g. Indicheremo questi stati imperturbati come

lp-ny>:

T (bt)!
(5.3.2) lp.n,> = || —z=== lp.0>
! 1 \‘n1!
dove
1 ipr/h
{e|p> = = €
Vv
e dove |0)> rappresenta il ‘"vuoto vibrazionale", cioce’ 1lo stato con

C41 D. Pines, in "Polarons and excitons", op. cit. pag. 33. Vedi anche J.
Appel, Solid State Phvs.21(1968)193 e referenze ivi citate.

[5]1 La presenza di questo termine formalmente divergente e’ dovuta all’aver
approssimato il reticolo come un continuo dielettrico.
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occupazione nulla per ogni modo normale. Come si verifica facilmente
l'hamiltoniana H commuta con 1'impulso totale

N

(5.3.3) P-p+%h L qn,
k|

A
Gli autostati di H saranno pertanto caratterizzati da un valore ben
definito dell’impulso totale, e saranno percio’ della forma

(5.3.4) + > = 2 CtrCnd |p.n>
e Il SR

con

(5.3.5) p=P-4A %ﬁ q n,

Converra’ pertanto classificare anche gli stati imperturbati (2) in base al
loro impulso totale P: scriveremo pertanto

(5.3.6) |<f>P n > = |P —1’112 qn 0>

L’'energia imperturbata del generico stato (6) vale
() 1 — 2 -

(5.3.7) E, =-——-(P-Hh 2 gn ) + 2 HAwn
lIV!‘ 2 m L] 1 1 ° 1

Le energie (7) possono essere, per P fissato, largamente degeneri; tuttavia
per E® ¢hw, (il che implica <che tutti gli n, sono nulli, e inoltre
[P < ‘hq,=(2mw:h)"z ) vi e’ un solo valore di E per ogni valore di P (vedi
fiqura)

LY

)

Limitandoci a considerare gli stati con E ¢ ‘hw, potremo pertanto
applicare la teoria delle perturbazioni ordinaria. Lo stato imperturbato
sara’' del tipo (6) con |P|¢h g, e n1=0:

(5.3.8) | ch > = |P,O>
Scrivendo

I«fp>=|¢P>+|+P‘">+....

(5.3.9)
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(2) (1)
EP —EI‘> + A E|° + ...

con le formule perturbative standard si ottiene

Pl
. _ (P-fig,n,=1|H,|P,0>
! *? > T - 2 mmmmmm e {P-hq,n, =1>

(5.3.10)
= - 2 ST e T s |P~hq,n1=l>
{ N g'/2m + hew, - K Pg/m
v,
(5.3.11) QE® = - & oo
f 4 f1*q?/2m + iw, - B Pqg/m
A"
Dalla (11),trasformando 1la somma in un integrale (g'———> “emi qu)
ricordando la (5.2.24) si ottiene, dopo semplici passaggi:
oo 1 1
(2) ol
(5.3.12) 8E,= (- fiw,) == [dx [d(cose ) ——-c-mmooiomommooooo
R ° -1 1+x%-2x|P| cos ® / (hq, )

Sviluppando in serie fino al second’ordine in |P|/{(hg,) la (12) fornisce

) ? £5 2
ty ol 2 8 P X
AE= (<he,) ——{ [dx - U fdx --------- +
P T 2 2 2, 3
- 1l +x 3(Hqg,) 5 (1 + x7)

(5.3.13)

4
+ 0 (P /(hg,)")

Usando le formule di ricorrenza

dx 2n-3

In = J ————————— = —_——— I"_‘
(1 + x )" 2n-2
I,= T/2

si ottiene facilmente dalla (13)
() 2 v 2 3 2
(5.3.14) o E,= “h w,o2[14+P /(6 A a,) + O(P /(hg,) )1
)

Ricordando che ﬁ1q:/2m =h «, dalla (14) otteniamo

(2) 4 (2 2 a
(5.3.15) E =P /Z2m + AEF= - hAw, +P /2m (1- «/6) +0(P )
P
cioe’ anche
(v 2 * 4
(5.3.16) EP = -ahw, + P /2m + O(P )

con

(5.3.17) m =m/(l-e/6)
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Calcoliamo ora il numero medio di modi vibrazionali (fononi ottici)
occupati nello stato con P=0:

)y At A )
N> = <7 1 Z by by | Fpee

(5.3.18) 2

4 (R g /2m +Fo )

Dalla (18) si ottiene, dopo semplici passaggi,

2 1 o
(5.3.19) (N> = -=- J dx —-——-——-—- -
T

L‘equazione (17) fornisce la massa efficace del polarone ottenuta col
metodo perturbativo; si noti che per « >6 1l'approccio perturbativo
evidentemente diviene privo di senso. L’‘’equazione (19) d’altronde fornisce
un significato semplice per la costante o , legandola direttamente al
numero medio di fononi virtuali contenuti nella nube di polarizzazione che
l‘elettrone trascina con se’ nel suo moto. Notiamo tuttavia che per «> 2
il risultato (19) non e’ piu’ affidabile in quanto esso porta ad wuna
inconsistenza: mentre lo stato | > contiene stati con al piu’ un fonone
presente, la (19) prevede (N> > 1 per &) 2%,

Dai due risultati (17) e (19) seqgue percio’ che per & > 2 1la teoria
perturbativa e’ altamente questionabile, e per X > 6 e’ completamente priva
di senso. E’ noto [6] che per la maggior parte dei cristalli ionici si ha

“ ~ 5+ 6, e la teoria perturbativa non e’ percio’ applicabile.

CAPITOLO 6

IL POLARONE - TECNICHE NON PERTURBATIVE

6.1 METODO DELLE TRASFORMAZIONI CANONICHE

Come si e’ visto nel paragrafo 5.3 la teoria delle perturbazioni non
e sufficiente per descrivere il polarone nella regione fisicamente
rilevante o ~ 5. Un metodo che si rivela piu’ adeguato a tale scopo e’
guello sviluppato da Lee, Low e Pines [11, in cui si opera una appropriata
trasformazione canonica che consente successivamente di utilizzare
l’approccio variazionale in una forma particolarmente flessibile.

’

Ripartiamo dall’'hamiltoniana (5.3.1). Gli autostati di H soddisfano
all’equazione

(6.1.1) H 14>=E 1>

[6]1 Si veda per esempio C. Kittel, "Quantum Theory of Solids", pag. 140.

L11 T. D. Lee, F. Low e D. Pines, Phvs. Rev. 90(1953)297.
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Operiamo la trasformazione L[2]

1§> = expi83 | ¢

(6.1.2) ~ A~
~ S . -S
H = e He
da cul naturalmente seque subito
(6.1.3) Hi{> =E |¥>
E’ conveniente scegliere per S l'espressione
A At A
(6.1.4) s =i b, b, (qr)
?
Usando la formula
A »N
5] P -5 A A A A A A
(6.1.5) e Ae = A + [S,A] + 1/2 C[S,CS,A0] + ...

A+

Y
si ottengono i trasformati degli operatori ﬁ. b, eb

A .- Si trova:

P =p-‘r’1§qﬁ,

(6.1.6) '131 = b, expi-iqr}
~e ot .
b1 = b1 expiiqrl

Si noti che dalla prima equazione delle (6) segue_ che il trasformato
dell’'impulso totale P dato_ dalle (5.3.3) vale P = p. Osservando che
l'hamiltoniana trasformata H avra’ ovviamente la stessa dipendenza
funzionale da p, 5 e B che H aveva da B, b e %, ricordando
1l'espressione (5.3.1) per H e usando la (6) si trova subito:

1 ~ 2

(6.1.7)

At

+Hhw,Zb. b + Z (V. b +h.c.)
9 1 1 1

Notiamo che H non dipende piu’ dalla coordinata elettronica r, e uindi
commuta con p. Questo non ci stupisce, in quanto p = P, e inoltre P deve
essere una costante del moto per H.

Dato che p commuta con H, puo’ essere trattato come un numero
complesso nella (7); dato che inoltre p ha il significato di impulso totale
del trasformato dello stato |‘+p> in cui 1’impulso totale vale P, potremo
d’ora in avanti identificare nella (7) P con p.

lard

Tratteremo ora H variazionalmente, prendendo come stato di prova |¢>
un prodotto di stati coerenti per ogni modo q; scriveremo cioe’
A

(6.1.8) |47> = exp{U} |0
con

PN A+ % A
(6.1.9) U= 2 (z, b, +z, b, )

q 1 1 71

[2] Omettiamo il simbolo ~ sugli operatori tildati (%) per ovvie ragioni
arafiche.
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Notare che expf{U}
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e’ unitario, e quindi |+ > risulta automaticamente
normalizzato.
Usando la nota formula
A AN P ~ A A
{A+B) A B -CA,B1/2
e = e e e
valida nel caso che il commutatore [ﬁ,ﬁj sia un numero complesso, dalle
(8), (9) otteniamo
-z 2 Z, b
(6.1.10) 1> = TJ e V! T
Dalla (10) si ottiene inoltre facilmente che
2 Yy
-lz | /2 (z,)
(6.1.11) (1> = 1T {e ! -t
1 1 (n, )Y
La (11) mostra che i parametri variazionali =z, sono 1legati in maniera
semplice alla probabilita’ di wuna determinata occupazione n per il
generico modo normale q A
-1z | (lz |2) !
(6.1.12) Pn) = e 1 ——oeee-
1 n,!
1
fornita dalla distribuzione di Poisson (12).
Dall’equazione (8) otteniamo
- -u ., U A
(6.1.13) <tk|H|+ > = (0]e He 0> = <0|YI0
ove si e’ posto
A Pl
A -U . U
(6.1.14) N =e He
Ax
Usando ancora la (5) possiamo ottenere i trasformati di b ’ b1 secondo la
trasformazione (14); si tr
—U N U ~
e b‘ e = b1
(6.1.15) A N
-U At Y AT
e bq e = b1

La nuova hamiltoniana

A 1
W =
2 m
(6.1.16) +h w,
— A+
+ 2 (V. b
9 1

Notiamo ora che per poter
(13), wvalutare il valore

ova subito

A A
- CU,b, 3

= b + 2z
1 1 1
TR A+ x
- C0,by] = b_+ z
1 1
sara’ data percio’ da

2

--- [P -4 %. q (b + z )(b + 2z, )1

At
% (b, + z )(b +z)
*
+h.c.) + 2 (V_z, +h.c.)
1 11

valutare < ¢ lHlt? > ci basta, in accordo con la
di aspettazione di ¥ sul vuoto dei B : otteniamo
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cosi’
(A t 2
P g h 2
E =---+ & [Bw, + -—— - - Pql |z, |
2 m 1 2Zm m L
(6.1.17) .
gt | 2 35 x*
+ —— (2 alz, | ) + 2 V, (z -z )
2 m 1 9 1 ] 1 1

Semplifichiamo 1’espressione precedente mettendoci nel caso P = 0:

2 2
- A g
E =2 [Mhew, + -—— 1 |z.|°
p=e 9 2 m 1
(6.1.18) .
+ﬁ(Z 1z 1) + Z v (z )
- q |z zZ_ - Z
2m 1 1 SRR 3

. s - * . . .
I parametri variazionali z,, 2z, saranno ora determinati dalla condizione
che 1l’energia media (18) sia minima:

9 E 3E
(6.1.19) -——— = -—= =0
»
ézﬁ 321

da cui si ottiene

(6.1.20) Z, = oo —ooooooooo—ooooo
A (w,+Hh g?/2m) + ¢h"/m) q.%q' 2, |

Per motivi di simmetria ci aspettiamo che z, dipenda solo dal modulo di gq.
Sara’ percio’

e la (20) si riduce a

(6.1.21) Z = memmmmmm e

(6.1.22) E) = e -
I” == fow, +4°q%/(2m)

¢
La (22) coincide con l'espressione (5.3.11) per E ” nel caso P=0, che si
era trovata valere - «hw, ; otteniamo cosi’

(6.1.23) E = - odh wy

"=e

cioe’ lo stesso risultato del calcolo perturbativo. Calcoliamo ora il
numero medio di fononi presenti nello stato variazionale | >; sara’

At A A At A A
(N> = <¢|§ bb |¢> = 2? (0]exp{-U} b b, exp{U}|0> =
-— Nt * N
(6.1.24) = 21 01 (b, + z,)(b, + z,)]0>

= Zlz_|°®
1 b
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Sostituendo la (21) nella (24) otteniamo

(6.1.25) (NY = 2 —mmmmmmmmmm e -
«n [FE w,+ H°q%*(2m)1] 2

in guanto la somma e’ la stessa che compariva nella (5.3.18) e che era
stata valutata nella (5.3.19). Anche per quel che riguarda il numero medio
di fononi il presente metodo variazionale fornisce dunque lo stesso
risultato (N> = «/2 della teoria perturbativa; notiamo tuttavia che qui
tale risultato appare molto piu’ affidabile anche per &>2 poiche’ lo stato
variazionale (10), a differenza di quello perturbativo, e’ una combinazione
di stati con un numero qualsiasi d4i fononi.

Torniamo ora all‘espressione (17) per E con P f 0; minimizzando E

rispetto a z;, z1 si ottiene

(6.1.26) Z  E mmmmmm e mm e
V' Ao, +A°q*/(2m) - B Pq [1-41/m

dove, seguendo Pines [31, si e’ posto
i

(6.1.27) A ‘% qlz | = 1P

Si noti che per motivi di simmetria il parametro M definito dalla (27)
dev'essere funzione del solo modulo di P. Sostituendo la (26) nel primo
menbro della (27) otteniamo wuna equazione self-consistente per m~ che
risolta all’ordine piu’ basso in |P| fornisce

]
(6.1.28) n'[(P) = - + 0(P )
Inserendo la (26) nella (17) si ottiene, tenuto conto della (28):

(6.1.29) E = -ohw, + ———ceeem —  + 0P
1+&/6 2m

che riscritto in termini di massa efficace diviene
2

P

(6.1.30) E =-2hw, + -——  + 0(P )
2 m*

con la massa efficace definita da

(6.1.31) m=m (1L + % /6)

La (31) per « <<l riproduce il risultato perturbativo (5.3.17), mentre per
o >1 fornisce un’‘espressione per la massa efficace che cresce molto piu’
lentamente con «& , e non presenta piu’ la catastrofe ad <« =6.

6.2 METODO DEGLI INTEGRALI DI FEYNMAN

Nel paragrafo 5.3 cosi’ come nel paragrafo 6.1 abbiamo sviluppato
tecniche per studiare 1'hamiltoniana di interazione tra un singolo
elettrone e i fononi ottici longitudinali di un cristallo ionico. Entrambe

C31 D. Pines, in "Polarons and Excitons", op. cit. pag.33.
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le approssimazioni pero’ non lavorano uniformemente su tutto il range di
variabilita’ della costante di accoppiamento «x . Esse infatti, per come
sono state ricavate, risultano strettamente consistenti solo per piccoli
valori di « . Ad esempio nel caso perturbativo &« non puo’ assolutamente
essere X>6 (per & =6 divergerebbe la massa efficace). Ci proponiamo quindi,
in questo paragrafo, di determinare un 1limite superiore al 1livello
energetico fondamentale del polarone valido per tutto il range di «.
Utilizzeremo per questo il metodo variazionale proposto da Feynman [4] e
sviluppato con il linguaggio dell’integrazione funzionale.

L’hamiltoniana che descrive il sistema sara’ dunque (vedi (5.3.1)):

N1
A P < Ap A = iqr . x ~lar ..
(6.2.1) H=---4+ 2 & b b + Z [V, e b+ V, e b 1
2 m 4 1 74 1 1 t N 1

Determiniamo, per ora, l’interazione efficace a cui e’ soggetto l’elettrone
una volta eliminati i gradi di liberta’ bosonici. Data l‘hamiltoniana (1)
esprimiamo la funzione di partizione totale Z come un integrale funzionale:

S:l —_— * S:\\ th“
(6.2.2) Z = ‘gDr e w Db1Db‘k e e
con

p L
(6.2.3a) S, = - | dT mf/2

azione 1libera dell’'elettrone espressa tramite il campo reale r(vc)
associato all’'operatore di posizione elettronico,

o

_ ZJP ® ° *
(6.2.3b) Sen = - : adft[b1 b1 + @, b, b’]

. . . . . * . . .
azione libera degli oscillatori con b, (b,) varlab;}i complesse associate

- . F . - . - . N
agli operatori di creazione (distruzione) bosonici b, (b1) e

3 —Zj"ﬁc[*b J. b, 1
(6.2.3c) S.,_'r == £ ) d J. . +J, b1
parte 1interagente dell’'azione. Si vricordi che 1’integrale funzionale
definito nella (2) e’ fatto con opportune condizioni al contorno sui campi,
e precisamente

r(0) = r(p)
b (0) =b (p)
* *

b (0) =b (f)

Per confronto con la (1) J: e Jﬁ nella (3c) sono definite come

* iqgr
J, =V, _ e
(6.2.3d) i !
¢ ~igr
J =V, e
1 1

Ricordando 1'espressione funzionale della funzione di partizione 2
associata ai fononi liberi riscriviamo la (2) nel seguente modo:

C41 R. Feynman, Phys. Rev. 97(1955)660.
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Swe S
Z Ser jTrDb Db, e e
ot S Dr e Bt
Zrl‘ T(- * S"L
Db. Db e
(6.2.4) 1
o
S;e '3
= |Dr e Zr [J1,J1]
con Zr [J:.J1] ovviamente definito come
S;L Su—‘
. [T opfon, e e
(6.2.5) Z . CLJ ,.0]1 = e
r 1 1 jﬁ— SO‘.
* [
\ Db1Db1 e

Osserviamo che la quantita’ espressa nella (5) ha la tipica forma di un
funzionale generatore dipendente dalle "sorgenti esterne" J; e J1 con le

corrette condizioni al contorno: infatti
*
Zr [Jﬁ—Jq=O] = 1

Calcoliamo ora la (5). Il metodo che sceglieremo sara’ un semplice
completamento di gquadrati. Operiamo il sequente cambiamento di variabili:

b = b‘+ *
a T Dy 2y
b1 = b1+ z,

* . . . . - .

z, e z, sono anch’'esse funzioni periodiche in [0, ] e vanno scelte in modo
Egle che 1'esponente dell’integrando in (5) non contenga termini lineari in
b1 e 51. Cio’ equivale a imporre le sequenti 2 equazioni:

’3 —
(?T +w,) z, = J

(6.2.6)

Utilizzando la (6) per l1’azione espressa al numeratore della (5) otteniamo:

A
2 -~ ) — *
-2 o _ T =
Se *+ S 1 f;{b1 (- +w) § -3 z, 147
(6.2.7) Ll o
= T
s’ Cb, b, 1 + %Id It oz,

da cuil sostituendo nellla (5) avremo
n
% _ *
(6.2.8) z 035,31 = expl {[d'tJ‘i z, 3

Per ottenere ora una forma esplicita di z,(T ) in (8) introduciamo la
funzione di Green G(T¥ -T') che risolve 1l'equazione differenziale

) . ,
(6.2.9a) (37 +Wo) G(T-T) = - §(Tt -T")
con la condizione di periodicita’
G(T €0) = G(T-+ﬁ )

In guesto modo esprimiamo z1('t) come

F )
(6.2.9b) z1<~c)=—fd"c' Glr-T) I, (T")



_54_

e guindi la (8) risulta essere: .
n

+ _ _ ' * _ ] t
(6.2.10) 2,03.3,1 = expf %{dt[d't SMEBNIE IR NESE!

Date le condizioni al contorno di G(T ) espresse nella (9a) possiamo
rappresentare la funzione di Green tramite la sua serie di Fourier nel
sequente modo:

L
G(T) = —(3— 2 expi-iw, T} G(w,)

"
con

W, = (2nmr R

Dall’equazione (9a) e’ immediato ora verificare che 1la G(w,) risolve
l1'equazione algebrica:

Glew, ) (miw,+w ) = -1
per cui
-1 wn('t_?)
' 1 e e
(6.2.11) G(T -T) = --—- Q.  mmmmm— e
P " iwv\._ W

La somma definita nella (11) e’ facilmente calcolabile con 1l metodo di
Poisson e fornisce

- w, (T -
- e N(w,) T
(6.2.12)
G(T -2') =
- w,(T -7
- e C1+N(w,)] Tyt

dove N(w ) e’ la distribuzione di Bose

N(w) = 1/(exp{pt\> 3-1)
Volendo trattare il limite asintotico di R# grande possiamo con buona
approssimazione supporre N(®,)~0. In questo 1limite sostituiamo la (12)

nella (10) calcolando gia’ la somma su g; otteniamo cosi’ 1la seguente
espressione per Zr[J;.Jq]:

3/2 p Tl T T
" o o, e
(6.2.13) g[%,%] = ——-=Z- fdtjdt' ______________
2¥{2m 9 5 e (T) - r{(T')|
Nel sequito, per semplicita’ di calcolo, considereremo %J. = e m=1., A

guesto punto siamo in grado, confrontando la (13) con la (4) di esprimere
la funzione di partizione totale del sistema. Si ricava infatti:

B
7 = Zrt ‘fDr exp{—{ d< 51/2}

(6.2.14)

p

« " e
exp{————-de [d't’ ———————————— 3
2V24 e (T)-r(T') |

Notiamo dall‘espressione (14) che avere integrato i gradi di 1liberta’
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bosonici introduce wun’interazione con memoria (non locale nel tempo) per
l’elettrone. Intuitivamente 1'interazione dei fononi con 1‘’elettrone fa si’
che esista una interazione efficace ritardata tra le diverse posizioni
assunte dall’'elettrone. Nostro scopo sara’ ora quello di determinare un
limite superiore al 1livello energetico fondamentale del polarone. Per
questo nel sequito non considereremo l1l'intera funzione di partizione Z, ma
piu’ semplicemente un particolare elemento di matrice p (r,r’) definito da

A
(6.2.15) Plr.r'y = Z <r'.n|exp{—/i H}|r,n>
dove |n> = |n1,n2,....n ...»> €' un generico stato a numero definito di
fononi. 1

Ripercorrendo quanto sviluppato per Z abbiamo che @(r,r’) puo’ essere
espressa come

(6.2.16) Plr.r') = z‘: fDr exp{S}
No):r'
T{P)-’f
con
B _|‘t - Tll
P o P .
(6.2.17) S = - [d7T £ /2 + —-== Jd'td"(' ____________
2 2V27% ° fr(e)-r(T")|

Osserviamo che 1‘equazione (16) puo’ essere riscrita nel segquente modo:

. s-5
(6.2.18) Plr.r’) =25 < > [ Dr expts,3

yiszr'
v-(‘u-r

con S] generica azione ed intendendo la media nella (18) come definita da

3]

Se teniamo conto che per una generica quantita’ F risulta [5]
(expiFl}> > expi<(F>}

otteniamo per ¢ (r,r’') la sequente diseguaglianza:

~ ° <S—Si> Si
(6.2.19) flr,r’) > ¢ (r,.r') = Zbk e jDr e
Consideriamo ora il limite di P -—-> ; dalla (15) otteniamo che

(6.2.20a) $ (r.r’) ---> A expl{- ffE,3

A
E_ essendo il livello fondamentale dell’'hamiltoniana H, mentre dalla (19)

ricaviamo che

~

(6.2.20b) f (r.r') ---> B exp{-3E,} exp{RE"'}

dove E, corrisponde al livello energetico fondamentale relativo all’azione
S, ed E' e’ una quantita’ definita in modo tale che:

£51 T. D. Schultz, "“Polarons and Excitons"“, op. cit. paa. 71.



- 56 -

(6.2.21) (§-54> ---> B E’

Confrontando la (20a) con la (20b) e tenendo presente 1la diseguaglianza
(19) troviamo

(6.2.22) E, ¢E-= Ei -E’

cioe’ E e’ il limite superiore al livello energetico cercato E,. Fino ad
ora non abbiamo definito esplicitamente 1‘azione di prova S,. Come
osservato da Fevnman differenti scelte di S; forniscono diversi valori per
l'’energia E corrispondenti ai wvari metodi con 1 quali viene trattata
l'hamiltoniana del polarone. Ad esempio scegliendo S, come azione di

particella libera, cioe’

p
s, =- [ ax £%2
2
otteniamo E = - « ; in questo modo riotteniamo il risultato perturbativo

come pure il risultato del metodo variazionale esposto nel precedente
paragrafo. Nel seguito [6]1 adotteremo un'’azione Si qguadratica e non 1locale
nel tempo, e precisamente

i

p0 2 —W|T-T
- cs2 farfat © trev)-r(v)1 e
9 9
dove ¢ e w sono parametri variazionali da determinare in modo da
minimizzare 1'energia E. Data la (23) siamo ora in grado di esprimere E’
definito dalla (21). Infatti

¢
s, = -fdv £?/2
(6.2.23) ?

(6.2.24) E' = (5-S,>/p = A + B
dove
A f f 1

(6.2.24a) A= ———=—- J dtjdt I G i >

2V 2 ° ? fr(r)-r(r’)|

c ¢ 2
(6.2.24b) B = --- f drfdt’ (Cr(T)-r(T’')1 >

2p ) 9

Consideriamo la seguente trasformata di Fourier, di ovvio interesse data
l’'espressione (24a):

ik(r(t)-r(s))

I 1 (e >
(6.2.25) (-=—===—=—--- >y = ——- .Sdk _______________
lr(t)-r(s)| 2T?

Per determinare questa quantita’ occorre calcolare la media

ik(r(t)-r(s))
I = (e > =

(6.2.26)

ik(r(t)-r(s)) S, S
J.Dr e e jDr e

C61 R. Fevnman, Phys. Rev 97(1955)660
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dove e’ possibile esprimere g come:
- p 6
5=-fax fY2+ [aT £ o)
(6.2.27) 2 2
p B -w| T -T"'|
- c/2 d'cfd*c' Cr(t)-r(T')1 e
(] °
con

f(r) =i kLCS(T-t) -§(x-5)1

Daremo ora una traccia per la determinazione di I come definito dalla
(26). L'integrale funzionale della (26) e’ separabile nelle componenti
cartesiane x, v e z di r. Dunque bastera’ calcolare

!DX exp{SCx13}
(6.2.28) I 2 e
J px expis, [x13

con le condizioni al contorno
x(0)=x"'
x(p)=x

Per 1l'arbitrarieta’ dei valori che x( ) assume in 0 e R scegliamo questi
per comodita’ uguali a 0, cioe’

x(0)=x(f3 )=0

Per determinare la (28) wutilizziamo il metodo del punto sella, cioe’
cerchiamo i punti stazionari x e x, tali che

§sS $s,
—_——— = 0 e — = 0

$x xe§ § x Xezx,

—

E' immediato verificare dalla espressione (27) di § che 1’'equazione per X
e !

. r _ _ -w |t -T'|
(6.2.29) ¥=2c[dt’ xv)-x(x )T e - £, (T)
con
x(0)=%x(P)=0
da cui
~ - P -
(6.2.30) §cx1 = 1/2 fdT £, (T) X(T)

L

mentre il punto sella i‘ di S, soddisfa alla equazione

—w|T -2

- P - -
(6.2.31) X, = 2c]dT’ [x,(0-% (T e
o

con
X (0)=x, (£)=0
per cui e’ evidente che'i‘(“t)=0 e quindi

(6.2.32) SIEX1] =0

Notiamo ora che la variazione seconda di SCx] e’ identica a quella di Sitx]
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visto che le azioni differiscono solo per un termine lineare 1in
x(T) (f,(r)); grazie a cio’, utilizzando la (30) e la (32) otteniamo che

x

p —
(6.2.33) I, = exp{l/2 [ d% £f,(% ) (%)}

Cgme mostrato da Fevnman [7] 1l'equazione per X(T) puo’ esere separata e
risolta. Nel 1limite di grandi R sostituendo la (<) trovata nella (33) e
ricordando che I = IﬁIer, ricaviamo

ik(r(t)-r(s))
I = (e > =

(6.2.34)

dove si e’ fatta la sostituzione
2 2
v =w + 4c/w

A questo punto, se integriamo I rispetto a k secondo 1l’espressione (25),
siamo in grado di determinare, nel limite di ? --=->o0 la quantita’ A
definita nella (24a):

% v 2 v -w -V T
(6.2.35) A = --=—- J-[W T + -—-——- (1 - e )] e dwT

2

Per calcolare B occorre conoscere <(LCr(t)-r(s)l >. Questa quantita’ puo’
essere ottenuta sviluppando in serie ambo i membri della (34) rispetto a k
fino all’ordine k*®. Otteniamo cosi’:

1 ’ 4c -v |t-s| W
- (Cr(t)-r(s)l > = N Cl-e 1+ -- jt-s|
3 vow v?

L’integrale nella (24b) puo’ essere ora facilmente calcolato fornendo wuna
semplice espressione per B:

(6.2.36) B =3 c/(vw)

Grazie alle quantita’ A e B ormai note conosciamo E’; c¢i rimane da
determinare E;. Ricordiamo che E; e’ il livello energetico fondamentale
associato all’azione Sj. e quindi avremo [81:

1n JDr expfs,?
(6.2.37) E = - 1im --—-———==———=—-

Se differenziamo la (37) rispetto a ¢ mantenendo w costante e ricordiamo la
(24b) per B otteniamo

YE, B
(6.2.38) ——e = —em
¢ c

Questa e’ una semplice equazione differenziale per E con B dato dalla (36)
e con condizioni al contorno tali che per c=0 (particella libera) si abbia

£71 R. Feynman, Phys. Rev. 97(1955)660.

£81 T. D. Schulz, "Polarons and excitons", op. cit. pag. 71.
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E =0. Integrando la (38) si ricava

(6.2.39) E, =3/2 (v-w)

L'espressione voluta per E sara’ dunque

2
3 (v-w)

(6.2.40) E=- --—-- - A
4 v
E‘’ chiaro che ora occorre minimizzare E rispetto ai parametri v e w.
Analiticamente e’ ©possibile trattare i due casi limite di « ---> 0 e di
o —---)00 .
Per &« ---> 0 si trova: w ---> 3 e v/w ---> 1. Se scegliamo w=3

ricaviamo

x 2
(6.2.41a) E=- & - 1.23 (-=)

10

Questa espressione e’ in accordo al primo ordine con 1la teoria delle
perturbazioni e differisce da questa al secondo ordine per un 3%.

Per grandi o si trova: w ---> 1 e v <= 4-“9(9'W) - (41n2-1), e quindi

2

X
(6.2.41b) E=-----3 1In2 -3/4
3T

2
Si noti come, nel limite di & grande, si trovi un andamento del tipo X
come gia’ dovevamo aspettarci dai risultai del par. 5.1 (vedi eq. (5.1.19))
E‘’ facile inoltre rendersi conto come il risultato qui fornito da‘’
senz’‘altro un limite piu’ accurato di quello stimato nella (5.1.19). Le due
espressioni (4la) e (41b) approssimano abbastanza bene 1l‘energia E
rispettivamente per & (5 e & >5; ovviamente per ottenere un valore piu’
accurato di E occorrerebbe minimizzare numericamente 1l’espressione (40). La
conclusione generale che si puo’ trarre da questi risultati finali e’ che
il metodo variazionale utilizzato lavora uniformemente sull’intero range di
« e fornisce una stima dello stato energetico fondamentale migliore di
qualsiasi altro metodo.

CAPITOLO 7

TEORIE DI CAMPO MEDIO IN FISICA NUCLEARE

7.1 INTRODUZIONE

La "storia" delle teorie di campo medio nasce con 1l‘intuizione
originale di Hartree (riferita a problemi di fisica atomica) che la singola
particella di un sistema sia, in qualche modo, influenzata principalmente
da una sorta di potenziale medio generato dalla distribuzione delle altre
particelle del sistema. Evidentemente 1la dinamica completa del sistema
sara’ descritta anche in termini di correlazioni a 2,3,...,N particelle, ma
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ci si aspetta di poter trattare questi effetti come successive
perturbazioni alla soluzione fondamentale di 'potenziale medio’.

I1 fatto che un campo medio di singola particella sia 1l principale
responsabile della struttura e della dinamica a basse energie, invece della
forte interazione N-N (che e’ una correlazione a 2 corpi) descritta in
termini di wun opportuno potenziale nucleare, puo’ essere compreso con
qualche ragionamento qualitativo sul 1libero cammino medio (A ) di wuna
particella del sistema.

La domanda cruciale e’: qual e’ la relazione tra libero cammino medio
e dimensioni del nucleo?

La piu’ semplice stima A ~ (<>'j’)-1 porta, con G~ (qualche barn),
$=0.17 N/fm ad una stima di A dell’ ordine di qualche Fermi.

Questa stima grossolana e’ <gqualitativamente e quantitativamente
alterata dal ruolo del principio di Pauli. Per un singolo nucleone di
energia E fuori da una sfera di Fermi con energia E., una stima ragionevole
di A e’ L[113

(7.1.1) A S - |-l

(con E¢f ~ 40 MeV). Questa stima porta ad attendersi cammini 1liberi medi
molto maggiori delle dimensioni nucleari a basse energie e percio’ motiva,
in qualche modo, il ruolo dominante delle teorie di campo medio a Dbasse
energie.

7.2 TIME-DEPENDENT HARTREE-FOCK (TDHF)

Introduciamo le caratteristiche essenziali di wuna teoria di campo
medio con una breve derivazione delle equazioni di Hartree-Fock dipendenti
dal tempo facendo uso di un principio variazionale.

L‘equazione di Schrodinger di un sistema a molti corpi puo’ essere
derivata da un principio variazionale, richiedendo 1la stazionarieta‘’
dell’azione

*
(7.2.1) s =fdt{dr,...dr {¢ (r,,...r ;t)0i% -HI § (r,,...r, ;t)]
*
rispetto a variazioni indipendenti di 1/ e + C21.

Per ottenere 1l'approssimazione TDHF possiamo cercare il minimo di S
variando ¢ (e ¢*) non sull‘intero spazio di Hilbert, ma solo su un suo
sottospazio. Parametrizziamo cioe’ ¢(r,,...,rs;t) con un determinante di
Slater di funzioni ortogonali dipendenti dal tempo

1
(7.2.2) Yoo re-er 3E) = = det{ y(r, ,t)... § (r ,t)3

Con queste funzioni d‘onda si ha

C1] V. M. Galitskii, Sov. Phys. JEPT 7(1958)104.
£21 A. K. Kerman e S. E. Koonin, Ann. of Phys. 100(1976)332.
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sty 41 = fat f, (0117, —ﬁpfsp(tn:

(7.2.3)
_ * . *
_fdt s jdr Cf(r,t) i3 Yelr,t) - HLY, Y 13
dove :
* — *
(7.2.4) HOy ¥ 3= 2 far b (r,t) T(r) ¥} (r,t) +

—_— ¥ *
+1/2 Z [ar, ...ar, ORI ACS RN N RN AL XES

dove T(r) indica 1l'operatore energia cinetica in rappresentazione posizione
e V 1'elemento di matrice del potenziale antisimmetrizzato:

A
(7.2.5) V(r|,r1;r3,r‘) =<Lr ,r, | V {lrJ,rg>—|r‘,t3>}
Variando S rispetto a 'f: si ottiene [31]

§ H

(7.2.6) i, ¢ (r,t) = T T(r) ¢ (r,t) +
k

- *
+—$fdrzdr3drax+frz) V(r,r,;r,,r, ) T;r“)thjrg)

Le equazioni TDHF ora derivate acquistano 1la veste di wuna teoria
hamiltoniana classica con 1l‘hamiltoniana specificata in precedenza.

Bisogna ancora tener presente il fatto che i gradi di 1liberta’
effettivamente presenti nella teoria sono meno di quelli specificati
dall’insieme delle +L(r,t): infatti ogni trasformazione wunitaria tra di
esse fornisce 1lo stesso determinante di Slater. Come e’ noto l’invarianza
dell’azione rispetto ad una classe di trasformazioni genera, tramite il
teorema di Noether, una legge di conservazione. Nel caso dell’invarianza
della teoria per trasformazioni unitarie tra le ¢, si ottiene:

d
¥
(7.2.7) - gdr ¢ (r,t) ¢.(r,t) = 0
dt " Ti

Dunque le assunzioni fatte nella (7.2.2) sull’ortogonalita‘’ delle +k(r,t)
(ad ogni t) sono consistenti: basta risolvere il sistema (ai valori
iniziali) di equazioni TDHF con condizioni iniziali determinate da un
insieme <qualunque di Y, .(r) ortogonali ad un qualunque istante di tempo
t=t .

L.

Si puo’ mostrare inoltre che il valor medio di H e di ogni operatore
che commuti con H e’ una costante del moto.

7.3 SOLUZIONE STAZIONARIA DI HARTREE-FOCK

Se cerchiamo per le %;(r,t) una soluzione della forma

(7.3.1) f, (r,t) = ¥, (r)exp{-iE, t3

le equazioni TDHF si riducono alle wusuali equazioni di Hartree-Fock
indipendenti dal tempo:

(7.3.2) [T + vV 1 $(0)=E, ()

£31 P. A. M. Dirac, Proc. Camb. Phys. Soc. 26(1930)376.
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con V definito come sopra dalla (7.2.5).

Le equazioni di HF assumono percio’ il ruolo di "test di consistenza"
sull ‘esistenza di una soluzione stazionaria per le equazioni dipendenti dal
tempo. Inoltre ogni soluzione delle equazioni di HF indipendenti dal tempo
puo’ essere trasformata in una soluzione delle equazioni generali TDHF con
una trasformazione di Galileo a velocita’ v L[41.

7.4 IL METODO DEL PUNTO SELLA (SPA)

Cio‘ che e’ maggiormente carente nell'’approccio seguito in precedenza
e’ l1’impossibilita’ di calcolare ile correzioni successive
all’approssimazione ottenuta: questa e’ una caratteristica generale dei
metodi variazionali. Lo scopo del resto di questo capitolo sara’ mostrare
che le equazioni TDHF forniscono 1'approssimazione di ordine zero di wuna
ben precisa gerarchia di approssimazioni successive.

L’approccio in generale puo’ essere schematizzato in 5 passi:

1) Si seleziona 1‘osservabile che si vuole valutare: quando (e cioe’, in
pratica, sempre) solo pochi ordini di correzioni possono essere valutati e’
bene, per motivi che vedremo, 1limitarsi al calcolo di wvalori medi di
operatori a 1 o 2 corpi.

2) Si esprime il wvalor medio dell'operatore scelto in termini
dell’'operatore di evoluzione temporale del sistema. Poiche’ quest’ultimo
contiene tutta la dinamica questo secondo passo puo’ essere sempre eseguito
esattamente. Come esempio si consideri 1l calcolo del valor medio di un

operatore 0 in un (qualungue) autostato di H £51: partiamo dalla quantita’
f(E)

o0

A A
f(E) - i [ dt exp{iEt} trLO0 U(t)1 =

oemg 4

e Fal
(7.4.1) = -i dt exp{iEt} 2. <n|0 exp(-iE t)|n>=
“n

= Z <n|0|n>/ (E-E +in)

Dunque la trasformata di Fourier a primo membro presenta poli semplici alle
energie esatte di eccitazione del sistema, i cui residui forniscono proprio
i valori medi che ci si era prefissi di calcolare.

3) Si rappresenta (t) mediante un integrale funzionale (vedi eq. (3.3.7) e
(4.1.5)).

4) Si usa 1‘approssimazione_di punto sella (SPA) nel calcolo dell’ integrale
funzionale che rappresenta U(t). Dell‘infinita’ d1 campi che contribuiscono
ad U(t) 1la SPA seleziona i ‘"migliori campi“ (in genere un insieme
numerabile) dai quali ottenere un‘approssimazione all’'osservabile in
questione.

5) Si valutano sistematicamente le correzioni successive (loop-expansion).

Si noti che :
i)la teoria e’ esatta fino al passo 3) compreso
ii)non ci sono ambiguita’ concernenti, ad esempio, a quali condizioni al
contorno debbano soddisfare 1le equazioni che determinano le soluzioni di
ordine piu’ basso: la SPA fornisce sia le equazioni del moto, sia le
condizioni al contorno.

£41 J. W. Negele, Rev. Mod. Phys. 54(1982)913.

£51 M. C. Gutzwiller, J. Math. Phys. 8(1967)1979; 10(1 .
12(1971)343. ¥ ; (1969)1004;
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7.5 APPROSSIMAZIONE SEMICLASSICA (CASO UNIDIMENSIONALE)

Ci interessa, per fare un esempio, determinare 1lo spettro di una
particella in una dimensione, di coordinata g, soggetta al potenziale V(q).
Poniamo allora 0 = 1 (operatore identita‘) nella (7.4.1) ed utilizziamo la
consueta rappresentazione di U(t) data nel cap. 1.

(7.5.1)  tr (%:ﬁ+inf1 = -i[dt expfiEt} [ dq <qlexp{-iHt}|q) =
- -ifat exp{iEt}'(;qu[q(t)] exp{iSCq(t)13

dove |

(7.5.2) SCq(t)1 = [dt {m3®(t)/2-VLq(t)13

La condizione al contorno da usare nel valutare 1‘'integrale funzionale (1)
e’ evidentemente

(7.5.3) g(t) = gq(0) = ¢g
Calcoliamo ora 1’integrale funzionale usando la SPA:
(7.5.4) <qlexp{-ift31|qg> = A exp{iS[q,(t)13

dove g (t) e’ una soluzione delle equazioni di Eulero-Lagrange con le
condizioni al contorno (3) ed A e’ un coefficiente che tiene conto delle
correzioni dovute alle fluttuazioni quantistiche quadratiche attorno a
qo(t). La forma di A e’ tuttavia inessenziale nell’ attuale ragionamento e

pertanto A stessa verra’ trascurata da ora in avanti C61.

Vogliamo adesso calcolare 1'integrale su q, di nuovo wutilizzando 1la
SPA. Dobbiamo pertanto rendere estrema S[Cqg (t)J rispetto a variazioni di q.
Notiamo allora che S[g.(t)] dipende da g tramite 1le condizioni iniziali
delle equazioni del moto e allora, ricordando che

S
(7.5.5) -——— = p
24,

D

la stazionarieta’ di SLq (t)J rispetto a g richiede:

ds 3SCq,1  9SCq.d
(7.5.6) e S iy } = p(0) - p(t) = 0
dq 2 9(0) dq(t)
e pertanto:
o0
A o1
(7.5.7) tr CE-H+i®d ' =-i [ dT exp{iET+S(T)3}

dove S(T) e’ 1'azione classica per una qualunque traiettoria periodica (sia
nelle coordinate, sia negli impulsi), di periodo T.

Ricordiamo ora che 1l’equazione di Hamilton-Jacobi richiede

RS
(7.5.8) --- = - E

At

e pertanto 1‘approssimazione SPA sull’'integrale (7) fornisce

£61 Un calcolo dettagliato di A si trova in S. Coleman, "The Use of
Instantons", Proceeding of the XV International School of Subnuclear

Physics, ed. da A. Zichichi (Plenum Press, New York (1979)).



- 64 -

(7.5.9) E=--—-—- = E(T)

cioe’ tra tutti i cammini periodici danno contributo solamente quelli i cui
periodi soddisfino la (9).

Consideriamo ora un potenziale come in figura

vigy 4

’
)
]
\
]
)
'
t
|
i

e e = = -

~

9s

-
—o

I cammini che contribuiscono sono evidentemente tutti quelli che
parlono ed arrivano in a, facendo un numero qualunque di volte il percorso
d,~9,79,; poniamo

Qq Q‘L I/2
(7.5.10) T(E) = 2 fdt = 2 [ dq {m/CE-V(q) 13
% a,
Ovviamente tutte le traiettorie con periodo multiplo
(7.5.11) Tm = m T(E)
con m intero positivo soddisfano la (9). Otteniamo allora:
A -1 —
tr EE—H+17] = -i 2 expl{iWLCT 13
=
T\u
*2
(7.5.12) WETMJ = ET + J dt {mg _(t)/2-VLg,(t)1]} =
o
T

e

= E T+ | dt £p(t)q(t)-H} = m WLT(E)]
"]

dove (e

(7.5.13) WET(E)I = E T(E)+f dt {p(t)é(t)—H} =
T(%) ¢
= [p(tractrat = § pdq
o E
e in definitiva
P -1 —_ [
(7.5.14) tr [E—H+i1] = -i %:exp{iW[T(E)]} =
= -i exp{iWLT(E)]13}/Cl-exp{iWLT(E)]131

funzione che presenta manifestamente poli a tutte le energie E che
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soddisfino alla regola di quantizzazione
(7.5.15) 2nTr = WCT(E)] = $ pdg
3

Il calcolo delle correzioni quadratiche alla SPA nell’'integrale su T porta
in realta‘’ a correggere quest‘ultimo risultato in

(7.5.16) (2n+1)7 = $ pdg

Ci sono complicazioni addizionali se il potenziale V(qg) ha piu’ di un
minimo (ad esempio 2): la SPA richiede di sommare su tutti i contributi di
tutti i punti di stazionarieta’ isolati nel piano complesso T. Pertanto i
cammini che contribuiscono all’approssimazione di ordine piu’ basso non
consistono solamente dei cammini classici periodici in ciascuna delle due
buche di potenziale, ma anche di tutti i cammini (periodici) a periodo
immaginario puro nella zona classicamente proibita. Tener conto anche di
questi effetti significa tener conto del fatto che tra due buche di
potenziale separate da una barriera finita e’ possibile 1‘effetto tunnel
quantistico, e che (come e’ ovvio) i livelli non sono quelli "imperturbati"”
di due buche isolate. E’ importante notare che questi effetti sono
incorporati (almeno in parte) gia’ nell’approssimazione di ordine piu’
basso.

Come esemplo tipico dei rlsultatl che si ottengono con questo metodo
(all’ordine piu’ basso), c‘e’ l‘espressione in approssimazione WKB dello
splitting di due livelli quasi degeneri in due buche di potenziale separate
da una barriera L[71.

7.6 APPLICAZIONI A PROBLEMI A MOLTI CORPI

Dopo aver inquadrato lo spirito delle approssimazioni di campo medio
in sistemi semplici, siamo ora 1in grado di passare alla formulazione
generale del problema in un sistema a molti corpi che assumiamo descritto
da una hamiltoniana del tipo

A

At
(7.6.1) A =[dardr, $(rT(r,,r,) $(r) +

Ay Ay A A
+1/2 [dr dr,dr dr, ¢ (r,) $° (2 )V(r, x50y ,0) F(r) ¢ (ry)

I1 caso locale corrisponde a V(ri,rz;rz,rg)=S(r,—rg)z(rz—rL)V(|r1—r1l).

La dinamica del sistema e’ descritta dall’operatore di evoluzione
temporale

(7.6.2) Ult,-t;) = expl-iH (t,t;)3

I1 kernel di G in rappresentazione olomorfa e’ stato gia‘’ descritto nei
capp. 3 e 4 (eq. (3.3.7) e (4.1.5)):

Uk, -t;, ¢, ¢) =
(7.6.3) fDLyanexp{l/zfdrc ety ¢(r,t 0+ Fir,t) 4 (r, ;)13
te
expflfdtc far ¢ oty 19 (r,t) - hC 4,4 133
~

dove h si ottiene dalla (1) sostituendo gli operatori + e Y «con le
variabili olomorfe ¢* e } :

CL71 S. Levit, J. W. Negele e Z. Paltiel, Phys. Rev. C22(1980)1979.
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*
(7.6.4) hCy, ¢ 3 ={drdr, ¢ (r )T(r,,r,) § (r,) +
+1/2 [dr, dr, dr,dr, ¢ (r) ¢7 (5 IV(r, x50 0,0 ¢ (£ )Y (ry)

Se ¢ e ¢,sono le funzioni d‘onda degli stati [i> e [f)>, tali stati nella
rappresentazione olomorfa saranno descritti da

- * N
(Pi [+l] -_—S(f(r ,-.-rk) ‘l’f(r‘)__. +:(r~) dri"'drw
["h [<f‘(r,,.-.t~) q':(r‘).., \{*:(rN) dr,...dr

-~

e gli elementi di matrice di U si ottengono da
A ¥
(7.6.5) €10t -t;) 11> =/D4'D¢ [D4,D¢, [DF:D¢:
LI * ¥
(§L4” exp (- Jar ¢l e ¢ ()3 Uttt 47 )
exp {- [dr 1%(r) (r,t;)3¢, C4.]
Evidentemente la presenza in h del termine quadrilineare V preclude il
calcolo diretto dell’ integrale funzionale; procediamo percio’ a riscrivere

tale termine mediante un trucco standard, equivalente nella sostanza alla
trasformazione di Hubbard-Stratonovich. Si verifica facilmente che vale

1’identita’
(7.6.6) exp{-i/2{dtfdr,...dr,
*
+’(r,,t)+ (£,,t) V(r, e ir,,r ) Y(r, ,t) 4(r,,t)3 =
=tdet V1™ (D p exptis2 fdtfdr, ...dr,
*
CP(ry,r,,t) V(e ,r jr ,r )P (ri,r‘,t)—hSEQ',? 13
dove:
(7.6.7) h, £, 41 = [dr,ar,
+[T(r,,r,) +fdr,dr V(ri,r ;ro,r ) P, ,r,,t)] $ir, ,t) ¢ (ry,t)
E’ facile infatti riconoscere che 1l’'integrale su £ e’ gaussiano e quindi
puo’ essere fatto esplicitamente. Si noti che h, dipende dal tempo
attraverso la p . Introducendo una ovvia notazione matriciale otteniamo:
A
(7.6.8) CF1U(t,-t;) 1> = ij exp{i/2 {dt P V § 3
72 * I ¥ X * *
Cdet VI [D¢D ¢ ( §Lq;1) expl-fdr  (r,t,) ¢ (r)+fdr ¢ (r,tp) G(x,t,)/23
exp{i [dtr [dr ¢"(r,£) 10, ¢ (r,t) - hLq, § 133
'3
expt-{dr ¢ (r) ir, t,+fdr ¢F(r, 6 ) 4 (r,t,)/23
A
= tdet V17 (D p expti/2 fdt § VP 3 (£1Up(tyt;) (D)

A

ove U, e un “evolutore temporale efficace” il cui kernel in
rappresentazione olomorfa e’ descritto (a parte la dipendenza dalle
condizioni al contorno, che coincide esattamente con quella di U) da

(7.6.9) Ug(t, - €, &, ¢) = expfi [atf {dr 4 (r,t) i3, ¢ (r,£) - h?['{',‘{’JJ}

L‘'operatore nello spazio di Hilbert astratto e’ naturalmente

1

~ A
(7.6.10) U (t,-t;) = Texpi-i ‘[dt h,?}
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con‘%ydefinita da

A
(7.6.11) B, (£) =_Ydr1dr3 )
+ A

[T(r,,r,) + {dr,dr, V(r ,rir, ,r ) p(r,,r 014 (r, 0% (ry,t)
In forma operatoriale la (8) allora diviene

£aY ! N
(7.6.12) Ut -t,) = Cdet V14D p expti/2fatp (£)Vp(e)3 Uy(t,—t,)
E’ doveroso sottolineare che 1’espressione (12) e’ esatta e che
1’evoluzione temporale del sistema di many-body e’ simulata dall’‘evoluzione
di infiniti sistemi a particelle indipendenti (ognuno determinato da wuna
specifica configurazione (r,r‘,t) del campo ausiliario), ciascuno 'pesato’
dal fattore exp{-i/2 pVp 3.

Ci serviamo delle formule precedenti per calcolare 1la traccia di G
calcolato sull’intervallo C-T/2,T/273:

(7.6.13) tr O(T) =
uo - T/'i
= [det V1 %SD P exp{i/zfdty(t)vy(t)} <n|Texpf-i § h (£)dtI|n>
-TI,

Osserviamo che si puo’ anche scrivere tale espressione introducendo wuna
opportuna azione efficace S [ § 1:

A '[. o
(7.6.14) Tr U(T) = Cdet V1 2 SD.f exp{iS“[f 13
con
Th T/)2 B
(7.6.15) SLpl=1/2{dt § VP -i In <n|Texpf-iJdt hy(t)I|n>
~T/2 ~T/2

Naturalmente S, non e’ ben definita fintantoche’ non si sia specificato il
set completo di stati {|n>} che interviene nella (14) e nella (15)

Introduciamo allora wun insieme <{ Y(r,t)} di funzioni d‘onda di
particella singola che evolvano secondo 1'hamiltoniana hg(t) e che siano
autostati dell’'operatore di evoluzione temporale tra T/2 e -T/2. Se cioe’
indichiamo con |r) gli stati dello spazio di Hilbert di particella singola
a posizione definita:

~¢
ir) = ¢ (r) (O

il nostro set di stati di base sara’ descritto dalle equazioni

t A
(7.6.16) ﬁx(r,t) = .fdr’ (r|Texp{—i£dt’hf(t')}|r’)‘er',—T/Z)

—T‘

Th L
(7.6.17) Y. (r,T/2) = {dr’ (r|Texp{-ifdt'h,(t' )3} r*) 4 (r',-T/2) =

=-Tis

=exp{-i (p,T)3 ¢ (r,-T/2)
Gli autovalori sono stati posti nella forma exp{-i«.} perche’ se U; e’
unitario [8]1 le o w sono reali. Vedremo in seguito che le quantita’ «,/T
giocheranno il ruglo di energie di particella singola. Naturalmente
l‘unitarieta’ di Uy implica anche che le {¥(r,-T/2)1} formano una base
completa e ortogonale (o perlomeno ortogonalizzabile) sullo spazio di
particella singola e seguendo la traccia del par. 1 si puo’ mostrare che
tale proprieta’ si conserva nel tempo. Si noti infine <che 11 set di

£81 Naturalmente 69 e’ effettivamente unitario. La cosa pero’ non e’ ovvia
a priori, come per U, a causa della dipendenza esplicita dal tempo

dell ‘hamiltoniana efficace da cui e’ dedotto.
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funzioni d‘onda di particella singola {4, (r,t)} e’ parametrizzato (cioe’
dipende funzionalmente) da ¢ .

Detto cio’, stabiliamo di costruire gli stati |n> nella forma di
determinanti di Slater formati dalle Y% (r,t) ed infine calcoliamo
l‘integrale funzionale su ¢ wutilizzando la SPA.

Il primo problema e’ quello di costruire il campo medio che minimizza
l’azione efficace Sh[g J. Minimizzare S, porta all’equazione

(7.6.18)  ==---2-lo- = (arjar, ver,,rie 00 §o(x b

<n|Tg(T) [n>
dopodiche’ si deve invertire V per ottenere

A At A A
(n|Up (T/2-t) ¢ (r,t) Y (r',t) Up(t-(-T/2))|n>
(7.6.19) P, (F,E',£) = ==—mmmmmmmmm oo 3
<n|G,(T) |n>

— *
= ﬁﬁ d.(r,t) $(r*,t)

L’'ultimo passaggio e’ evidente se si ricorda 1la definizione data delle
funzioni d‘onda di particella singola e degli stati |n>. Con {kl} qui e in
seqgquito si denota 1’'insieme degli orbitali di particella singola che
individuano lo stato |(n>. E’ da notare pero’ che cio’ funziona nel caso che
V sia completamente non locale, nel qual caso e’ effettivamente invertibile
nel senso richiesto dalla (18). Nel caso di potenziale locale pero’ e’
immediato scoprire che 1’integrale Vp si riduce a

fdr' Vile-r'|) § (r',r’,t)

e che di conseqguenza solo la parte diagonale della §f interviene nella
(18). Di conseguenza anche la validita’ della (19) sara‘’ limitata alla sola

4

parte diagonale r = r‘. Naturalmente questo svantaggio _e compensato dal
fatto che nel caso di potenziale locale anche hy e Uy sono diagonali in
rappresentazione posizione e che di conseguenza solo la parte diagonale di
ig ci interessa nei calcoli. Casi analoghi sono potenziali antilocali e
simili.
E’ poi facile verificare che:

T/2
(7.6.20) <n|Texp£—i£§t hy(£)}n> = expl-iZ % (5,T)]

= kA
Ovviamente le Y. (r,t) soddisfano a

(7.6.21) 19, 4.(r, )= [ar (rih, (t)r) dlr,t)

ovvero ad un sistema di equazioni self-consistenti tipo Hartree dipendente
dal tempo. Conviene ora definire delle nuove funzioni fr,t)

(7.6.22) ¢ (r,t) = expl{i &, (f, ,T)t/TI ¢ (r,t)
che soddisfano a:
(7.6.23a) (13‘—§ﬁ(t)){1(t) = - a(§ ,T)/T f(t)

(7.6.23b) $ (r,T/2)= 4(r,-T/2)
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Le soluzioni periodiche (23) sono le analoghe nel problema a molti corpi
delle orbite classiche periodiche del problema con un grado di liberta’. La
differenza sostanziale sta nel fatto che la presenza delle altre particelle
nel sistema innesca, col tramite del campo medio §>, un meccanismo di
self-consistenza del tutto assente nel caso ad 1 grado di liberta’.

E‘ altresi’ chiaro che dovremmo trovare tutte le possibili soluzioni
al sistema di equazioni (20); concentriamoci, a scopo esplicativo, su una
particolare classe di soluzioni: quelle indipendenti dal tempo:

(7.6.24) P (r, t)= g (r)

In questo caso la §_  perde la sua dipendenza dal tempo, di conseguenza

anche %y, diviene costante e il sistema di equazioni si riduce al ben noto
sistema di equazioni di Hartree self-consistenti:

(7.6.25) jdr' (rlh 16§ (r')= o (R,T)/TH(r)
con
(7.6.26) (rih, [r’) = T(r) § (r-r’)

— *
+ S‘dridrSV(ri,r;rs,r’)(%] P (r,) &(ry)

che nel caso locale diventa diagonale e si riduce a

(7.6.27) hr.(r) = T(r) + _[dr' V(le-x’|) 2 |th(r’)|2
Moltiplicando per 4{kr) e integrando si ha: fe

(7.6.28) /T = <FIT|3> + E» <k |VI |Gk

e notando che

(7.6.29) {at g vy, = T{Z\d<jk|V|jk>

si ottiene subito 1

(7.6.30) s C§.1="T/2 {;ZTH <Gk(VIFk> —{f—:’ A, = - T E:

dove E: e’ l’energia di Hartree dello stato |n> Percio’ all‘ordine piu’
basso:

A n
(7.6.31) tr U(T)= g exp{-iT E_}
od
-i faT expfiET} tr U(T/2-(-T/2))= Z 1/(E-E_+if)
o

In questa approssimazione gli autostati del sistema sono determinanti di
Slater di 4.(r,t), ognuno con associata un‘energia che e’ proprio 1l’energia
di Hartree di quel particolare stato.

Alcuni commenti:

1)La derivazione qui data, sebbene simile a quella originale di Negele [91
elimina fin dal principio il fattore 1/2V(0) nella definizione dell’energia
cinetica che da‘’ abbastanza fastidio (anche se poi scomparirebbe col
calcolo delle correzioni quadratiche): infatti includerlo modifica non solo
1’ espressione per i livelli energetici, ma la base stessa di autofunzioni
su cui sono calcolati gli elementi di matrice.

2)Si noti che le equazioni qui dedotte sono piu’ generali di quelle di
Hartree introdotte variazionalmente. Infatti owvunque <ci siamo portati

£91 J. W. Negele, Rev. Mod. Phys 54(1982)913.
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appresso 1l‘indice n che denota il generico autostato a particelle
indipendenti, mentre il problema variazionale e’ riferito per definizione
al solo stato fondamentale.

3)Sebbene le funzioni d‘onda siano antisimmetrizzate correttamente, manca
completamente il termine di Fock.

7.7 CORREZIONI QUADRATICHE ALLA SPA

Le correzioni quadratiche alla SPA si ottengono sviluppando i cammini
nel path integral intorno alla soluzione classica. I termini lineari si
annullano a causa della condizione di minimo che determina 1la soluzione
classica e 1 termini quadratici danno luogo a un integrale gaussiano che
sappiamo calcolare con le formule standard. E’' facile rendersi conto che la
(7.6.31) diviene

(7.7.1) Tr U(T) = I A, exp{-iT E,}
ove i fattori correttivi A, sono definiti come
\/1
det V
(7.7.2) A, =) -——--—----opTTTooos
§ S,
det -----------
$p(E)sp(t”)

ove si sono trascurate tutte 1le dipendenze da r per alleggerire la
notazione. Con un calcolo diretto si ottiene (simbolicamente)

3
$ Sy "
(7.7.3) mmmmmmm—— - = V (1-D V)
$P(t) $p(t")

con

A A » A
(7.7.4) D“'(t,t’) = (f(t)f(t')%\— <f(t)l <f(t')>‘
A
P (t) essendo 1'operatore

A

44 A
(7.7.5) P = Y(r) Y(r")

e la media di un operatore sullo stato |n> essendo definita come
T/t

t A N A
<n|T[exp{—i;L9t hy 3 0 exp{-i [dt hy 31>

(7.7.6) (O(t)y = mmmmmmmmmm T
(n|Texp{-i {dt h, }in>
~T/2
Si noti che
2 > uF Y (r ;
(7.7.7) <p ()3 = 4 ¢ (r,t) flr’,£) = p(r,r',t)

il che giustifica 1’'apparente abuso di notazioni.

n
Nel caso in cui il campo medio non dipenda dal tempo D (t,t’)
calcolato sullo stato fondamentale si riduce all’ usuale propagatore di
polarizzazione in approssimazione di Hartree. Si noti che in materia
nucleare infinita questo coincide con la funzione di Lindhard 97 , mentre
per un nucleo finito il campo self-consistente permette di confinare il
sistema. In questo caso:



o
(7.7.8) A= det [1-D V1l = exp{-1/2 tr 1n (1-D V)3 =
= exp{1/2 £ 1/n tr(D°V)"}

Il termine con n=1 e’ 1l‘usuale termine di Fock, rappresentabile

diagrammaticamente con

mentre il termine generico (ﬁ’V)n e’ rappresentato da diagrammi del tipo

00
O_O 0.0

LLa traccia in (8) forza la catena a richiudersi su stessa: quello che si
ottiene e’ quindi la somma dei ‘ring diagrams’, con il fattore 1/n a tenere
in conto la molteplicita’ del diagramma.

Si noti che 1le correzioni quadratiche ristabiliscono, all’ordine
minimo (n=1), la corretta forma di Hartree-Fock dell’energia, ma calcolata
su una base sbagliata (1le .h(r,t) soddisfano all‘equazione self-consistente
di Hartree solamente).

La completa assenza di un termine di Fock nelle equazioni per il campo
medio deriva da una arbitrarieta’ nella effettuare la trasformazione di
Hubbard-Stratonovich. Cio’ che e’ stato fatto in pratica nella (6) e’ stato
riscrivere il termine di interazione come

*
$Xr, ) ¢(ry) Vir, e e, 0 ) 4(r) 4 (x,)

¥
e poi di sostituire (a prezzo di un integrale funzionale) 4(r,) ¢ (ry) con
? (r, ,r;) e qf(r1) 4(r,) con P(r,,r. ) (trascuriamo gli indici temporali
per alleggerire la notazione). Il punto rilevante e’ che avremmo potuto
riscrivere il termine di interazione come

* »
- d(r ) () Vi or e, ) ¢ (n ) (r3)

Allora ci saremmo accorti che nel caso semplice di potenziale 1locale (e
facciamo gquesto esempio per ovvie ragioni di semplicita’) 1l’hamiltoniana
efficace di particella singola sarebbe stata

-~ 4+ A
(7.7.9) hy (t) =jc1rl dr, CT(r ,r,) + V(ir -r,{)1 § (r ,r,) 4 (r) t (e )

il che mostra appieno come una simile procedura avrebbe fatto intervenire
la parte non diagonale di 9 .

Per introdurre dunque il termine di Fock bisognera’ allora spaccare
artificialmente V in V=v® +vE& in modo che il termine di Fock di v?® sia
nullo, cosi‘’ come il termine di Hartree di vE ; ad esempio in materia
nucleare infinita, e con un potenziale V=v, +v, o;s; , la spaccatura giusta e’

v> =(1-1/3 6,-6,)v,

(7.7.10)

£
v =(v1+l/3vo ) 6,6,
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E’' immediato vedere che il termine diretto di v¥ e’ nullo, essendo tr ¢=0.
Ma anche il termine di scambio di v® e’ nullo [10]1. Percio’, fatta questa
spaccatura, si ottiene HF introducendo due campi ausiliari nei modi
predetti ed applicando ad entrambi il metodo SPA.

7.8 CORREZIONI DI ORDINE SUPERIORE (LOOP-EXPANSION)

Volendo procedere al di 1la‘’ delle correzioni guadratiche dobbiamo
sviluppare in serie di Volterra &S, intorno alla configurazione p,
determinata in precedenza. Assuminamo per alleggerire 1 calcoli che il
potenziale sia 1locale che quindi sia funzione solo di r e t (indicati
per semplicita’ col 4-vettore x) e definiamo per comodita’

k 8 Sn
(7.8.1) §S (X, ,00.X ) = ——--——————————
n { k
SP(x, ). .. 8P (xy)
y g . f=0
3i ha allora:
(7.8.2) ij expliS [P13 =
o 1 k
SD’Vl exp{i(SK[f,:HZ_ -= fdxl...dxk SS“(x1,...xk)ﬂz(x.)...*l(xk)}

kst ki

con f =%HB+9 . Il termine di ordine 0 naturalmente puo’ essere estratto
dall‘integrale e resta una serie di potenze di M in cuil il termine
quadratico puo’ essere riguardato come teoria libera mentre quelli con k)3
possono essere reinterpretati come potenziali. Usando 1la (4.4.11) si
ottiene facilmente

(7.8.2) fD pexp(iS CpI} =  exp(iS,[ {13
Go 1 if is "
exp{‘ > - Idx’l...dxk —————— ceeem————— ) S (X, ,...X) }
k=3 pi $T(x ) §J(x )

2
fD Y exp{i/zfdxjdy Y (x) L8, (x,y)TY () +5dx‘l(x)J(x)}
TJ=0

L‘ultimo integrale funzionale rimasto si calcola esplicitamente, e si
ottiene

CORZ
(7.8.3) ny exp{iS,Cp1} = exp{iS [ 13 Cdet§s,3 "
& 1 is§ if Sk
exp { pA -- fdx e.o.dx, —--—-- R it S, (X, ,ou.X,)
kes k14 “8I(x)  SI(x) -

£C103 Si veda ad es. A. L. Fetter e J. D. Walecka, "Quantum Theory of
Many-Particle Systems" McGraw-Hill N. Y. (1971) a pag 104 (eq. 9.24%)



- 73 -

2 -l
expfi/2 (dx dy J(x) [§S, (x,y)1 J(y)}

J=
Si dimostra poi facilmente che: 7
(7.8.4) P58, (X e...X,) =
- k I ’ ’ s - [ 2 !
(-i) fax’...dx, Vix,-x})...V(x,-x,) <TLHx,)...fx))>

Reinserendo la (4) nella (3) e tenendo conto del fatto che

2
(7.8.5) 55 =CV(1-D V)1

ci si accorge subito che la caratteristica dei diagrammi generati dallo
sviluppo (4) e’ di essere diagrammi con loops fermionici chiusi, con i vari
punti x9....x; connessi da linee

-4 n
(7.8.6) V(1-D V) - Z v )"

in tutti i modi possibili. Il numero di linee (6) presenti in un diagramma
ne determina 1‘ordine nella gerarchia delle correzioni alla teoria di campo

medio.

CAPITOLO 8

CORRENTI DI SCAMBIO

8.1 IL TEOREMA DI NOETHER

Sia L una lagrangiana che dipende da un set di campi ¢Ji=1,...N) e
dalle 1loro derivate 2« ¢ . Assumiamo che L sia invariante rispetto a un
gruppo di simmetria a n parametri. Richiediamo cioe’ che L sia invariante
rispetto a una trasformazione infinitesima

(8.1.1) K A Fiy Cdvened,]

ove le A; (j=1,...n) sono i parametri infinitesimi della trasformazione.
La teoria dei gruppi ci assicura poi che se L e’ invariante rispetto a ogni
trasformazione infinitesima lo sara’ anche rispetto alle trasformazioni

finite.

Fintantoche’ 1le A; sono costanti (cioe’ indipendenti da x) la
trasformazione si dice globale e 1la proprieta’ di invarianza dicesi
invarianza globale. L’ipotesi di partenza e’ che L sia invariante rispetto
a tutte le trasformazioni globali T.

Definiamo una trasformazione locale (di gauge) come
Tlx) J
(8.1.2) (0 -7 b0 = Px) + Nx) FiCd,...

Si osserva che, nelle nostre ipotesi, questa trasformazione non lascia in
generale invariante L. La costruzione esplicita della variazione SL ci
permettera‘’ di individuare una corrente conservata. Si ha

SL SL
(8.1.3) §L =L'-L= |---- $§ dx + | ------ $(9, p)dx
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ove
(8.1.4) s § = A Fy
(8.1.5) S(@Jg)=(z.ﬁ)rﬁ+ A 3, Fij

Naturalmente e’ il primo termine della (5) quello che, in definitiva,
rendera’ non nulla la variazione di L:

[”‘ J > N
(8.1.6) SL = |[--——— AF;; dx + | ————-- (2. N. Fiy +(1 0F,;- )dx
. J ' ) ] )/’ 3
¢ ) $O,$) )
Del resto e’ ovvio che per trasformazioni infinitesime

S(sL) $(SL)
(8.1.7) §L =| -=——- Adx + | -—————-- 3, A.dx

Identificando le variazioni (cioe’ derivando funzionalmente rispetto a Ai e
Q,Ai i secondi termini della (6) e della (7)) si ottiene

$L SL § (L)
(8.1.8) —_—— F.. 4 —————— 9 F. - o __
§¢ ° » §n.
¢ 50D, ) ",
L $(fL)
(8.1.9)  —mmee- pl.j - .
$G.4) $(2.1)

$(SL) SL SL
9, —————- =9, ————-- F;. + —————- O/F =
$(9,1.) 8(3.4) §(d) J
(8.1.10)
SL SL $(SL)
S8 ) $(a,.4) ) Y

Se L e’ invariante rispetto alla trasformazione globale, deve essere

(8.1.11)  ——m- = 0 v j

(8.1.12) % —----- = 0 LA
30,1

Definiamo ora il set di correnti

(8.1.13) § (%) = mmmmmmm e
7 X(Q,Aﬁxn
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(una per ogni parametro del gruppo). Tutte queste correnti, in virtu’ della
(12) sono conservate:

YR )

(8.1.14) ? (x) =0
Y2
e a ciascuna corrisponde una carica conservata:
() ]
(8.1.15) 0"t) = far 5 = cost.

8.2 MODELLI Y; E Ys ¥a

Applichiamo il teorema di Noether a wuna teoria mesonica standard.
Assumiamo cioe’ di studiare un sistema di nucleoni interagenti tramite
scambio di mesoni T . La proprieta’ di invarianza nota e’ 1l‘invarianza per
rotazioni nello spazio dell’isospin. Si sa che il nucleone e’ un doppietto
di particelle (p ed n) e che i ™ formano un tripletto ( 7+, 7° e 7).,
Introduciamo dunque un bispinore in uno spazio apposito definito per
1'occasione per descrivere il nucleone:

.

(naturalmente 4, e +. saranno a loro volta spinori di Dirac), mentre i ™
saranno descritti da 3 campi pseudoscalari:

Si definisce spesso, per comodita’

Si definiscono poi 1le matrici di Pauli nello spazio dei bispinori
precedentemente detti; convenzionalmente si indicano con . Si
definiscono gli operatori a scaletta

che trasformano il neutrone in protone e viceversa. Le lagrangiane libere
sono

- 2 , 12
(8.2.1) 1,2 FEF-m ¢+ 1/2 (3, b) - P 12

L‘interazione non e’ ovviamente bloccata e viene usualmente costruita su
basi fenomenologiche. Le scelte piu’ usuali sono

»Ss -
(8.2.2) 4y = -ig¥rr by
14 - — »~
(8.2.3) 1, = -if v - Ty 7P
Le due forme hanno ovviamente pregi e difetti, sui quali non e’ il

caso di discutere a lungo in questa sede, dato che e’ coinvolta una grossa
quantita‘ di analisi fenomenologiche. Basti osservare che

1. Le due teorie hanno lo stesso limite non relativistico nel senso
che ambedue le interazioni elementari si riducono al vertice non
relativistico
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~R foww +
(8.2.4) £, =-1i---4(z o7 &)

ove gli spinori si intendono non piu’ spinori di Dirac ma spinori
a 2 dimensioni nello spazio dello spin.

2. La forma (2) e’ rinormalizzabile mentre la (3) non lo e’.

3. La forma (2) viola la simmetria chirale, mentre la (3) in qualche
modo la rispetta [11. Come conseguenza la (2) riproduce malamente,
sovrastimandola, la fotoproduzione di in soglia [23.

4. In ogni caso entrame le teorie sono invarianti per trasformazioni
di isospin. Altrettanto naturalmente entrambe conservano la carica

elettrica.

8.3 LA CORRENTE ELETTROMAGNETICA

Le due lagrangiane (8.2.2) e (8.2.3) come detto conservano entrambe la
carica elettrica. Da un punto di vista formale osserviamo che entrambe sono
invarianti rispetto alla trasformazione globale

~ieN
(8.3.1) g, - ey
Yo ——-
&f———> e*;CA %t

"}70———) 470

Si noti che qui non si parla di interazione elettromagnetica; ci si 1limita
ad osservare che questa e’ una proprieta’ di invarianza globale della
teoria e che quindi ad essa e’ associata una corrente conservata.
L'identificazione di tale corrente con 1la corrente elettromagnetica e’

ancora di la‘’ da venire.

Seguendo la falsariga del paragrafo 1 calcoliamo come varia L (o
meglio la densita’ di lagrangiana ¢ ) sotto la trasformazione locale

ottenuta richedendo che A ---> N (x).

Esaminiamo anzitutto 2,. E’ facile rendersi conto che
(8.3.2) §$L,= e ¥,3/+,3”A+ e > P 1,97A+

relt 4 pi1 (A"

Ovviamente, siccome .l:f non dipende dalle derivate, segue
(8.3.3) 57 =0
mentre 1l’'accoppiamento derivativo comporta
(8.3.4) SIP; =ie £ A HUPLEXED G

La corrente associata a tale proprieta’ di invarianza e’ immediata a
dedursi: per il caso pseudoscalare si ha

C1] M. Gell-Mann and M. Levy - Nuovo Cimento 16(1960)705.
£21 I. Blomgvist and J. M. Laget, Nucl. Phys. A280(1975)405.
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(8.3.5) ]: (x) = € "l’r/Yf '{'r + el f x a’fli

e per il caso pseudovettoriale

(8.3.6 7Y = 3 i "
) J, (x) = {r (x) +ief ¢ % YLT* f ]x‘%
Diagrammaticamente

j\’s _ }\ :
= kg

’ ™
. PV . Ps s
oo K
/ /

8.4 MINIMAL COUPLING

Introduciamo 1‘interazione elettromagnetica in maniera "minimale"
richiedendo quanto segue:

1. Aggiungiamo alla lagrangiana un campo elettromagnetico %’.

2. Richiediamo che 1‘invarianza globale precedentemente descritta
diventi un’invarianza di gauge.

3. Richiediamo che per A la legge di trasformazione sia
A ---> A -9.A (ove naturalmente A e’ lo stesso).
Vs M
Allora e’ immediato trovare che se, per esempio
-ie n(x) -ie A (x)
(8.4.1) 3 e ¢ =e [Q.-ied, Ax)1¢

si puo’ definire un oggetto, detto derivata covariante che commuta con
expl-ie N(x)]1: basta porre infatti

(8.4.2) L. =9, -ieA,

e si trova immediatamente che

-ie /\(x) -ie A (x)
(8.4.3) 9/ e + = e QM

E‘’ ovvio che se la particella ha carica opposta nella derivata covariante
occorrera’ cambiare segno. Piu’ correttamente cioe’ definiremo

(8.4.4) Dﬂ 'bﬂ iQAa,

Q0 essendo 1'operatore di carica. Avendo introdotto questa definizione e’
chiaro che le nostra lagrangiana sara‘ invariante rispetto alla
trasformazione locale pur di sostituire le derivate normali con le derivate
covarianti, il che naturalmente implica 1‘introduzione di un accopiamento
tra il campo A, e i nucleoni ed i pioni della teoria. E’ chiaro che dalla
lagrangiana libera di un fermione si genera un accoppiamento lineare in A.,
(perche’ nella lagrangiana di Dirac c’e’ solo una derivata prima) mentre la
lagrangiana libera bosonica genera un termine lineare ed uno quadratico. Le
lagrangiane di interazione possono contribuire esse pure all’interazione
elettromagnetica solo se contengono accoppiamenti derivativi. In pratica la
lagrangiana che otterremo sara’
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v
(8.4.5) L =, +dor fi+ 3,00 A"(x) + B, (x) A7) AT(x)

s

ove &5 sara’ 8; o eﬂf secondo i casi, jﬂ(x) e’ la corrente definita dalle
(8.3.6), (8.3.7) e B,., e’ il termine proveniente dal termine quadratico
nelle derivate della lagrangiana bosonica. Dall'espressione esplicita
(8.3.3) si legge direttamente che il termine in questione e’

2 + - 2 2 2
(8.4.6) B = e SoPx) P(x) =e S0 P (x) + b (x)13

Diagrammaticamente questo termine corrisponde a

|
i

cioe’ a un‘interazione puntuale a due fotoni.

8.5 LE CORRENTI DI SCAMBIO. CASO PS.

La corrente elettromagnetica, come si e’ visto, contiene termini di
interazione tra nucleoni e 7 cosi’ come tra ™ e 7. In Fisica Nucleare
si usa spesso, per motivi probabilmente di tradizione o di assuefazione,
lavorare solo sui gradi di 1liberta’ nucleonici. Le tecniche usate per
eliminare i gradi di 1liberta’ non desiderati (cioe’ i pioni) sono
essenzialmente copiate dalla teoria del potenziale ottico di Feshbach [3]
ed elaborate da Gari e Hyuga [£41 e da Arenhovel [51 In pratica pero’ il
funzionale generatore fornisce un metodo assai piu’ efficiente e meno
complicato per generare lagrangiane efficaci eliminando i gradi di liberta’
non desiderati.

I1 funzionale generatore <che descrive un sistema di nucleoni
interagenti con bosoni e con un campo elettromagnetico sara‘’

209 3351 = o [ OCF .y, P A

Ao
(8.5.1) exptifdxr £, + {,_+ j A%+ B A AT

- - er m
explifdxC F+% t+ b+ 5, 21

ove 44y e’ la lagrangiana del sistema T N interagente (per ora con
interazione qualsiasi; poi nel seqguito del paragrafo particolarizzeremo

l‘interazione ad essere quella pseudoscalare), Jj, e B_,. sono quelli
definiti nel paragrafo precedente e j¢* e’ la sorgente classica del campo

elettromagnetico. -~

Una osservazione, irrilevante per quanto ci concerne, ma tuttavia
necessaria per dare significato agli oggetti scritti, e’ che l’espressione
(1) non e’ ben definita, e perche’ 1’'integrazione funzionale acquisti
significato e’ necessario introdurre un termine "gauge-fixing", problema

[31 H. Feshbach, Ann. Phys. 5(1958)357 e 19(1962)287.
C4]1 M. Gari e H. Hyuga, Z. Phys. A277(1976)291.

£531 H. Arenhovel, lezioni tenute all’Universita’ di Genova, A. A. 1981/82.
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questo connesso alla quantizzazione del campo _elettromagnetico. Possiamo
sempre immaginare tale termine (ad es. 2 (Q.A’)z) contenuto in f.. . A volte
sara‘’ omesso in segquito semplicemente per non appesantire la notazione. E’
chiaro che tale termine deve essere presente ogniqualvolta si richieda un
significato ben preciso e non puramente formale per Z.

La possibilita’ di eliminare i gradi di liberta’ mesonici e’ ovvia se
solo si pone attenzione al fatto che il campo mesonico compare in forma al
piu’ quadratica in tutto 1’esponente dell’integrale funzionale, e che
gquindi puo’ essere integrato esplicitamente.

Occorre ora specificare l‘interazione, che assumiamo essere quella
pseudoscalare. Poniamo

(0) - . -~ » = - Lax _m
(8.5.2) 7= ¢ -m¢ + Lt ed WA+t HHH G K

che e’ la parte di lagrangiana che non contiene il campo :k. Sia poi
(£3)

(8.5.3) 17 ig§ysxdt +3b =394 +3¢
ove
(8.5.4) g, ¥ = -ig ¢ T ¢

in modo da isolare il termine lineare nel campo f , € infine
) 2 t 2 2 L R
(8.5.5) LV=1/2(%.0)- p/2 § + el P xUFLE + e [+4,IA.

che contiene 1la parte quadratica. Una separazione ulteriore si ha
osservando che il campo ¢, compare in modo diverso dagli altri (dato che
non e’ accoppiato elettromagneticamente). Scriviamo cioe’

(@) (1) )
(8.5.6) 1 -2+ L.

o
)

fo = ja “Pa +J0(P°
(Q)]
L=, b+ 4 +d b b

) ) (v
(8.5.7) O SR
(2

2 =172 (2.8 —/"/2 .

(-4

()
Lo 1209, 04172004

2 1 4 1 M
—(p/2-€'B ) (§ + )ve L ¢pIA
L’integrale su ‘h ora e’ immediato: infatti resta solo

? 2 2
Jor$a expti [axr1/2(0, 4, )- p /2 ¢, +(3 +J, )y $, 33 =
=exp{-i/2 Idx dy[jv(x)+J°(x)JDo(x—y)[ja(y)+Jv(y)J}

=exp{—i/2fJ°D°Jo} exp{—ijjoDoJo} exp{—i/ZJjODojo}

I1 primo fattore (exp{—i/Z{JoDoJ,}) altro non descrive che la propagazione
libera dei =« , non contiene altri campi (cioe’ altre variabili di
integrazione) e puo’ quindi essere estratto dall’integrale funzionale. E’
pero’ del tutto irrilevante in quanto descrive un campo libero che non
interagisce col resto del sistema. Gli altri due termini invece contengono
i campi attraverso j, . Gli esponenti si possono interpretare come
lagrangiane etficaci che descrivono i processi elementari
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S

interna denota De., che svolge il ruolo
e dipendente dall’energia. Si otttiene

ove la linea tratteggiata
interazione efficace, non 1locale

allora

(8.5.8) A ,q,g,j;"J = expl-i/2[3,D,J, 3

I@ Cq,Y /A, expli jdx£°+jj ,D,J, +1/2_[juD°j°}
2 2 ? 2
S@ €¢I expli jdx[l/Z('a,,..Pl)z +1/2(9 4, ) = fl2-e z;) (P+d) +
tel ¢ x LA+ (3,+3,)¢ +(§,+3,) ¢ 13
ora 1l‘integrale su ‘b. e CL .

calcolare esplicitamente
Con qulache integrazione per parti la

Si tratta di
1’esponente.

Esaminiamo anzitutto
parte quadratica si puo’ riscrivere come
-r -
Jax ¢ -0 -(pt-2e’A)r+2ien, VI P ) -
+ -1 -
= de dy ‘P (x) DA(x,y) P (y)

definito

ove si e’
D ' (x,y) =0-0 -( s -2& A*)-2ien.? 3 S(x-v)
A (X0Y) = L p . . 0, y

(8.5.9)

mentre la parte lineare si riscrive come
- - - +
[ax 05"+37 3¢ + €57+ 1§73

L’'integrale sui campi pionici resta il seguente:

(8.5.10)  (®CH,b I expli (ax[ay ¢'o0 D7 (x,y) ¥ (1))

- - - +
expfi [dx L(3*(x)+37(x)) ¢ (x)+(i (0)+3 (x)) ¢ (x)73
=exp(-i {dax dy [37(0+37(x)3 D, (x,y) [ (y)+3 (y)1} Cdet D}, 1

Otteniamo allora per Z 1'espressione

204, ,3,371 = 4% expt-1/2{3,D,3,3
{ocy, .23 expli [dxC ¢ (1F-mt-1/a £, F*+
+e g JLq At L+t i n
exp{-i{j D 7 3 expt-i/2{j D, 7,3

-1 =l - -
[det D 1 exp{-i fdxcj*(x)+J+(x)JDA(x,y)cj (y)+3 (y)33

(8.5.11)

_85_

e !

nota

Ben
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exp{-Tr 1n Do} exp{-tr In D } = exp{-Tr 1n ILI&I}
L’aver moliplicato per una costante e’ ovviamente del tutto irri L
perche’ si 1limita ad alterare la costante di normalizzazione 1e
naturalmente non influisce sulla fisica descritta da Z. Osserviamo 2
(8.5.12) €D,D.'1(x,y) = :
2 . -~ ’
= $ (x-y) + 2e D_(x-y)A  + 2ie %» 3, D (x-y)
§(x-y) - FLA1 D (x-y)
& "X
ove lg
i ~
- PCAl = 2e A (x) + 2ie A_D "~
-~ v
L'esponenziale in sostanza diventa ;?
' — @)
(8.5.13) exp{-Tr In D D} = exp{-Tr 1n(1-FD,)} = exp{Tr 2 (FT §
° "
i
Diagrammaticamente F denota un vertice a 1 o 2 fotc ¥~ o la
propagazione di un ¥ libero; la traccia significa integrare su S ma ed
ultima variabile. In altre parole il determinante contiene tut « loops
bosonici del tipo .S
H
’,’\\l 2 PR 1\1’ -7 g
’V\N\ , - t Il " ; + \/ ny s
N~ 1 ~_ - SN 3 /\ o
2 - &
o)
yos - =
’_\vv” -\‘ ) \v‘/ )
+ \' ) + ) f"\'“ + 1 i -+
/\~,I‘\.\_‘ /\\_’ c f\—’ﬂ\
s ? ;
da D,Da' =1-FD, cioe’ D, =D,+D,FD, che e’ una tipica

> s .

mentre D 4, segue
equazione di Dyson L61. Di qui segue
D,
= + DF D, +

(8.5.14) DA =
1 -FD
0
e diagrammaticamente
-+ ‘_—_‘{___.. + ‘_.._l(-&/_r_-_n -'-,.-Ltl—_‘{_
2 3
1\__3_-_ _._1; Z.f_af

B S V. -
i
R VAN SV
Per semplificare le espressioni poniamo = 0 (perche’ non ‘ coerente
avere scelto di lavorare nel solo spa21o di Hilbert dei nucleonl e poi
_86_
(12) e’ stato proprio

nella definizione

£61 Si noti che il segno di F
scelto in modo da riprodurre l’'equazione di Dyson.
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exp{is¢[} exp{i Idx c1 ¢+t 9+ i:*Aﬂ 13

ove 1'azione efficace ha la forma
T ”
(8.5.16) Sy = [ ax &+ L e ¥4 A, £,A7

- . n
+ jdx dy €37(x) D, (x-y) 17 (y) + 3°(x) D (x-y) 3°(y)/2} + Z (FD,) /n

La semplificazione decisiva si ottiene 1limitandoci a considerare 1
termini del secondo ordine nell’'accoppiamento elettromagnetico. Allora
osserviamo che la serie di DA si riduce ai termini 1,2,3,4, cioe’

(8.5.17) D (x,y) ¥ Dy(x-y)+ 2ief[dz D (x-z) 3 D,(z-y) A (2)
+2e’ [dz A;(z) D, (x-2) D_(z-y)
[4 A v
-4 e [dz aw A_(z) A (w) D,(x-2) ¥, Dy(z-w) 3D, (w-y)

Della serie exp{-Tr 1ln D,D:} restano invece solo i termini 1,2,3. Ma il
primo e’ chiaramente nullo, il secondo e’ una costante che rinormalizza la
massa del ¢Y e come tale e’ irrilevante, mentre il terzo puo’ dar luogo
tutt‘al piu’ a un fattore di forma. Puo’ creare problemi nelle regioni ad
alte energie, laddove il fotone ha componenti adroniche significative, e va
rilevato che in pratica i due pioni hanno uno stato risonante che e’ la f§,
quindi un tale diagramma ci dice in qualche modo che il ¥ puo’
trasformarsi in § e che e’ poi la § che interagisce con il nucleo (vector
dominance); e’ tuttavia irrilevante nel range di energie tipico della
Fisica Nucleare. Percio’ si puo’ porre

(8.5.18) exp{Tr In D, } =1

IL'azione efficace risultera’ allora descritta da
(8.5.19) Sqp= [ax €8 + Qe +e £,Y, 4, A3 +

+ {ax dy jx) D, (x-y) jiy)/2+

8.6 CORRENTI DI SCAMBIO. MODELLO PV.

Nel modello pseudovettoriale spezziamo di nuovo la lagrangiana in 3
parti, £ =0+ €7+ £ ma questa volta ¢ ha un pezzo aggiuntivo:

(8.6.1) ™ = if FUY~EETE +iefATH LY, LTxP I, G4+ T
Anche qui separiamo i '\, :
- vy
(8.6.2) L, = (3, +T,) b,
+ - - - t - - +
(35 +3)% 457 +3) & + efA" F YUY T4 T -
e f Ay YT, TN

(8.6.3) JZ"
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ove
(8.6.4) i o= - i TY, T ¢ )
Definiamo, per abbreviare le notazioni,

~vt + b o~ +
(8.6.5) J =3 +J 3 efA"qd ¥ ¥-T ¢

e l'’integrazione dei campi bosonici e’ di nuovo immediata:

(8.6.6) A | ,_q,j/"] = expl-i/2{J,D,d, 3 j OcCc%, v,Ad
exp{i {dxC ¢(if-m ¢4 - 1/4 E, F*'+e ¢, 7,4 A"
+q g +F 43 A7 1 exp{—ijjo D,J.3
exp{-i/2 [ dx dy j_(x) D, (x-y) j,(y)} Cdet D: 1
~ vo
expf-ifdx dy J (x) D (x,y) J (y)}
T
Di nuovo all’ordine e si ha det D,=1; questa volta invece nello sviluppo
di Da c‘e’ da considerare un termine in piu’: ponendo a 0 i J per
semplificare le formule si ha
(8.6.7) [ax ay ") D (x,y) 3 () F
+ - - - - -
[i"D, 37 -feta” ¥4, 7.7 D _; +jj* D, efA™Y Y Y. T4

2e’A" D, j~

e

+ fj* D, 2ieA, 37 D,j" +fj* D

4]

v -

+ (3" D,21en, 2" D 2ieA, ¥ D,j
. » . v 1 ~

+(1efA"‘+ YoV, t* ¢ D_iefaA”d Tc¥, T 4= 8,

che corrisponde ai grafici

A b b A

Naturalmente 1l‘azione efficace che cerchiamo sara’ proprio descritta da
questi vertici elementari:

(8.6.8) S, - fax el + Lo+ et ¥, f K1+ 5,
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CAPITOLO 9

TEORIE DI GAUGE

9.1 INTRODUZIONEL

Seguiremo come esempio una versione addomesticata del modello a quarks ed
applicheremo 1le teorie di gauge alla QED e alla QCD. La discussione

avverra' naturalmente ad un livello dapprima classico - intendendo con cio'
che applicheremo il concetto di invarianza di gauge ad oggetti che sono
trattati come campi classici - , per poi passare alla quantizzazione

tramite il metodo dell‘'integrazione funzionale.

L'idea di base della teoria consiste nel ricercare una lagrangiana per
i campi che sia 1la piu' semplice generalizzazione di una lagrangiana
libera, e che possieda pero' un'invarianza rispetto a trasformazioni locali
di un gqualche particolare, ma ben definito, gruppo di Lie, dove per
“trasformazioni locali“ si puo' intendere, ad esempio, trasformazioni
realizzate tramite elementi di un gruppo di Lie i cui parametri sono
funzioni (regolari) dallo spazio-tempo ad un sottoinsieme dei numeri reali.

I1 modo di procedere per 1la costruzione di queste Lagrangiane
localmente invarianti consiste nel considerare wuna lagrangiana per un
insieme di fermioni liberi, individuarne il gruppo di simmetria globale e
compiere poi gli opportuni passi per rendere quest'ultima locale.

9.2 OQED CLASSICA

\

I1 campo fermionico ¢ di cui prendiamo ora la lagrangiana 1libera e
quello dell‘'elettrone.
La densita' di tale lagrangiana e', come ben noto

(9.2.1) £x) = ¢ (iF-m) ¢ (x)

Essa origina, per l'elettrone libero, l‘'equazione di Dirac:

(9.2.2) (i -m) ¢ (x) =0

La densita' di lagrangiana e', a vista, invariante rispetto ad una
trasformazione globale della fase del campo ¢ . Vale a dire che se noi
trasformiamo il campo ﬁ—secondo la legge

(9.2.3) Lf»———> e +

con A numero reale fissato, allora i rimane invariata.

Questa possibilita‘' di trasformare il campo ¢ senza che si modifichi
la densita' di lagrangiana responsabile dell‘'equazione del moto per ¢ si
esprime formalmente dicendo che 1la densita‘'di lagrangiana di wun campo
elettronico 1libero e' invariante rispetto ad una trasformazione (globale)
elemento del gruppo U(1).

Se pero' noi avessimo trasformato il campo ¢ moltiplicandolo per una
fase che non fosse sempre la stessa in ciascun punto dello spazio-tempo,
allora non avremmo avuto l'invarianza della densita‘' di lagrangiana per il
campo elettronico libero.

Indichiamo con M lo spazio-tempo inteso come varieta' differenziabile.
I1 gruppo delle trasformazioni che mutano, punto per punto in maniera
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diversa, la fase di un campo puo' essere pensato come 1l‘'insieme delle
funzioni (sufficientemente regolari da non creare problemi)

(9.2.4) g : M---> U(1) ;X ---) g(x) = exp{iX (x)3

(A e' una funzione A : M ---> [C0,271, che possiamo pensare come parametro
di U(l) dipendente dal posto). In questo gruppo il prodotto, 1l‘elemento
inverso, etc. sono definito punto per punto su M. Ad esempio se g, e'
1'applicazione

: X ---> explid (x)}

Iy

A}

mentre g, e l’applicazione:

g, X ---> exp{il (x)3
allora il prodotto 9,° 9, sara’ l’applicazione:

9,9, * X —=7) exp{id (x)+i A (x)3

Indicheremo con € questo gruppo di trasformazioni e 1lo chiameremo
gruppo di gauge

Puo’ essere comodo pensare al gruppo di gauge come ad un oggetto

costituito da tante copie del gruppo U(l), ciascuna associata
indipendentemente ad un punto dello spazio-tempo e dove 1l‘unico vincolo fra
queste copie e’ la regolarita’ delle funzioni usate per la

parametrizzazione.

L‘azione di g : x ---> exp{id(x)} ,elemento di &, sul campo ¢ e
tale che:
3 iA(x)
(9.2.5) $(x) ---> e ¢ (x) ¥ x €M

Vediamo subito che la densita’ di lagrangiana { non resta invariata:
infatti il termine i % (x) X % (x) muta a causa della derivata che
ovviamente non si puo’ essere far commutare col fattore expCiA (x)1.

Cerchiamo allora una nuova densita’ di lagrangiana che sia invariante:
modifichiamo cioe‘ 1‘operatore di derivazione in maniera opportuna, ed
obblighiamolo a trasformarsi anch’'esso sotto 1‘azione del gruppo di gauge
G .

A tale scopo definiamo l’operatore,E’, detto derivata covariante,
(9.2.6) B o= F+iey, A"

costruito tramite 1l’ausilio di un opportuno campo A" (che e’ un campo

vettoriale rispetto alle trasformazioni del gruppo di Lorentz), il quale si
trasforma, sotto l‘azione di G, secondo la legge:

1
(9.2.7) Ax) -y KT(x) 4 ——= A (x)

€,

{e, essendo un numero reale positivo al quale si potra’ dare in seguito il
significato fisico di costante d’'accoppiamento)

La verifica che la densita’ di lagrangiana:
(9.2.8) le =t WP -m ¢ (x)

e’ veramente invariante rispetto alle trasformazioni di G e
diretto:

’

un calcolo
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$ oA + ie, X (x) 4 (x)]

va, sotto l1l‘azione di g, in

idx) - -iA(x)
e 1 (x)c;o’(e ¢ (x)) + de K(x) ¢(x) + i 2(x) ¢ (x)]

= FOrF ) + ie Mx)I 4 (x)

cioe’ resta immutato.

Vediamo cosi‘' che abbiamo potuto costruire una lagrangiana invariante
per una trasformazione di fase locale dei campi, a patto di introdurre un
campo A”* il quale si comporti in maniera opportuna rispetto alle
trasformazioni in questione. Questo nuovo campo fornisce, nella densita’ di
lagrangiana invariante /., , un termine di interazione tra 1 fermioni. 3e
noi interpretiamo A“* come campo elettromagnetico, allora cio' che abbiamo
costruito adesso, partendo dalla lagrangiana libera per i fermioni e
richiedendo 1'invarianza per una trasformazione di fase locale, altro non
e' che la lagrangiana elettromagnetica per la descrizione degli elettroni
interagenti. 1In altre parole possiamo asserire che 1l’interazione nasce da
una richiesta di invarianza locale.

Ad essere precisi alla lagrangiana f¢ manca ancora il termine cinetico
per il campo elettromagnetico; ad esso provvediamo subito.

Questo termine deve essere anch’esso invariante di gauge, ed inoltre
deve essere un scalare per guanto concerne il suo comportamento rispetto
alle trasformazioni di Lorentz. A causa della legge di trasformazione (7)
non e' possibile inserire nel termine cinetico dei prodotti contenenti A
poiche' questi romperebbero la simmetria di gauge. Il primo oggetto a
carattere tensoriale rispetto alle trasformazioni del gruppo di Lorentz,

che sia invariante rispetto a trasformazioni di G e® il tensore
antisimmetrico
(9.2.9) F., (x) =: 3 A(x) - %A _(x)

Tramite F.., si costruisce lo scalare di Lorentz F., (x) F*7(x), il quale,
moltiplicato convenzionalmente per -1/4, costituisce il termine cinetico
per il campo elettromagnetico.

9.3 QCD CLASSICA

E‘ noto che per spiegare in modo soddisfacente la dinamica dei quarks
e’ necessario introdurre un nuovo numero quantico, detto colore, in modo
tale che i quarks possano essere simmetrizati rispetto a spin e flavour. In
questo modo ad esempio le particelle del decupletto possono essere ottenute
come transiozini di spin-flip dall’'ottetto ed altri ottetti e decupletti ad
energie piu’ elevate si reinterpretano come transizioni orbitali [113.
Naturalmente moltissime analisi fenomenologiche confortano questa
conclusione.

Poiche' ogni quark puo' apparire in tre stati di colore, e’ chiaro che
questo numero quantico e’ associato a rappresentazioni del gruppo U(3). In
altre parole: sia il campo che descrive un certo quark di flavour f
(f=u,d,s,c,b,t,...?); allora

Cl1 F. E. Close, "An Introduction to Quarks and Partons", Academic Press,
Londra (1979).
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.
4&

J

(9.3.1) ‘/’4 = ‘h

+

r,v,b indicano le tre componenti del campo dei diversi colori (rosso,
verde, blu). Per esempio
1
1
0

ty

o

rappresenterebbe un quark rosso. ( Si sottolinea che ogni componente
(j=r,v,b) e' uno spinore di Dirac )

Un gquark libero avrebbe equazione del moto
(9.3.2) (i/%’—m ) ¢ (x) =0 j=r,v,b
deducibili dalla densita‘' di lagrangiana:

(9.3.3) d x) =% T OFx) (X -m ) 4 (x)
|

Questa densita' di lagrangiana risulta invariante rispetto a trasformazioni

di U(3), ed e' immmediato verificarlo poiche' U(3) e' definito come quel

gryppo*di trasformazioni che 1lasciano invariata 1la forma sesquilineare
E z, Z;.

Naturalmente il gruppo U(3) contiene un sottogruppo invariante
abeliano U(l), corrispondente alla conservazione del numero barionico, che
e’ del tutto indipendente dall‘altro sottogruppo SU(3). Sara’ solo di
quest‘ultimo che ci occuperemo (se trasformassimo anche U(l) in gruppo di
gauge ci troveremmo con un duplicato della QED di cui non <c‘e’ alcuna
evidenza).

1

Come nel caso dell’elettrone libero questo gruppo e un gruppo di
trasformazioni globali; adesso noi 1lo renderemo locale modificando la
densita' di lagrangiana come gia' abbiamo fatto nel caso precedente.
L'unica sostanziale differenza risiede nel fatto che il gruppo SU(3) non e’
abeliano. Cio‘'comportera’ che i campi, analoghi al potenziale
elettromagnetico A* , che noi introdurremo, oltre a mediare 1l'interazione
fra i quarks, avranno anche un’interazione tra di loro.

Per ragioni di generalita‘' noi, invece di usare esplicitamente SU(3)
come gruppo di gauge, faremo riferimento ad un generico gruppo di Lie
compatto G (questo gruppo G deve essere compatto per svariati motivi: ad
esempio si vuole che conservi una forma definita positiva - 1l‘'energia
cinetica - oppure che sia possibile avere ogni suo elemento come
esponenziazione di un elemento dell‘algebra di Lie del gruppo, ecc. In
linea di principio non e' necessario che G sia semplice [2] pero' noi 1lo

£2] Gruppo di Lie semplice: non contiene sottogruppi di Lie invarianti (e
non e' un gruppo abeliano)

Gruppo di Lie semisemplice: e' composto da sottogruppi semplici; vale a
dire che ci sono sottogruppi invarianti ma non sono abeliani.

Gruppo non semisemplice: contiene sottogruppi invarianti di Lie abeliani.
Ad esempio U(3) non e' semisemplice perche' contiene un sottogruppo
invariante U(1l): U(3)=SU(3)XU(1).
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assumiamo tale per semplicita’. Invero se G non e' semplice si puo'
trattare separatamente ogni suo sottogruppo invariante, associando ad
ognuno una propria "costante d'accoppiamento".)

Allora, allo scopo di riepilogare:
G e’ un gruppo di Lie (semplice) compatto;
Con %9 indichiamo la sua algebra di Lie, che supponiamo abbia m generatori.
Con T, (r=1,2,...,m) indichiamo tali generatori.

Allora un elemento. T € ﬂ si scrive

(9.3.4) T = 4, T,

1

(Indici ripetuti si intendono sommati). Poiche’ il gruppo G e compatto,

ogni Y €G (connesso all’‘identita’) si scrive:
(9.3.5) Y = expl 4, T,3

Ora facciamo diventare G un gruppo di gauge, procedendo come nel caso
dell’elettromagnetismo: prendiamo wuna copia di G in ogni punto xéM,
indichiamola con G e formiamo il gruppo

(9.3.6) G » 9¢
x *®

Volendo possiamo pensare gli elementi di (C come applicazioni da M a G e
scrivere:

(9.3.7) g(x) = expl{ 4,(x) T, 3

(in analogia con g(x) = exp{i 4 (x)} dell'elettromagnetismo), associando

cosi‘, tramite i generatori T,, un set di funzioni differenziabili
Ar: M ---> R ad un elemento del gruppo di gauge [31.

D’ora in poi, con la lettera g indicheremo indistintamente:

i) un elemento del gruppo di gauge ( .
ii) il set di funzioni A,: M --->R ad esso associato.
iii) la trasformazione che tale elemento induce sui campi, sulle derivate,

sui tensori ecc.

Torniamo ai quarks, e non riscriviamo piu’ ogni volta 1‘indice di
flavour f in quanto non e’ essenziale.

g € ¢ e’ una tasformazione di carattere locale che muta i campi:

(9.3.8) L) I(x) = Uy, ¢(x)

dove U : G --->Qutv e’ una rappresentazione (non banale) del gruppo di
Lie G, avente come carrier space lo spazio vettoriale V in cui assume
valori il campo *'. Se, ad esempio, G e’ S5U(3) e e’ il tripletto

%
+
4

C3] Si noti che, poiche’ ogni elemento del gruppo di gauge & e’'in
corrispondenza con una funzione, cio’ equivale a dire che lo spazio dei
parametri ha infinite dimensioni. Questo fatto ci dice (in wvirtu’ di un
teorema dovuto a Gleason) che il gruppo di gauge non e’ localmente
compatto.

!
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allora U sara’ una r§ppresentazione fondamentale; scegliamo quella piu’
semplice, V sara’ ([~ e

(9.3.9) Cg( ¢)1(x) = g(x) ¢ (x)

(allo scopo di non caricare di indici le formule che scriveremo, useremo
nel seguito quest‘ultima espressione invece della (8)).

Dobbiamo cercare la derivata covariante Q»' Per 1‘invarianza deve
essere
(9.3.10) gD, ¢ I(x) = g(x) (Q”q')(x)

vale a dire che la derivata di un campo deve trasformarsi come un campo.
Poiche' un campo si trasforma rimanendo "moltiplicato" per g(x), allora la
(10) e' valida se e' soddisfatta la proprieta' di trasformazione:

-l
9.3.11 DL J) = g( D C 1
( ) g(‘ﬂ g(x) /_g (x)
Scriviamo D, come:
(9.3.12) D/’= %ﬂ + Q,Ar(x)

con A_. elemento di G% (in altre parole Aﬂ e' un campo a valori
nell‘algebra di Lie del gruppo di Lie G).

Cerchiamo di vedere quale deve essere la legge di trasformazione di
affinche' sia soddisfatta la (11). 5i ha

g(D/[ 1) = '6’[ 1+ eOEg(A,)](x) C 1 = g(x) {'a/_[ 1 + eoA/‘(x)} g_'(x)
-l -\
=g(x)?% g (x) LI+ 9.C 1+ g(x) Q:A/(X) g (x)

Da cui

1

(9.3.13) g(B,)(x) = g(x) A _(x) g (%) + --- g(x) 2. g (x)

e
o

Cerchiamo infine il termine di energia cinetica. Occorre una quantita’
con buone proprieta' di trasformazione rispetto al gruppo di gauge, e cosi'
va bene, formalmente [4]

J

(4.3.14) F ,=: [D ,D 1
/A /0 4
ossia, piu' esplicitamente

1
(4.3.15) -—= Eﬂu(x) = 3/_Au(x) - 3Vé_(x) + ed[§/(x),A‘Jx)J

e
°

La proprieta' di trasformazione
(4.3.16) g(F,, ) (x) = g(x) E ,(x) g (%)
e' verificabile direttamente dalla forma (14).

Anche qui per la lagrangiana dobbiamo cercare quegli invarianti
rispetto al gruppo € che sono anche scalari rispetto al gruppo di Lorentz.
C41 Si intende 2-% -% = 0. Osserviamo che anche nel caso elettromagnetico
e' Fuy= [D.,D,] = (P.+ieA.)(° +ieA.) - (°v+ieA,)(?,+ieA,) = e(?,Av- SA L),
e questo perche’ [A,,Au] = 0.
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I piu' semplici (tali cioe’ da introdurre al piu‘’ derivate seconde) sono
due:

,'h)
TriF, ,(x) F (x)3
(9.3.17)

TefE_ ., _F*'(x) FF (x)3

Vot Lt
dove la traccia si intende fatta relativamente alle matrici nelle quali
prendono valore i campi. Il secondo invariante e' una divergenza, come puo’
essere mostrato con un noioso calcolo, e pertanto rimane soltanto il primo
quale valido candidato per la nostra lagrangiana. Scriviamo [51:

l »
(9.3.18) = ———— Tr{F (x) F (%)}
iy" 2 e-i j\.\l

Sviluppando per esteso tale espressione si ha

i 1 2 v L VM 3 r v 2 v o o»
7“(X) = 5;—1 Tr{eoA\,//‘A - e AV,’A + F_;AV,/‘A A - eoAV,rA A
o
1 »v 3 v, 3 ~ v 2 \ y 3 v, r
-eA A +eA LA - e A/_,A A + e A/_.\, A A + e,A, A, A
3 v, [4 v 4 v v
~ea a A’ +e'a a a"A -eA A A a¥-ea,a A"
o M v o M v o S v [ P
3 #V ¢ ~ v 4 v
+ q,AV.%/ A - eoAu A/ A A - e,A\,A, A A"}
— Fl" v //‘
-y AT -y @
eI
Ay - -2 c.. (A, (A, (K (A)
+ Zeo Cree (A’.)r (Au); (A : rie pqe A Yk y 9

dove le quantita' Cys¢ sono le costanti di struttura dell’algebra ﬂ R
definite dai commutatori

{9.3.19) [Tr'TsJ = Cr,ka
in maniera che (61

CA ,A 1 = [(A).T
re Ve

Lol

(A,) T3 =

= (%P)r (A,), [T, ,Tgd = C,y, (A/)r (A, T,
Terminiamo con le equazioni del moto per i campi di Yang-Mills.
L’azione e’

l v
(9.3.20) SCA 1 = - —-- Jd"x Trl{F (x) F” (x)}
> 2e! Y

o

£51 I campi di gauge dei quali stiamo scrivendo la lagrangiana “libera" si
dicono campi di Yang-Mills.

£6] Si rammenti che per un’‘algebra di Lie semisemplice di wun gruppo G
compatto si possono sempre scegliere i generatori in modo che Tr{T,} = 0 e
Tr{T,T, 3 o~ $Sic -
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Le equazioni del moto sono naturalmente date da

(9.3.21)  mmmmmmmm - 0

Ora si ha
SFY = (sa” - (8a")” 4 0 5a%A"1 + A%, §A7
mentre, per le proprieta’ cicliche della traccia,

S{Tr(F F*")3 = 2 Tr{F S(F*")3
sV V2t

cosi’
§5 1 C3F™ (y)3,
—————————— = - --- dy[F (y)1. - —-—-z—=---— =
§(AT(x)) el o § (AT (x)),
1 S 7 v M
= - oo R YU - "(x— .
= [d y{Eﬁmjy)J) - % (x y)S‘.J 31 § (x y)Sj+
+ € §7 S(x-y) 8.-1. A ()1 + Ay, T Sx-y) §i 13
2 v v
= - —;; {CE. (x)] + [F, (x),A (x)] 3
E dunque §S = 0 equivale alla condizione
(v
(9.3.22) F,," (x) + CE,,(x),A (07 = 0
vale a dire
(9.3.23) [DV,F\,T_(X)] =0

e questa e’ 1’equazione del moto in una forma molto concisa. Si noti

che

F, Y*= 0 perche’ gli indici bassi sono antisimmetrici, mentre quelli alti

v
sono simmetrici. In questo modo la quantita’

Y

]?(X) =3 F;v (x)
(che e’ uguale a - [Fgu(x),Av(x)J in virtu’ dell’equazione del moto) e
corrente conservata.

una
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CAPITOLO 10

CAMPI DI YANG E MILLS EUCLIDEI

10.1 INTRODUZIONE

Come gia’ detto nei capitoli 6 e 7 una teoria euclidea permette da un
lato di definire 1‘'integrale di Feynman-Kac in termini di una teoria della
misura coerente e rigorosa dal punto di vista matematico, mentre d‘altro
canto esiste wuna connessione ben precisa con gquantita’ fisiche misurabili
(si vedano gli esempi del capitolo V). In termini piu’ precisi una teoria
euclidea sostituisce 1’evolutore temporale usuale exp{iHt} con 1'evolutore
expf—ﬁt} (rinunciando alla struttura gruppale dell‘evoluzione temporale in
cambio di una buona definizione dell’integrale funzionale). La connessione
con la fisica si puo’ vedere a livello elementare, ad esempio _per un
problema unidimensionale, studiando 1l’'elemento di matrice <x,|exp{-Htl}|x >.
Seguendo una procedura tipica, simile a quella dei capp. 6 e 7, si vede che
questo elemento di matrice contiene informazioni circa tutti gli autostati
di H con relativi residui, ma in pratica, volendo fare un esempio banale,
puo’ essere sufficiente osservare che al 1limite t ---> o lo stato
fondamentale sara’ quello dominante, dato che

<x#|exp[—Ht]|x;>=exp[—E°t]{ g'<x4|n>(n|x;>exp[—(E”fE°)t]}
con E -E_ > 0 per n # 0, dimodoche’ al limite
<x£|exp[—ﬁt]|x;> & (x 0> <O|x,> expL-E,t]

A
D'altro canto (x‘lexpE—Ht]|X;> si puo’ scrivere in termini di path
integrals pur di porre

ifdt x/2m - V(x) 13 ~fdtrx*/2m + V(x)1

(10.1.1) {OCx1 e > [orxa e

I1 limite classico e’ naturalmente dato dal metodo della fase stazionaria,
cioe’

A
(10.1.2) (x:lexp[—HtJlx;) = exp{-SCx_ 13
ove X, e’ la soluzione di
¢ x" ..
(10.1.3)  -—-—-—-- &dt[——— + V(x)1 = 0 ===> mx - V(x) =0
Sx(t) 2 m

con le opportune condizioni al contorno. E‘ da sottolineare il fatto che
questo corrisponde alle equazioni del moto classiche con il potenziale

rovesciato.

Se un potenziale V(x) e’ tale da avere un solo minimo in x=0 e tale
che V(0)=0 (condizioni ottenibili con una traslazione e con 1l’aggiunta di
una costante opportuna) allora l’unica soluzione della (3) corrispondente a
un‘azione finita sara‘’ x(t)=0, che corrisponde a una azione classica 5,=0.
Se V(x) e’ simmetrico, cioe’ V(x)=V(-x) e ha 2 minimi in +a, allora non
solo esistono le due soluzioni x(t)=cost=t+a, corrispondenti ad una azione
nulla, ma esiste anche una traiettoria classica x(t) tale che X(-®)=-a e
X(+o0 )=+a (istantone) con azione non nulla (strettamente positiva).
Ovviamente tale traiettoria e’ permessa nella teoria euclidea (cioe’ con il
potenziale rovesciato), mentre e’ proibita nella teoria di partenza.
Fisicamente corrisponde ad wun effetto tunnel tra i due minimi del
potenziale. Si noti che 1le soluzioni istantoniche provengono dall'aver
fatto variare anche le condizioni al contorno nell’integrale funzionale. In
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altre parole tali soluzioni provengono da un integrale funzionale non
condizionato.

10.2 L‘AZIONE DI YANG-MILLS EUCLIDEA

Cerchiamo di applicare 1‘idea precedente al caso del campo di
Yang-Mills libero. Scriviamo cioe’

h4 v
(10.2.1) s - jd“x Tr F F”
v

avendo ovviamente richiesto una metrica euclidea e trascurato 1le costanti
di accoppiamento. E’' chiaro che in una teoria euclidea

(10.2.2) S > 0
e che le soluzuioni stazionarie si ottengono da

(10.2.3) $s™ - o

1

Una soluzione particolare, del tutto ovvia, e
(10.2.4) F =0

che naturalmente otteniamo non solo da A = 0, ma anche da tutti i campi A
del tipo -~ -

-1
(10.2.95) %P(x) = g(x)?&_g (x)

ove g(x) e’ una funzione (almeno) continua e derivabile a valori sul gruppo
di gauge. Questa soluzione corrisponde ovviamente al caso di azione nulla:

(10.2.6) s™ - o

L‘analogia con le soluzioni descritte nel paragrafo precedente e’ ovvia: ci
troviamo di fronte alla soluzione nulla del campo. Cio’ che vale la pena di
rilevare e’ che c‘e’ un’‘intera varieta’ nello spazio funzionale delle A,
corrispondente al minimo di S. Questo c'era da aspettarselo fin dal
principio dato che S non e’ alterata da una trasformazione di gauge. Il
problema che vogliamo affrontare e’ pero’ se tale soluzione e’ "unica" (a
meno naturalmente di una trasformazione di gauge), se cioe’ non esiste
un‘altra configurazione F.. del campo non nulla, associata ad un‘azione
S’y 0 (strettamente) ma tale da rendere wugualmente stazionaria 1'azione
(in altre parole se¢ non esistono istantoni).

Prima di affontare il problema della ricerca del minimo dobbiamo
caratterizzare meglio la classe delle funzioni sulla quale dovremo fare poi
la variazione. Anzitutto restringeremo il campo delle ?ﬁd a quelle che

danno wun‘azione finita (condizione questa necessaria se si vogliono fare
ragionamenti semiclassici). Facciamo 1‘'ipotesi (semplificativa, ma assai
piu’ restrittiva del necessario) che F,, sia sviluppabile, asintoticamente,

in potenze di 1/r, con r‘= ¥;x’, ovviamente per r ---> @ |, Allora
4 v
(10.2.7) s= Tr{d'x F_F* ¢ ® ===>F,_ = & (1/r)
Pakd A
Di qui naturalmente non segue A, = I (1/r®) ma
- 3 -
(10.2.8) A = O /) + gx, g7t (x)

ove g(x) e’ una generica funzione a valori sul gruppo di gauge ma beninteso
definita per valori di r grandi (--->¢ ), Non c‘e’ bisogno cioe’ che g(x)
sia definita su tutto R* perche’ sia riprodotta la (7), che e’ solo wuna
proprieta’ locale. In altre parole basta che g sia una funzione definita su
una sfera di raggio infinito (e al piu‘’ in un piccolo strato attorno a
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detta sfera per 1 casi in cuili vogliamo poter fare anche le derivate
radiali). Se specifichiamo il gruppo di gauge ad essere SU(2) ci interessa,
nella (8), una applicazione

3

g : S (r-—->00 ) ---> 8U(2)
Ripetiamo che se g e’ definita su detta sfera ed 1ivi continua ed
invertibile allora la (8) implica necessariamente la (7).

Il motivo per cui ci siamo ristretti a SU(2) e’ che 1lo spazio dei
parametri del gruppo S8SU(2) e’ wun gruppo a 3 parametri (ad esempio gli
angoli di Eulero) definiti in un sottoinsieme compatto di R® con inoltre
la condizione <che una rotazione di 4T deve essere coincidente con la
rotazione nulla. Questo fa si’ che lo spazio dei parametri di SU(2) sia
topologicamente equivalente ad wuna sfera in 4 dimensioni. Dunque ci
interessa un automorfismo di S® su S*:

3 3
g:8 ---> 8§
3
ove il primo S e’ la sfera all’'infinito nello spazio euclideo ed il
secondo e’ lo spazio dei paramentri di SU(2).

Il problema che ci poniamo ora e’ se esiste una trasformazione di
gauge tale che

_ -1 2 L _ 2
A, =gx)d g7 (x) + (L) > A, = J (1/e?)
naturalmente tale relazione dovendo valere per grandi r.

Sia allora h(x) una trasformazione di gauge definita su tutto mﬁ ed
ivi derivabile. Allora

-l -1 -
(10.2.9) A --—=> A’ =h Ah + h?oh = hg? C(hg)™'3 +O(1/rH)
Ve Ve e » ”~

da cui appare chiaro che basta porre h = d” ed il gioco e’ fatto, purche’
pero’ la funzione g che noi abbiamo definita sulla sola sfera all’infinito
possa essere estesa ad una funzione definita su tutto R4 ed ivi continua
(ovvio dato che h deve essere addirittura derivabile). Se allora tale h
esiste, avra‘’ una restrizione su S%(r=00). Siccome h e’ continua possiamo
dire che facendo variare il raggio della sfera da un r (eventualmente
tendente all’infinito) a r-$r la funzione h definita sulla sfera deve
deformarsi con continuita’.

Definizione: Due funzioni f e g definite tra due spazi topologici si dicono
omotopiche se una puo’ essere trasformata nell’altra per mezzo di
una deformazione continua. Chiaramente la relazione di omotopia

e’ una relazione di equivalenza e gquindi potremo dire
alternativamente che f e g appartengono alla stessa classe di
omotopia.

Con tale definizione dire che che h e’ continua equivale a dire che le
restrizioni di h su due sfere S *r, ) e S¥(r,) sono due funzioni omotopiche.
Cio’ e’ vero per ogni r. Dunque da un lato possiamo mandare r, all‘infinito
e concludere che una restrizione di h a una sfera deve essere omotopica a
g-', e dall’altro possiamo mandare r,a 0. Ma siccome h e’ continua, 1la
restrizione di h ad una sfera di raggio nullo e’ ovviamente una costante
non nulla (per garantire 1‘invertibilita’). Dunque per la proprieta’
transitiva g-' deve essere omotopica ad una costante. Siccome poi una
costante puo’ essere trasformata con continuita’ nell’'identita‘ segue che
g~ e di conseguenza g (beninteso su 5%*) devono stare nella medesima classe
di omotopia dell’identita’.

-y 2 ,

Dunque riassumendo abbiamo dimostrato che A/.= g?3.g + ©(1/r") puo

essere ricondotto (via trasformazione di gauge) a un A:p =9 (l/r*) se e
solo se g(x) su S (r=c) e’ omotopica all’identita’.
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10.3 WINDING NUMBER SU U(1l)

Il problema lasciato aperto dal paragrafo precedente e’ chiaramente
quello di vedere se e quando g(x) puo’ essere omotopico all’identita’. Cio’
puo’ essere visto assai meglio, anche graficamente, 1in un modello
semplificato come l‘elettrodinamica in due dimensioni. Allora tutto rimane
come prima salvo che il gruppo di gauge sara’ U(l) e la sfera all’‘infinito
sara’ S*r=ew), cioe’ un semplice cerchio. Lo spazio dei parametri di U(1)
sara’ [£0,271 1, con 0 e 27 identificati e quindi e’ di nuovo un cerchio S32.

Alcune applicazioni tipiche g : §! ---> §* sono:
(10.3.1) §2(e) =1

(10.3.2) g e) = e'®

(10.3.3) g (e) = g 611" = e

(si noti che in (3) n e’ un intero perche’ g(0)=g(2W ) ). n prende il nome
di winding number. E’' evidente che per n = 0 tali curve non sono omotopiche
all’'identita‘’. Descriviamo ad esempio IR? in coordinate polari ed
estendiamo g a tutto R* ad esempio in maniera banale:
ing
g (r,® ) = e

e’ evidente che l‘origine e’ un punto singolare. Possiamo bensi’ alterare
la singolarita’ ma non eliminarla. Infatti 1'unico modo per eliminarla
sarebbe moltiplicare 1l’esponenziale per r o qualcosa di analogo, che pero’
implicherebbe g(r=0)=0, il che e’ impossibile perche’ su g richiediamo
anche 1‘invertibilita’. Questo ci da‘ un‘idea di cio’ che succede in
pratica, naturalmente rinunciando a un trattamento matematico rigoroso:
semplicemente A = gs.g"' e’ wuna funzione che puo’ essere singolare
nell ' origine. Ne segue che F,,= 0 ovungue tranne che a r=0 ove F.. e’
singolare. Allora 1‘'integrale d‘azione ricevera’ un contributo nullo da
tutti i punti dello spazio tranne che dall‘origine, dove sara’ concentrata
tutta la densita’ di lagrangiana. In altre parole il campo ha una sorta di
"carica topologica" nell‘origine, che fa si’ che 1’azione possa nel
complesso essere non nulla.

n e’ dato da
¥
i d _
(10.3.4) n = ___Icis g - g

21 5 de

che e’ banalmente verificato dalle nostre funzioni g . Dimostriamo ora che
se g(e ) e’ deformata con continuita’ n resta invariato. Proviamo
ovviamente con una deformazione infinitesima, che per comodita’ scriviamo
come

§g=14Ag
con A infinitesimo reale definito su S1 (e quindi con 1le condizioni al
contorno A(0)=42(2F ) ). Un calcolo immediato mostra che
d - da
(10.3.5) $ (g --g )= -i ---
de de

Ne seque, usando la condizione di periodicita’ di L ’
2T

d 1 dA

1 -
(10.3.6) Sn=--- Ide S(g‘ -- g ‘ )y = ——— |de --- =0
2T de 2T de

rm

v
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Da questa relazione segue che la definizione (4) puo’ essere estesa a
gualunque funzione e caratterizza la classe di omotopia. Naturalmente la
dimostrazione non e’ rigorosa, perche’ manca un punto importante, se cioe’
tutte 1le <classi di omotopia sono descritte dalle nostre funzioni g“is ).
Diamo questo fatto per scontato senza provarlo, ma ci limitiamo a renderlo
plausibile osservando che n conta in pratica il numero di giri che fa la
funzione intorno all’origine, e che questa e’ una caratteristica topologica
della funzione.

Diamo una proprieta’ delle classi di omotopia che ci sara’ utile in
sequito: se g=g9,-g,, allora n=n,+n, (con ovvio significato dei simboli).

Questa proprieta’ potrebbe essere dimostrata in maniera diretta,
riconducendo 1le g al loro archetipo (3) e calcolando esplicitamente n, ma
una simile procedura sarebbe troppo caratterizzata dall'essere U(l) il

gruppo di gauge. Un‘altra tecnica di dimostrazione assai piu’ facilmente
generalizabile e’ la seguente: deformiamo g, con continuita’ in modo che
gs=1 per 0<©® <M, in modo che tutto il contributo al winding number venga
dall‘altro mezzo cerchio, e similmente deformiamo g, in modo che gz=l per
MW <CO<2w . Allora

iy

i 7 d . i d
n = --- J de g, -- 9, + --- J deg, -- g,
2T de 2T de

Siccome quando g,, =1 non c’‘e’ contributo all’integrale, in entrambi gli
integrali e’ contenuto 1’intero contributo al winding number di g, e di g..
Di conseguenza gli integrali al 2° membro sono rispettivamente n, ed n,, da
cui segue il teorema.

10.4 WINDING NUMBER SU SU(2)

Ritorniamo al caso di SU(2), con g : S ---> SU(2). Sappiamo che un
generico elemento di SU(2) si puo’ scrivere come

(10.4.1) g=a+1ib
con a2 + bz = 1, il che mostra se ancora era necessrio come lo spazio deil
parametri di SU(2) sia isomorfo a una sfera in 4 dimensioni. Definiamo
anche qui delle funzioni "“tipo":
)
(10.4.2) g (x) =1
(s .
(10.4.3) g’(x) = [x,+ i & xI/r
(w) (O} n
(10.4.4) g(x) =LCgi(x) 1

3 2 rs
Osserviamo che g“%x) e’ l'applicazione identica da S a S (mentre g (x) e’
caso mai 1'applicazione nulla, lo zero). Definiamo il winding number come

1 1 \ - S k -1
(10.4.5) n = --——- - Sde.d9,d9, Trg, 99 9 ' g'éjg g g
247" d !

ove d e’ la dimensionalita’ della rappresentazione in cui sono definite le
g (nel caso precedente U(l) la dimensionalita’ era 1, perche’' U(l) e’
abeliano), le ©:; sono i parametri del gruppo, comunque scelti, e V= R/l
Si noti che la (5) non dipende dalla particolare scelta dei parametri del
gruppo. Se infatti facciamo un cambiamento di variabile 1lo Jacobiano
proveniente da T de; e’ compensato esattamente dalla trasformazione di
S 2TV ‘
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Teorema: n e’ un invariante topologico.

Infatti sia § g=g 25(x) T,.=9 $T (con A% infinitesime e che obbediscono
alle consuete condizioni di periodicita’). Allora si trova banalmente

$(g7, gt ) = -g(", $T)g"'
Usando la proprieta’ ciclica della traccia si ha
ik - -
§ noc [de do ds, £ Trag o9 g (35T

e dalla identita’

0=1.(q g ) = g%jq" + (%9) g
segue ancora
ik -
g‘notgda,daldgt s Tr D;g"éa.q’ékXT

Integriamo per parti su ©, . Il termine finito si annulla per le condizioni
al contorno su 2% , mentre l’integrale rimanente avra’ un 9;9 oppure un
.7 e questo e’ annullato dall’antisimmetrizzatore g% | Quindi

dn =20
Di conseguenza n e’ caratterizzato solo dalle proprieta’ topologiche di g.

A questo punto basta calcolare n sulle gﬁ%x) (dando per scontato che
non esistono altre possibilita’, cosa questa che trascuriamo di dimostrare
per non cadere troppo nella matematica). E’ chiaro per per g™ x) si ha n=0.

Quanto a gﬁ{ questo e’ l‘applicazione identica, e dunque e’ costante su
tutta la sfera. Basta quindi calcolarlo in un punto e moltiplicare per la
superficie della sfera, che e’ 2TT% E‘ tuttavia inutile dire che i
coefficienti di normalizzazione del winding number sono scelti in modo che
g’ abbia winding number 1. Infine anche qui vale la proprieta’ che se
g = g4-g,, allora n=n, +n, (la dimostrazione data nella sezione
precedente era non casualmente sufficientemente generale da Poter essere
usata anche in topologie piu’ complicate). Dunque g™x)=g"(x)...g7(x)
implica che il winding number e’ 1+...+l=n.

Riassumiamo allora quello che abbiamo scoperto. La condizione S{®
impone per A, un andamento asintotico del tipo g(x).g'(x)+9 (1/r?). I
vari g(x) sono caratterizzati dal loro winding number. Dati due andamenti
asintotici g(x)?2,.g™(x) e h(x)9,h™(x) questi sono equivalenti, nel senso che
possono essere trasformati 1‘uno nell’altro per trasformazioni di gauge, se
e solo se g e h appartengono alla stessa classe di omotopia, cioe’ se hanno
lo stesso windinig number. Dato che una trasformazione di gauge non puo’
alterare la fisica (cioe’ il valore dell‘azione) ne segue che le proprieta’
fisiche asintotiche di %ﬁsono governate dal solo winding number.

10.5 CONNESSIONE TRA A E WINDING NUMBER.

Come abbiamo visto il winding number caratterizza 1le proprieta’
asintotiche di A,. Cerchiamo ora di esprimerlo proprio in termini di A_., o
meglio ancora, se ci riesce, in termini di E“J, che cosi’ e’ manifestamente
gauge-invariante. Definiamo il vettore

10.5.1 J = 2/d & Tr CA_2A_+2/3 A, A_A
¢ ) Vadl '“"S-‘o- A v g GJ

Questo vettore non e’ definito a casaccio: da un lato vogliamo proprieta’
asintotiche ben precise, in modo da connetterlo in maniera banale con il
winding number. Ricordando allora la (10.2.8) e’ ovvio che occorrera’ un



_98_

term%ne trilineare nei <campi. In questo modo, osservando che il primo
te(mlne-(blllneare) va a zero piu’ rapidamente, inserendo 1‘andamento
asintotico si ha

4
(10.5.2) J --=> -— €& TrCg? § g9  g>g 1
M opmm 34 ~VET T9  T%T 939

Questa relazione ci permette di legare il winding number alle proprieta’
asintotiche di J

3
(10.5.3) n = ——-—-—- Jd s r g%
/A

1

ove S e naturalmente 1la sfera all’infinito e ?, e’ il versore
perpendicolare alla sfera. L’idea e’ ora quella di trasformare 1‘’integrale
di superficie in un integrale di volume:
3’\ ”~ (1 m
fa'st, g =jdx 3.0

Ora e’ facile osservare che il primo termine di {P e’ stato scelto in modo
che

1 ~
(10.5.4) 3 3%z -—— 1 r Y
Ve d Vaikd

Allora il teorema di Gauss-Green ci porta immediatamente ad esprimere n

come un integrale di volume sui campi fisici f;u ek,

1 ¢ ~ )
(10.5.5) - Xd x Tr F F7 = 32T n
d Ve

10.6 ISTANTONI.

Torniamo ora al problema di minimizzare l’azione. Usiamo ora il fatto
che la teoria e’ euclidea. Questo ci permette di dire che

~ v N
(10.6.1) Tr C(F -F ) (F7 -F" )1 >0
Y /V/ e
Di gui segue
v A ~
Tr (F F +F_ F*’) > 2 Tr (F_F’)
fav Vad S

e siccome Tr(EJ)=Tr(§N) segue la relazione fondamentale

(10.6.2) Tr (F _F*") > Tr (F_F"")
Vad ot
Naturalmente ci riduciamo ad una eguaglianza se
(10.6.3) F’v = + E,v
(in realta’ 1la soluzione col segno + e’ ovvia, 1l’altra si ottiene

utilizzando un po’ di identita’ di Jacobi). Le due soluzioni prendono il
nome di soluzioni autoduale e antiautoduale. Nella (2) osserviamo ora che
l1'integrale di volume del primo membro altro non e’ che l‘azione (a parte
costanti), mentre il secondo membro, come abbiamo visto, in pratica e’ il
winding number. Allora sistemando tutti i coefficienti si ha

(10.6.4) S> 8dT n
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Riassumiamo la situazione. Abbiamo visto quanto segue:

1.

Se in una usuale teoria (minkovskiana) un potenziale ha due minimi
uguali wuna particella puo’ passare dall‘uno all’altro per effetto
tunnel. L’effetto quantistico e’ wuno splitting del livello
fondamentale.

Nel passare alla teoria euclidea dobbiamo porre V ---> - V.
Troviamo che esistono soluzioni classiche (che rendono stazionaria
1‘'energia anche rispetto alle condizioni al contorno) costanti
x(t) = +a e in piu’ soluzioni istantoniche che corrispondono
alla transizione da un minimo all‘altro e sono il corrispettivo
dell’'effetto tunnel nello spazio minkovskiano.

Passando alla teoria di Yang-Mills richiediamo che 1l‘’azione sia
finita. Cio’ implica A>=g?’g" + O (1l/rY).

I campi A . sono caratterizzati (suddivisi in classi di
equivalenza) dal loro winding number, e cosi’ pure F .
”neo

Siccome una variazione continua di A, non altera n, ne segue che
potremo minimizzare S separatamente in ciascun settore a winding
number definito, ottenendo naturalmente diversi stati stazionari,
caratterizzati da n.

Se la teoria e’ euclidea allora per ogni classe di equivalenza
S>»8dTW n

e l'uguale vale per

F = <+ F

Vi Fakd
Dunque n=0 significa S=0 e quindi equivale, nel caso minkovskiano,
alla soluzione costante intorno al minimo del potenziale (che
ovviamente e’ F,, =0); i casi n=1,%2,3... equivalgono a soluzioni
istantoniche in cui il sistema (minkovskiano) transisce per
effetto tunnel, da un minimo all’altro. Esistono cioe’ una
infinita’ di minimi (nel linguaggio della meccanica quantistica
stati fondamentali) attorno ai quali si puo’ sviluppare una teoria
delle perturbazioni. In altre parole esistono infiniti vuoti
degeneri caratterizzati dal winding number.

Naturalmente l‘effetto tunnel rimuove la degenerazione, a prezzo
di introdurre un nuovo parametro. Cio’ avviene in analogia con il
caso del potenziale periodico in un metallo, dove gli infiniti
punti di minimo tutti degeneri sono trasformati in una banda. Nel
nostro caso si puo’ dimostrare che 1la densita’ di energia E/V
dipende da un parametro ( @) e che e’ data da

(10.6.5) E/V - cos® exp [-5_ 1

ove So e’ l‘’azione associata a un istantone.

Infine e’ possibile trovare una espressione esplicita per 1'istantone

C11 A. A. Belavin, A. M. Polyakov, A. S. Schwarz e Yu. S. Tyupkin, Phys.

corrispondente a n=1. Infatti Belavin et al. [11 hanno provato che
l1'equazione

I;u=1:/“*"
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ammette come soluzione

) -1
10.6.6 = e — ()
( ) A - 9 (09, ")

0Oy
g essendo, come gia’' detto,
()
g (x) = (x,+ i6°x)/r

f e’ una costante legata alla dimensione spaziale dell’istantone.

10.7 GENERALIZZAZIONI.

Per concludere questa discussione diamo solo brevemente alcuni

risultati su come 1le nozioni introdotte si possno cstendere a gruppi di
gauge diversi.

E’ facile provare che se il gruppo di gauge e’ U(l) (in 4 dimensioni
ovviamente!) ogni applicazione g : s¥---> U(1) e’ deformabile con
continuita’ a un punto. In questo caso dunque non ha senso parlare di

winding number (o se si preferisce questo e’ sempre 0) e in conseguenza
l’elettrodinamica non ammette istantoni.

Passando a gruppi di simmetria piu’ generali, osserviamo anzitutto che
se un gruppo non e’ semisemplice, 1le parti abeliane sono tutte
corrispondenti a gruppi U(l), e questi non portano istantoni. Si puo’ poi
dare un teorema valido per i gruppi semplici, dovuto a R. Bott [C23:

Teorema: Per ogni gruppo di Lie semplice G, ogni applicazione continua
g : 5*---> G si puo’ deformare con continuita’ a una applicazione
da S* a un sottogruppo SU(2) di G.

La conseguenza di questo teorema e’ ovvia: tutti i1 risultati precedenti
dati per il gruppo SU(2) si estendono immediatamente, senza nemmeno dover
cambiare qualche coefficiente o qualche T ai casi piu’ generali e di piu’
comune interesse fisico (ad es. SU(3) di colore).

£C21 R. Bott, Bull. Soc. Math. France 84(1950)251



