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Capitolo 1

Esercizi

1.1 Effetti fondamentali

1.1.1 Dilatazione temporale - 1

A quale velocita rispetto alla Terra deve viaggiare un’astronave per accumu-

lare un ritardo pari a t, =1 s al giorno?

Indicati con t, e t7 i tempi registrati da due orologi posti, rispettivamente,
sull’astronave e a Terra, dal momento che il ritmo dell’orologio sull’astronave

risulta dilatato, si ha:

t
te = —.
/‘)/
Inoltre, poiché deve essere:
lr = ta + tr7
in base alla (1.1), si ha:
t 1
tp —t, = — = tr (1——>:tr
Y
i.e.
t, 1 2
- E
tr v c?

da cul si ricava:

Ricordando che un giorno equivale a 86400 s, si ottiene:

& 86400

1

(1.1)

1 2
Yo \/1 - (1 - —) —/1—-(1—1.157 x 10-5)2 = 4.811 x 10~
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ie., v=1433.74 km/s.

1.1.2 Paradosso di de Sitter

Consideriamo un sistema binario, posto a distanza D dalla Terra, costituito
da una stella Sy che percorre, con wvelocita v, un’orbita circolare di raggio
R intorno a una stella Sy di grande massa. Sia T il il tempo impiegato da
S1 a compiere un’orbita. Calcolare il tempo apparente At che S impiega a
muoversi dal punto A al punto diametralmente opposto B della sua orbita
(cfr. Fig. 1.1), i.e., Uintervallo di tempo che intercorre tra gli istanti di
ricezione sulla Terra dei segnali luminosi emessi da S nelle posizioni A e B.

A
S
------------ A i
Terra
B
Figura 1.1: Illustrazione del paradosso di de Sitter
Notazioni:

e {y = istante in cui S; emette la luce da A;
e 1, = istante di arrivo sulla Terra del segnale emesso a %;
e t/ = istante in cui S; emette la luce da B;

e tp = istante di arrivo sulla Terra del segnale emesso a t'.
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Utilizzando la regola di composizione Galileiana delle velocita, e facile vedere
che risulta:

; VD2 + R? ; _T+\/D2+R2
AT c—v B_2 c+v

per cui:

T VDR VDR
2

c+wv c—v

c+v c—

T 2vvD?+ R?
B (1.2)

T 1 1
:§+VD2+R2( )

N. B. - nellipotesi D >> R:

T 2vD
Al=5 -G53

c"— v

In base alla (1.2), il semiperiodo apparente At puo essere:
1. uguale a zero — S; sembra trovarsi simultaneamente in A e B;

2. negativo — S; occupa prima la posizione B e poi quella A, i.e., percorre
I’orbita in senso inverso.

Entrambe questi casi sono paradossali. Se, pero, come postulato da Einstein,
la velocita della luce ¢ indipendente dal moto della sorgente, si ha:

; v D?+ R2 ; T+ v D2+ R?2
A= —"T7T-—7 B=F+t—,
c 2 c

per cui, risulta:

T
At = —
2

e il paradosso svanisce.

1.1.3 Dilatazione temporale - 2

Un’astronave viaggia a velocita B = 2/3 verso una stella distante dal Sole
L =15 anni-luce. Calcolare la durata del viaggio:
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1. per un osservatore sulla Terra;

2. per l'equipaggio dell’astronave.

1. osservatore terrestre:

L 15¢ 45
tr=2== = = =22.5 anni
T T @3 2 i

2. osservatore sull’astronave:

tazizt—T:22.5 X \/1—1—121.68anni
Yyu ooy 9

1.1.4 Righello inclinato

Nel suo riferimento di quiete, un righello di lunghezza L = 1 m risulta incli-
nato di un angolo 6 = 30° rispetto all’asse x. Quale deve essere la velocita
v lungo x di un osservatore O’ perché il righello gli appaia inclinato rispetto
all’asse ' di un angolo 8 = 45°7 Qual & la lunghezza del righello misurata

dall’osservatore O’ ?

Poiche 'osservatore O’ ¢ in moto lungo la direzione xz — 2/, si ha:

L,
L =1L, L ==
~
per cui:
L L
tan 0’ = —% =~ =~ = v tan6
i.e.
1 tand
v tan6’
Quindi:

(1.3)
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Per quanto riguarda la lunghezza del righello misurata da O’, si ha:

P

sin 0’

i.e., poiché nel riferimento di quiete del righello:
L,=L,=Lsinf=1xsin(r/6) =0.5m

abbiamo: 05 05
L' = - = —— =0.707 m.

sin(m/4)  1/y/2

N.B. - La lunghezza misurata dall’osservatore O’ puo essere ottenuta anche
nel modo seguente. In base alla (1.3)

L= ()2 + (1) = \f(La/7)2 + (L) (14)

e il fattore lorentziano risulta essere
B 1 N 1
V1= (/e /1—(0.817)2

per cui, dalla (1.4), si ottiene:

~ = 1.733

L' ~ /(0.866/1.733)2 + (0.5)2 ~ 0.707 m

1.1.5 No contrazione trasversa

Due righelli di lunghezza pari a 1 m, A e B, si muovono ['uno verso l’altro
come mostrato nel figura sotto. Alle estremita del righello A sono posizionati
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due pennelli. Usare questa configurazione per mostrare che nel riferimento
di un righello, [’altro ha ancora la lunghezza di 1 m.

Assumiamo che i pennelli siano in grado di lasciare dei segni sul righello B,
se B (A) & abbastanza lungo (corto). In base al Principio di Relativita, i
riferimenti rappresentati dai due righelli sono equivalenti, quindi, se A vede
B piu corto (o piu lungo, o uguale a sé stesso), allora anche B vede A pin
corto (o piu lungo, o uguale a sé stesso). Il fattore di contrazione deve essere
lo stesso quando si passa da un riferimento all’altro.

Assumiamo che A veda B accorciato. Allora B non coprira 'intera lunghezza
di A e, quindi, i pennelli di A non lasceranno alcun segno su B (Fig. 1.2
pannello sinistro). Anche B deve vedere A accorciato, per cui, in questo
caso, 1 pennelli trasportati da A lasceranno dei segni su B (Fig. 1.2, pannello
destro). Otteniamo, quindi, una contraddizione; questo anche nel caso in cui

Figura 1.2: Il punto di vista di A (sinistra) e quello di B (destra).

assumiamo che A veda B allungato. Rimane soltanto la terza possibilita:
ciascun righello vede ’altro di lunghezza pari a 1 m. Ovvero, non si ha
alcuna contrazione nella direzione traversa del moto.

1.1.6 Gran premio di treni - 1

Due treni, A e B, ciascuno di lunghezza propria L, si muovono nella stessa
direzione con velocita, rispettivamente, f4 = 4/5 e fp = 3/5. 1l treno A
parte dietro quello B. Dal punto di vista di un osservatore in quiete, quanto
tempo impiega A a superare B?

NB - il tempo t, richiesto dal sorpasso e l'intervallo tra listante in cui la testa
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di A appaia la coda di B (evento FEy) e quello in cui la coda di A s’allinea
alla testa di B (evento Es).

Fattori lorentziani di A e B:
1

per cui, rispetto all’osservatore in quiete:

1

5 5
3 4

L 3 L 4
YA ) YB 5

Perché sopravanzi B, il treno A deve percorrere un tratto pari a:

7
s=LatLp=;L

Rispetto all’osservatore in quiete, la velocita relativa dei due treni e:

c
V=104 —Up = =
per cui:
N 174 3
v c/5 c

1.1.7 1l viaggio dell’astronave

1l pilota di un’astronave che viaggia con velocita 5 = 0.6 passando vicino alla
Terra aggiusta il suo orologio in modo che segni le 12:00. Mezz ora dopo,
come misurato dal pilota, l’astronave giunge su una stazione spaziale, ferma
rispetto alla Terra. Qual é il tempo segnato dall’orologio della stazione?
Secondo 1l pilota, a quale distanza si trova la stazione dalla Terra? E secondo
un osservatore sulla Terra?

Giunto sulla stazione, il pilota invia un segnale radio alla Terra. Quando
il segnale arriva, quale tempo segna [’orologio dell’osservatore a Terra? E
l’orologio del pilota?

Dalla formula della dilazione temporale, abbiamo che l'intervallo di tempo
misurato dalla stazione e:
30

Aty =7 Aty = ———— = 37.5min
1—(0.6)2
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per cui, quando 'astronauta giunge sulla stazione, I’orologio di quest’ultima
segna le 12:37 e 30 secondi.
La distanza Terra-stazione misurata dal pilota eé:

d=vAt,, = FcAtys = 0.6 x3x10° x 30 x 60 = 3.24 x 10® km,

mentre, poiché I'orologio della stazione e in quiete rispetto all’osservatore a
Terra, secondo quest’ultimo questa distanza e:

d =vAty = FcAty =0.6 x 3 x 10° x 37.5 x 60 = 4.05 x 10® km.

Secondo 'osservatore a Terra, il segnale radio inviato dall’astronauta impiega

d  4.05 x 108
/ == —-————— 3 pu— 1
At = . 5% 10° 1.35 x 10° s = 22.5 min,

per giungere a Terra, e, quindi, arriva quando l'orologio dell’osservatore a

Terra segna le 13:00 (12:37:30 + 0:22:30). Secondo il pilota, invece, il tempo
impiegato dal segnale per giungere a Terra e:

d 3.24 % 10° , ,
At:Z:W:108X1O S:18m1n,

ovvero, quando il suo orologio segna le 12:48.

1.1.8 Decadimento in volo dei muoni

Con riferimento al decadimento in volo dei muoni, si chiede a quale velo-
cita esst devono muoversi all’interno di un tubo di lunghezza L = 2 km per
emergere dimezzati in numero.

[’andamento nel tempo del numero di muoni sopravvissuti ¢ descritto dalla

seguente funzione:

N(t) = N(0) exp (—;) (1.5)

dove N(0) & numero iniziale di muoni e 7 (~ 2.2 us) ¢ la vita media (a
riposo) del muone. Ai muoni che si muovono con velocita v il tubo appare
di lunghezza L' = L/~ e, quindi, per percorrerlo impiegano un tempo pari a
L’ Jv. Per cui, in base alla (1.5), si ha:

N on () won (-1
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Dalla condizione che alla fine del tubo giungano solo la meta dei muoni
iniziali, si ottiene:

N(O) 2 YUT 2

ie.

L =1In2 = L — o= v

T 7 1In2 1— (v/c)?
da cui si ottiene: N
YRR T

Poiche

L 2 x 103

T Tm2 T 22 10—61 oo = 1312 X 10 mfs D472
risulta: a1 .
p= 22X g 99 x 108 m/s

1+ (4.372)2

1.1.9 Gemelli diversi

Un osservatore O’ si muove con velocita B = 0.8 rispetto a un laboratorio
posto sulla Terra, dirigendosi verso a-Centauri, una stella che dista d = 4
anni-luce dalla Terra. Quando giunge qui, inverte immediatamente il suo
moto e, con la stessa velocita del viaggio d’andata, si dirige verso la Terra,
dove, una volta giunto, confronta la sua eta con quella del proprio gemello O
rimasto ad aspettarlo nel laboratorio terrestre.

1. Chi risultera piu giovane?

2. Supponiamo che ogni anno, come misurato da O, quest’ultimo invii
un segnale luminoso verso O'. Quanti segnali ricevera quest’ultimo su
ciascun tratto del suo viaggio? (In altre parole, cosa effettivamente
“vede” O se osserva O tramite un telescopio?)

3. Supponiamo che ogni anno, come misurato da O, quest ultimo invii un
segnale luminoso verso O. Consideriamo il segnale inviato da O’ nell’i-
stante in cui giunge sulla stella. Qual é l'istante in cui esso arriva a O,
secondo ['orologio di quest’ultimo? (In altre parole, cosa effettivamente
“vede” O se osserva O tramite un telescopio?)
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1) Secondo O, il tempo richiesto per il viaggio Terra — a-Centauri é:

Ar—t_ A
v 0.8¢c

Poiché il viaggio di ritorno ha luogo alla stessa velocita di quello di andata,
il tempo totale richiesto per il viaggio secondo O e:

= 5 anni.

T =2 At = 10 anni.

I1 gemello O, invece, misura il tempo proprio tra la partenza dalla Terra e
I’arrivo sulla stella. Dalla formula della dilatazione temporale, si ha:

At
At = — =At\/1-2=5x/1—(0.8)2=5x 0.6 =3 anni.
8
per cui, il tempo totale del viaggio misurato da O’ é:
T' =2 At = 6 anni.

i.e., quando i gemelli si rincontrano sulla Terra, quello che ha viaggiato, O’,
e quattro anni pitt giovane di quello O rimasto sulla Terra.

2) Secondo O, il gemello O’ giunge su a-Centauri dopo cinque anni dalla par-
tenza. Perché un segnale luminoso raggiunga a-Centauri simultaneamente
ad O, O lo deve spedire in anticipo di:

d 4c

0t = — = — =4 anni,
c c

i.e., un segnale spedito da O un anno dopo la partenza di O’, giunge alla stella
nello stesso istante in cui ci giunge O’. Poiché, in totale, O invia dieci segnali
(uno l'anno), i restanti nove raggiungeranno O’ quando questo & impegnato
nel viaggio di ritorno sulla Terra.

3) Secondo O, il gemello O' giunge su a-Centauri dopo cinque anni dalla
partenza. Un segnale luminoso inviato da O’ nel momento in cui raggiunge
la stella, viene ricevuto da O (come determinato da O) dopo

_d
0t = — = 4 anni,
c

i.e., questo segnale raggiunge O al tempo:
T, = At + 0t = 9 anni.

Quindi, dei sei segnali inviati da O’ (uno per ogni anno del suo viaggio di
andata e ritorno, di durata T’), tre sono ricevuti da O durante i primi nove
anni (uno ogni tre anni) e i rimanenti tre durante il viaggio di ritorno.
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1.1.10 L’orologio in coda va avanti

Due orologi sono posizionati agli estremi di un treno di lunghezza propria L,
in moto con velocita v. Fssi sono sincronizzati nel riferimento del treno. Se
nel nostro riferimento (al suolo) osserviamo allo stesso istante gli orologi,
vediamo che quello in coda ¢ avanti rispetto a quello posto sulla testa del
treno (vedi Fig. 1.3). Di quanto?

O G
X

Figura 1.3: Situazione rispetto all’osservatore a terra.

All’interno del treno poniamo una sorgente di luce in una posizione tale che,
nel nostro riferimento, i fotoni emessi dalla sorgente giungano ai due orologi
nello stesso istante. In esso, le velocita relative fotone-orologio sono, rispetti-
vamente, c+v per 'orologio di coda e ¢ — v per quello sulla testa. Dividiamo,
quindi, il treno in due segmenti le cui lunghezze, nel nostro riferimento, siano
nel rapporto tra le velocita relative. Poiché la contrazione delle lunghezze e
indipendente dalla posizione, questo deve anche essere il rapporto tra i seg-
menti nel riferimento del treno. E facile vedere che rispetto al treno le due
lunghezze che sono in questo rapporto e la cui somma ¢ L, sono:

L _
le_c+v L2:£C v
2 c 2 c

i.e.; nel riferimento del treno la situazione e quella rappresentata nella Fig.
1.4. Quindi, la luce deve percorrere una distanza extra per raggiungere
I'orologio posteriore data da:

L Lc—
AL:Ll—ng—C+U——C U:LE,
2 ¢ 2 ¢ c
per cui essa impiega un tempo extra dato da:
AL vl

c 2

At (1.6)
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- .
m-'nol.-nrvi-

L(c+v) . L(c-v)
2 2c

Figura 1.4: Dove posizionare la sorgente affinché i fotoni giungano ai due
orologi nello stesso istante.

Assumendo che l'istante in cui osserviamo gli orologi ¢ esattamente quello
in cui i fotoni li raggiungono, l'intervallo di tempo dato dalla (1.6) & anche
di quanto l'indicazione dell’orologio di coda risultera avanti rispetto a quella
mostrata dall’orologio frontale.

E da notare che la lunghezza L che appare nella (1.6) & la lunghezza propria
del treno e non quella contratta che osserviamo nel nostro riferimento.
Alcune osservazioni finali:

e Atineq. (1.6) non ha nulla a che fare con il fatto che I'orologio di coda
impiega piu tempo per raggiungerci;

e la (1.6) non dice che I'orologio di coda ha un ritmo piu veloce di quello
di testa: i due orologi procedono con lo stesso ritmo (entrambi sono
dilatati nello stesso modo rispetto a noi); 'orologio di coda, come visto
da noi, e semplicemente avanti di una quantita costante rispetto a quello
frontale;

e il fatto che nel nostro riferimento 1’orologio di coda sia avanti rispetto
a quello sulla testa significa che nel riferimento del treno la luce giunge
prima sul fronte e poi sul retro del treno.

1.1.11 Dilatazione temporale - 3

Due pianeti, A e B, sono in quiete 'uno rispetto all’altro, a distanza L e
con orologi sincronizzati. Un’astronave si muove da A verso B con velocita
v, avendo sincronizzato il proprio orologio quando é passata per A (quando
cio accade 'osservatore su A e quello sull’astronave azzerano la lettura dei
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loro orologi). Quando [’astronave raggiunge B scopre che il proprio orologio
segna t, = L/(yv), mentre quello di B segna tp = L/v. Sull’astronave come
viene spiegata, 1n modo quantitativo, [’osservazione tg > t,, dal momento
che l’astronave vede l’orologio di B rallentare?

La spiegazione dell’apparente paradosso ¢ nel “vantaggio” che 1’orologio di
B ha rispetto a quello di A, come visto nel riferimento dell’astronave. I due
pianeti, infatti, possono considerarsi posizionati agli estremi del treno dell’e-
sercizio 1.1.10, per cui nel riferimento dell’astronave ’orologio di B risulta
avanti, rispetto a quello di A, di un tempo At, dato dalla (1.6)!. Quindi,
dal punto di vista dell’osservatore sull’astronave, la situazione puo essere
descritta nel modo seguente:

e quando si arriva in B, 'orologio sull’astronave segna t,;

e poiché 'orologio di B procede ad un ritmo ridotto di un fattore -, esso
deve essere avanzato di un tempo

e pero 'orologio di B e partito non da zero, ma in ritardo del At di Eq.
(1.6), per cui la lettura dell’orologio finale di B ¢ data da:

;L vl L L v 1

v
L v2+ . v? L
w2 c? o

ie. th =tp cv.d.

1.1.12 Bombe in stazione

Due bombe sono situate sul marciapiede di una stazione, a distanza L tra
loro. Al passaggio di un treno, che si muove con velocita v, le bombe esplo-
dono simultaneamente nel riferimento della stazione, S, e lasciano dei segni
sulla fiancata del treno. Poiché sappiamo che in S la lunghezza del treno si
contrae, questi segni devono essere a distanza v L tra loro quando visti nel
riferimento del treno, T, poiché ¢ questa distanza che si contrae alla distanza

I1’astronave vede passare davanti a sé prima A e poi B. Quindi, rispetto all’astronave,
I’orologio di B si comporta come ’orologio di coda del treno dell’esercizio 1.1.10.
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L in S. Come spiega l'osservatore sul treno che i segni sono a distanza 7y L,
considerando che dal suo punto di vista le bombe sono a distanza L/~ ?

La soluzione del paradosso e nel fatto che le esplosioni non avvengono simulta-
neamente in T. Poiché il marciapiede oltrepassa il treno, la bomba in “coda”
esplode prima di quella in “testa”?. La bomba di testa, quindi, viaggia per
un tratto piu lungo prima di esplodere e lasciare il suo segno. La distanza
tra i segni, quindi, € piu grande di quella che ci si potrebbe, ingenuamente,
aspettare.

Per essere quantitativi, supponiamo che le due bombe trasportino orologi
che segnano il tempo zero quando esse esplodono (sono sincronizzati nel
riferimento S). Allora, in T, I'orologio della bomba di testa segna t; = —Lv/c?
quando la bomba di coda esplode al tempo ¢, = 0 (cfr. esercizio 1.1.10).
L’orologio della bomba di testa deve, quindi, avanzare di un tempo pari a
—t, prima che essa esploda. Ma il treno vede gli orologi delle bombe procedere
a un ritmo rallentato di un fattore ~, cosi che in T la bomba di testa esplode
dopo un tempo
Lo

rispetto all’istante di esplosione della bomba di coda. Durante At il marcia-
piede si muove, rispetto al treno, di un tratto

Quindi, la situazione ¢ descritta dall’osservatore in T nel modo seguente:
e causa la contrazione delle lunghezze, la distanza tra le bombe ¢ L/~;

e quando la bomba di coda esplode, rispetto a questa la bomba di testa
¢ avanti di un tratto L/7;

2Poiché siamo nel riferimento del treno, i termini “coda” e “testa” sono utilizzati nel
modo in cui li usa qualcuno sul treno che vede sfrecciare davanti a sé il marciapiede
della stazione. Se rispetto al marciapiede viaggia verso Nord, dal punto di vista del
treno il marciapiede si muove verso Sud, per cui la bomba a Nord sul marciapiede ¢
quella in “coda”, mentre quella a Sud ¢ la bomba di “testa”. Ovvero, le bombe hanno
un’orientazione opposta rispetto a quella che ’osservatore in stazione etichetta come coda
e testa del treno.
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e la bomba di testa viaggia per un tratto aggiuntivo pari a d e raggiunge
il punto in cui esplode, che si trova avanti di un tratto

L L v? 1 0
Z4d=Z44L— =L (= +—
y ¥ C2 72 02

1)2 U2
e |(1-5) ] =

1.1.13 Righello in moto

Un righello di lunghezza propria L sfreccia davanti ai vostri occhi con velocita
v. Qual e lintervallo di tempo che intercorre tra gli istanti in cui la testa e
la coda del righello sono appaiati con voi:

a) nel vostro riferimento? (calcolato in questo riferimento)
b) nel vostro riferimento? (calcolato nel riferimento del righello)
c¢) nel riferimento del righello? (calcolato nel vostro riferimento)

d) nel riferimento del righello? (calcolato in questo riferimento)
a) Nel vostro riferimento, il righello si muove con velocita v ed & lungo L /7,
e il tempo impiegato a coprire questa distanza e

_Lv
o

ta

b) 1l righello vi vede in moto con velocita v. Poiché ¢ lungo L, il tempo
impiegato ¢ t = L/v. Durante questo tempo, il righello vede il vostro orologio
procedere con un ritmo rallentato di un fattore v, e, quindi, il tempo segnato

sul vostro orologio ¢

t Lv
ly=—=—,
Y Y

in accordo con quanto dedotto nel punto a).

N.B. - Dal punto di vista logico, le soluzioni in a) e b) differiscono perché una
utilizza la contrazione delle lunghezze e l'altra la dilazione temporale. Dal
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punto di vista matematico, esse differiscono semplicemente nell’ordine in cui
sono eseguite le divisioni per vy e v.

c¢) L’orologio posizionato sulla coda del righello vi mostra una lettura mag-
giore di di quella mostrata da quello posizionato in coda di un intervallo
At = Luv/c® (cfr. esercizio 1.1.10). In aggiunta a questo vantaggio, pilt
tempo sara richiesto all’orologio di coda per raggiungervi. Nel vostro riferi-
mento, poiché il righello ha lunghezza L /v, questo tempo & L/(yv). Ma gli
orologi del righello procedono con ritmo rallentato, per cui, nel tempo in cui
esso vi raggiunge, l'orologio di coda accumulera un tempo L/(yv). Il tem-
po totale aggiuntivo mostrato dall’orologio di coda ¢ (confrontato con quello
dell’orologio di testa quando s’allinea a voi):

t_Lv+L L v2+1 L v2+ ) v\
T w2 v\ A2) w2 )|

d) Il righello vi vede in moto con velocita v. Poiché ¢ lungo L, il tempo tra-
scorso nel riferimento del righello & t = L /v, in accordo con quanto ottenuto,
in modo piu complicato, nel punto c).

< |t

1.1.14 Una bomba, un treno e un tunnel

Un treno e un tunnel hanno entrambi lunghezza propria L. Il treno si muove
verso il tunnel con velocita v. Una bomba posizionata sulla testa del treno
¢ predisposta per esplodere quando la testa del treno oltrepassa la fine del
tunnel. Sulla coda del treno é posto un meccanismo in grado di disarmare la
bomba, che entra in azione quando la coda del treno raggiunge ['ingresso del
tunnel. La bomba esplode?

La risposta ¢ un deciso si: la bomba esplode.

Questo ¢ chiaro nel riferimento del treno (Fig. 1.5). In questo riferimento,
il treno ha lunghezza L e il tunnel ¢ contratto a L/v. Quindi, I'estremita
lontana del tunnel s’allinea alla testa del treno prima che ’estremita vicina
oltrepassi la coda, e la bomba esplode.

Cosa accade nel riferimento del tunnel (Fig. 1.6)7 Qui ¢ il tunnel ad avere
lunghezza L, mentre il treno & contratto a L/v. Quindi, il meccanismo di
disattivazione della bomba viene azionato prima che la testa del treno oltre-
passi 'estremita lontana del tunnel: siamo portati ad affermare che la bomba
non esploda, in contrasto con quanto dedotto analizzando la situazione dal
punto di vista del treno.

La soluzione del paradosso € nell’osservazione che il meccanismo di disat-
tivazione non puo comunicare istantaneamente alla bomba di disinnescarsi:
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(train frame)
seljsor Oy bomb
d f L “.‘

train tunnel /

Figura 1.5: Riferimento del treno

(tunnel frame)

L
Ly v

Figura 1.6: Riferimento del tunnel

il segnale inviato dal dispositivo impiega un tempo finito per attraversare
il treno ed arrivare alla bomba. Supponiamo che questo segnale sia di na-
tura elettromagnetica, ovvero viaggi con velocita ¢ (e il tipo di segnale che
ha maggiore possibilita di vincere la “corsa”). Questo segnale giungera alla
bomba prima che il treno emerga dal tunnel se, e solo se, il tempo, L/¢, che
esso impiega per attraversare 'intero il tunnel ¢ minore di quello che impiega
la testa del treno per percorrere il tratto restante di tunnel, una volta che la
sua coda ¢ appaiata all’altra estremita del tunnel. Questo tempo é:

L-(L/y) g(1_1>,

t:—:
v v v

Quindi, perché la bomba non esploda occorre che risulti t > L/c, ovvero:
L 1 L 1
—(1——)>— = B<1l——
v Y ¢ y

1.e.

B<1l—y1-p2 = V1-p52<1-8
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In definitiva, otteniamo la condizione:

VItp<V1-5

che non e mai possibile soddisfare. Per cui, il segnale arriva sempre troppo
tardi e la bomba esplode.

1.1.15 Righello nel muro

Un righello é infisso perpendicolarmente in un muro e voi siele a Tiposo
rispetto al righello e al muro. Un’asta di lunghezza L scorre con wvelocita v
davanti al righello in modo da oscurarne una parte alla vista. Quando l’asta
colpisce il muro, si ferma.

Quale dei due ragionamenti sequenti ¢ quello corretto (e cosa c¢’¢ di sbagliato
nell’altro)?

1. Nel vostro riferimento, l’asta ha lunghezza minore di L. Quindi, giusto
prima che colpisca il muro, voi siete in grado di vedere un segno del
righello che dista dal muro di meno di L unita (vedi Fig. 1.7).

(lab frame) gtjck

ruler &4 Liy
————

X

>
Figura 1.7: Riferimento del laboratorio

2. Nel riferimento dell’asta, 1 segni del righello sono piu vicini tra loro.
Quindi, quando il muro colpisce l’asta, il segno piu vicino al muro che
voi potete vedere sul righello & piu di L unita (vedi Fig. 1.8).

Il ragionamento corretto € il primo: sarete in grado di vedere un segno
del righello che dista dal muro di meno di L unita. In effetti, sarete in grado
di vedere un segno anche piu vicino al muro che quello corrispondente a L/~
(cfr. avanti).

L’errore nel secondo ragionamento, quello nel riferimento dell’asta, e che la
Fig. 1.8 non e cio che vedete. Questa figura mostra la situazione ad istanti
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(stick frame)

L
i
e
v

Figura 1.8: Riferimento del righello

istanti simultanei nel riferimento dell’asta, che non lo sono pero nel vostro
riferimento. Alternativamente, I'errore & nell’assunzione implicita di segnali
che viaggiano istantaneamente. Ma, in effetti, la coda dell’asta non puo
“apprendere” che la testa ¢ stata colpita dal muro se non dopo un tempo
finito. Durante questo tempo, il righello (insieme a voi e il muro) viaggia di
un altro tratto verso sinistra, consentendovi di vedere di piu del righello.

Volendo essere pit quantitativi su questo aspetto, cerchiamo di stabilire, in
entrambi i riferimenti, qual e il segno piu vicino al muro che potete vedere.

e Vostro riferimento
L’asta ha lunghezza L/, per cui, quando colpisce il muro, potete vedere
il segno sul righello che marca la distanza L/ dal muro. Sarete, pero,
in grado di vedere un segno anche piu vicino al muro, in quanto la
coda dell’asta continuera a muoversi in avanti poiché essa non “sa”
ancora che la testa ha colpito il muro. Il segnale d’arresto, ovvero le
onde di shock, richiedono tempo per propagarsi. Assumiamo che questo
segnale si propaghi lungo 'asta con velocita ¢. (Potremmo ipotizzare
una velocita u, ma ¢ e di piu facile uso e fornisce un limite superiore
al segno piu vicino che potete vedere). Il segnale dove raggiungera la
coda? Partendo dall’istante in cui ’asta colpisce il muro, il segnale si
dirige verso la coda dell’asta con velocita ¢, mentre questa si muove
verso il muro con velocita v (a partire da un punto che dista L/ dal
muro). Dal vostro punto di vista, quindi, la velocita relativa segnale-
coda asta e ¢+ v, per cui, il segnale raggiunge la coda dopo un tempo:

(L/7)

t=-—+-,
c+v
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avendo in tale tempo percorso un tratto di lunghezza

o,/ L)y 1 L 18
b=ct= c+v _1—|—v/c_fyl+6_L 1+48

Questo e il segno piu vicino al muro che potete vedere sul righello.

Riferimento dell’asta

Il muro si muove verso sinistra (i.e., verso 'asta) con velocita v. Dopo
che esso ha colpito I'estremita di destra dell’asta, il segnale si muove
verso sinistra con velocita ¢, mentre il muro continua a muoversi ver-
so sinistra con velocita v. Dov’e il muro quando il segnale raggiunge
I’estremita di sinistra? Nel tempo impiegato dal segnale a percorrere
la distanza L, il muro copre la distanza Lv/c. Questo significa che il
muro ¢ a una distanza

(=L (1-2)=L01-p)

dall’estremita sinistra dell’asta. B
Nel riferimento dell’asta, il righello & contratto, per cui ¢ corrisponde a
una distanza sul righello pari a

_ s

Questo e il valore del segno del righello con cui coincide 'estremita
dell’asta, in accordo con la (1.1.15).

1.1.16 La fabbrica di biscotti

In una macchina per fare i biscotti, uno strato di pasta € spalmato su un na-
stro trasportatore che si muove con velocita v. I biscotti sono ottenuti punzo-
nando la pasta con uno stampo circolare posto al di sopra del nastro. Quando
comprate i biscotti al supermercato, che forma hanno? Sono schiacciati, o
allungati, nella direzione di moto del nastro, oppure circolari?

Supponiamo che lo stampo circolare abbia diametro L e consideriamo le due
linee di ragionamento seguenti.

1) Nel riferimento del laboratorio, la lunghezza dello strato di pasta e contrat-
ta, cosi che il diametro L corrisponde ad una distanza v L > L nel riferimento
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del nastro trasportatore. Quindi, quando comprate un biscotto, esso e allun-
gato di un fattore v nella direzione del nastro, i.e., la forma e una ellisse con
asse maggiore nella direzione del nastro.

N.B. - E facile dimostrare che eccentricita dell’ellisse & uguale alla velocita
del nastro. Infatti, in un’ellisse, ’eccentricita ¢ data dal rapporto tra la
distanza tra i fuochi e ’asse maggiore, per cui (cfr. Fig. 1.9):

v

Figura 1.9: Indicati con a e b i semiassi, maggiore e minore, dell’ellisse,
risulta: A = (a,0), B = (0,b). Le coordinate di fuochi dell’ellisse, sono:
Fy = (—¢,0), F, = (¢,0). Per la definizione di ellisse, risulta, inoltre: BF; =
BFQ = a.

c  Va?-—b? /1 b2
== — = R
a a a?

a=~L b=1L = ez”l—%:\/l—(l—BQ):ﬁ.

1.e.

2) Nel riferimento del nastro, lo stampo ¢ contratto di un fattore v nella dire-
zione del moto, e i biscotti hanno diametro L/v. Quindi, quando aprite una di
biscotti trovate delle ellissi con asse maggiore nella direzione perpendicolare
al moto del nastro.

Qual e il ragionamento corretto? Il primo: i biscotti sono allungati nella
direzione di moto del nastro.
L’errore nel secondo ragionamento sta nel fatto che nel riferimento del nastro
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le varie parti dello stampo non giungono a contatto della pasta nello stesso
istante. Dal punto di vista della pasta, la situazione e la seguente. Assumen-
do che lo stampo si muove verso sinistra, nel tempo richiesto perché tutte
le parti dello stampo arrivino a contatto della pasta, lo stampo si € mosso
ulteriormente verso sinistra. Per cui, il biscotto risulta essere piu lungo di L.
Vediamo nel dettagli quanto piu lungo.

Consideriamo l’istante in cui ’estremita destra dello stampo entra in con-
tatto con la pasta. Nel riferimento di questa, un orologio in tale punto dello
stampo indica un tempo maggiore di quello posto nell’estremita sinistra di
una quantita: .

v
At = =
L’orologio di sinistra deve percio avanzare di At per il tempo in cui esso e
in contatto con la pasta (Questo perché nel riferimento dello stampo, tutti
i punti di quest’ultimo toccano la pasta simultaneamente). Causa la dila-
tazione temporale, lo stampo impiega un tempo vy At nel riferimento della
pasta, durante il quale esso percorre una distanza vy At. Poiché 'estremita
sinistra era inizialmente avanti a quella di destra di L/ (causa contrazione
della lunghezza), la lunghezza totale del biscotto nel riferimento del nastro
e:
2
€:£+07At:£+v7L—::7L (%+v_2> =L
gl gl ¢ ”oc
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1.2 Trasformazioni di Lorentz

1.2.1 Petardi sul treno

Un treno di lunghezza propria L viaggia con velocita v. Secondo un osservato-
re O a terra, due petardi posti alle estremita del treno esplodono simultanea-
mente. Qual ¢ l'intervallo di tempo tra le esplosioni secondo un osservatore
O’ sul treno?

Indicati con A e B gli eventi corrispondenti alle esplosioni dei petardi, in base
alla trasformazione di Lorentz della coordinata temporale, si ha:

v
to—ta="7 [(th—th) + (e — )]
i.e., poiché secondo O tp = t4:
v
v [(tjg—t’A)ngL} =0

da cui:
v

At =t —ty =5 L
(il segno - indica che, rispetto a O', I'evento A accade prima di quello B).

N.B. - Confrontare con il risultato ottenuto, per altra via, nell’esercizio 1.1.10.

1.2.2 Legge oraria di una particella

Una particella si muove rispetto a un osservatore O’ con wvelocita costante
u = ¢/2 nel piano ' — 1y secondo una traiettoria che forma un angolo di
60° con l'asse x'. Se la velocita di O’ rispetto a un altro osservatore O é
v = 0.6 ¢ lungo il comune asse x —x', determinare le equazioni del moto della
particella secondo O.

Le equazioni del moto secondo O’ sono:

=t y = u,t'
dove:
cl ¢
/ g / 3 = - — = —
u, = u' cos(m/3) 55 =1
3 3
w, = u' sin(m/3) = g\%— = \/;C

In base alle trasformazioni di Lorentz, risulta:
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e per il moto lungo «’:

v

y(x—vt)=uly <t—c—2x>

Le.
/ /

o ! _u;rv U;U’U . !/
r—vt=ult T = v\ 1+ ) = (u, +v)t

c c

da cui

(u), +v)t (c/4)+06c 0.85

u,v  1+4(1/4)x0.6 115
2

(ct) =0.74(ct);

1+

C

e per il moto lungo v’

per cui:

\/fc 1_1(0‘6)2 (t 0.6 )

i.e., sostituendo I'equazione del moto x = 0.74 (ct):

V3
eV (1206 x0.74) ¢ ~ 0.30 (ct).
ALY Y7k ) (c?)

Quindi, in definitiva le equazioni del moto della particella secondo O sono:

x=0.74(ct) y = 0.30 (ct)

1.2.3 Eventi simultanei

Due eventi, A e B, simultanei nel riferimento K, hanno coordinate: x, = 1
m, xtg =3 m, tg =tg =t =1ns. Qual ¢ lintervallo temporale tra i due
eventi in un riferimento K’, in moto rispetto a K lungo 'asse x = ' con
velocita = 0.17

In base alle trasformazioni di Lorentz:
aly =y (xa—Beta) =7 (xa— fet)
iy =v(xp—Petp) =~ (xp — Lct)

— A =2y -2y =v(rp—1x4)
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ty =1 <tA—§xA) :7<
ty =1 (tg—gsz) =7 (t—§$3)

— At':t'B—t;xzyz(xA—xB)

~
|
ol
8
b
~__

Poiché (sviluppo in serie di Taylor: (1 —z)™"/2 =1+ {24 O(2?)):

1
3 (0.1)* = 1.005

| 1
7= \/1—ﬁ2:\/1—(0.1)2_14r

0.1

si ha:

NB - At < 0 — in K’ I'evento A & successivo a B e cio & conseguenza del
fatto che x5 > 7 4.

1.2.4 Separazione tra eventi

Secondo un osservatore O, due eventi sono separati da Ax = 600 m e At =
800 ns. Quanto veloce deve viaggiare un osservatore O’ rispetto ad O affinché
i due eventi gli appaiano simultanei? Qual € la separazione spaziale tra i due
eventi, misurata da O'?

In base alla trasformazione di Lorentz della coordinata temporale, abbiamo:
At =~ [At— 2 A
t =r [ t— 2 :c]
per cui, poiché per O’ deve essere At’ = 0, abbiamo:

At (3% 108)% x 800 x 107

=1.2x 108
Az 600 x 107 m/s

(%
C

Le. 1.2 x 108
v 2 X
b c 3 x 108 0

Dalla trasformazione di Lorentz della coordinata spaziale, otteniamo:

Ar' =~ (Az — B cAt)
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l.e.
1
Az’ = ———— (600 — 0.4 x 3 x 10® x 800 x 107%)
V1 —(0.4)2
1
s (600 — 96) ~ 549.9 m

1.2.5 La lampada nel razzo

Un razzo di lunghezza propria L' = 90 m viaggia con velocita costante B = 0.8
rispetto al suolo. Quando la testa del razzo oltrepassa un osservatore a terra,
dalla cabina di testa viene inviato un raggio luminoso verso la coda del razzo.
Quanto tempo impiega il raggio a raggiungere la coda del razzo:

e come misurato dal pilota?
e come misurato dall’osservatore a terra?
Quando la coda del razzo oltrepassa l'osservatore a terra:

e secondo l’osservatore a terra?

e secondo il pilota?

Indichiamo con A e B gli eventi definiti dall’emissione del segnale luminoso e

dalla sua ricezione, rispettivamente. Poiché la luce viaggia con velocita ¢ (in

senso opposto a quello di moto del razzo), nel riferimento del razzo, risulta:
vy —ay =L 90

/ / _ _ _
g —ty= — 7—073x1087300ns'

Rispetto all’osservatore a terra, si ha (trasformazione inversa di Lorentz della
coordinata temporale):

v
to = ta =7 [(tg ) + 3 oy~ )] =7 |(t — t) + £ (1)
1.e.
1 0.8
tp —ty = ——— (300 x 1077 — 90
mo 1—(0.8)2( . 3% 108 )
_ 6x10°8

06 = 100 ns
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Come misurata dall’osservatore a terra, la lunghezza del razzo é:

/

L
L===90x+/1-(0.8)%=54m,
g

per cui, rispetto ad esso, la coda del razzo lo oltrepassa dopo un tempo:

At =

L 54
— = 225 ns.
v

T 08 x3x10°

Secondo il pilota del razzo, invece, tale evento si verifica dopo un tempo:

r 90
A== =% 375p
v 08 x3x10° e

1.2.6 Luci sulla stazione spaziale

Alle due estremita di una stazione spaziale vengono accese due luci: 1 e
2. Nel riferimento della torre di controllo, ’evento 1 avviene nel punto
(t1,21) = (L/c,—L), e quello 2 in (ta,x5) = (L/c,L). All’istante t =t =0
un’astronave passa vicino alla torre di controllo con velocita v, diretta lungo
l'asse x del riferimento della torre. Determinare lintervallo di tempo tra
i due eventi nel riferimento dell’astronave. Qual € la sequenza temporale
dell’evento per un osservatore nell’astronave?

In base alla trasformazioni di Lorentz della coordinata temporale, si ha:

L L
t’1:7<t1—%x1>:7 (—+%L):7— <1+9>
C C C C C

, v L v L v
t2=7<t2——2$2> O Uiy =7 (1_—>
c c c c c

per cui:

L L L
Aty =ty —ty=7= (1+2) == (1-2) =24 22
C C C C C

At, > 0: per un osservatore nell’astronave e ’evento 2 ad accadere per primo.
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1.2.7 Football in treno - 1

Un treno di lunghezza propria L si muove con velocita f = 5/13 rispetto al
suolo. Una palla e lanciata dalla coda verso la testa del treno con velocita
By = 1/3. Dal punto di vista di un osservatore a terra, quanto tempo la palla
rimane in aria e quanto lontano arriva?

I due eventi a cui siamo interessati sono:
1. la palla lascia la coda del treno;
2. la palla giunge sulla testa del treno.

Rispetto al treno, la separazione spaziale e temporale tra questi due eventi
e:
L L
AIT:L AtT:—:S—

Up C

Tenendo conto che il fattore lorentziano del treno é:
13

1 1
VISR VisGme 2

per la separazione spaziotemporale dei due eventi rispetto alle coordinate a
terra, otteniamo:

Az =y (Axr + ScAtr)

1B (5) (3L 1B (4, 1Y, T,
12 13 c 12 13 3

At = [Atr + (B/c) Azr]

13 3L+ 5¢\ L] 13 3+15 L 11L
12 | ¢ 13) 2| 12 13) ¢ 3 ¢’

1.2.8 Invarianza della relazione di “mass-shell”

Dimostrare che la combinazione (E/c)? — p* ¢& invariante per trasformazioni
di Lorentz.

In base alle trasformazioni di Lorentz di impulso ed energia (vedi equazioni
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(3.21) e (3.22) in sezione 3.7 di capitolo 3), si ha:

El2 ' '72 v
o)
E? vp Up v?
) o B o B U7 o
py_pz
E2 2 2
2 2 2 2 2 2

2 2 ~2
E? 2 2 2
= ? Dy =Py — P,
1.e. o )
E 2 E__ 2
c? P c?
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1.3 Composizione delle velocita

1.3.1 Collisioni di nuclei

Un nucleo d’oro in moto con B4, = 0.8 collide frontalmente con un nucleo
di piombo che si muove con velocita Bpy, = 0.9. Qual é la velocita con cui il
nucleo d’oro vede arrivare il nucleo di piombo?

Il nucleo d’oro vede arrivare quello di piombo con velocita S data dalla
composizione relativistica 54, @ [py, OVVero:

~ Baut+Br  08+09 1.7

— = = ~ (.988.
14+ Baufry 1408x0.9 1.72

B

1.3.2 Collisioni di protoni

Due protoni vengono accelerati fino alla stessa velocita v, e fatti collidere
frontalmente. La loro velocita relativa ¢ v = 0.96 ¢. Qual € la velocita rispetto
all’acceleratore?

In base dalla formula relativistica per la composizione delle velocita, si ha:
Up + Uy
V= —
L+v2/c?
i.e.
+ =L =2 — S —2u,40=0
v =2, 2 v, Up+ U =

per cui

- 0.75 ¢

14+1—-v?/c2  1++/1—- (096 1+0.28 1.33¢
— = C = C -
P v/ 0.96 0.96

i.e., scartando il valore non fisico (v, > ¢): 8, = 0.75

1.3.3 Particella in moto - 1

Rispetto ad un osservatore O, una particella si muove con velocita u = 0.8 ¢
lungo una direzione che forma un angolo 8 = 30° con l’asse x del riferimento
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di O. Qual ¢ la velocita della particella misurata da un osservatore O’ in
moto rispetto ad O con velocita v = —0.6 ¢ lungo il comune asse v — x'?

Rispetto ad O, si ha:
Uy =u cosf = 0.8¢ x cos(m/6) = 0.693 ¢
u, =u sinf = 0.8 ¢ x sin(r/6) = 0.400 ¢
Rispetto ad O', abbiamo (y = 1/4/1 — v2?/c?):

y Uy — v 0.693 — (—0.6) 1.293

T T wu/ 1-0693 x (—0.6)C 1+ 0416 ¢

1 U 04c
M T (L0620 0996
W T /e (=06 15116 ¢

per cui, la velocita misurata da O’ e:

u =\ Ju? +ul? = c\/(0.913)% + (0.226)2 ~ 0.941 c,

e I'angolo ' che tale velocita forma con 'asse 2/, é:

B 0.226 ¢

_ —0.24 0 = 13.9°.
0013c 2 = 39

1.3.4 Particella in moto - 2

Nel riferimento del laboratorio, S, una particella si muove nel piano x —y
con i = ¢(0.3,0.4). Il riferimento S’ & in moto rispetto ad S lungo il comune
asse v — x' con velocita v = 0.5¢ Determinare, in entrambi i riferimenti,
la velocita della particella e l’angolo che il corrispondente vettore forma con
l'asse x.

In S, risulta:

u=/ui+ul= V(0.3)2 4+ (0.4)2¢=0.5¢

0.4
By _22€ 1333 = @~531°

tanf = =
u, 03¢
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In S, siha (y =1//1 —v?/c?):

, Uy — VU 0.3c—05¢
= = ~ —0.235
Tl /@ T 1-03%05 ‘

0.4
= Yy = /1052 — %  ~0408¢

v (1 —uzv/c?) 1-0.3x0.5

per cui:
u = \Jul2 + w2 = c+/(0.235)2 + (0.408)2 ~ 0.471 ¢
€
u, 0.408 ¢
tanf = < = ——— ~ —1.736 = 6~ 119.9°.
M= T T0235¢

1.3.5 Moto di un fotone

All’istante t = 0, un osservatore O emette un fotone in una direzione che
forma un angolo 6 = 60° con l’asse x. Un secondo osservatore, O', si muove
con velocita v = 0.6 ¢ lungo il comune asse x — x’'. Qual e l’angolo che la
direzione di moto del fotone forma con [’asse x'?

Rispetto a O, il fotone si muove con velocita:

u; = c cos(m/3) =0.5¢ u, = c sin(m/3) = 0.866 c,
per cui, rispetto a O’ (y =1/4/1 —v%/c?):
— D —0. —0.1
ul, = Yo 70 _ 05-06 c= 0 = —0.143¢
1 - v/ 1-05x06 1-03
1 u 0.866¢c 0.8 x 0.866
=Y = /1-(0.6)2 = ~ 0.990
TN w0/ (06 =03 07 ¢ ¢
e, quindi
u, 0.99¢
tanf = 2L = —""— = -6.92 0’ ~ 98.2°.
an W~ Z0.143¢ 6.9 = 98

La velocita del fotone misurata in O &:

u' =\ Ju? + w2 = c+/(0.143)2 + (0.99)2 = 1.000274 ¢
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i.e., ¢, come deve essere per il postulato di Einstein.

N.B. - La velocita del fotone ¢ venuta piu grande di ¢ per le approssimazioni
di calcolo, ma, in realta, risulta:

02
w2 —2u,v+v2+(1—— | u2
/ \/(uz—v)2+u§/’yz_\/w ( c2> Y

e 1 —u,v/c? B 1 —u,v/c?

\/ufc +ul = 2u, v +v? = (v?/c?) ul \/02 —2u, v+ v? — (v?/c?) ul

1 —wuzv/c? 1 —wuzv/c?

: C A 2 2 2.
Le., poiché uy = ¢* — uy:

/

VE=2u v+ 02— (02/) (2 —u2) A —2upv+ (v2/c) ul

R 1 —wuzv/c? 1 —wuzv/c?
_ _ 2
_c (v/c) u, _ 1 (v/c*) u, _. cvd
1 —wuzv/c? 1—(v/c?) u,

1.3.6 Esperimento di Fizeau

Come ¢ ben noto, la velocita della luce nell’acqua é ¢/n, conn ~4/3. Fizeau,
nel 1851, trovo la sequente formula per la velocita della luce nell’acqua in
moto con velocita V' (relativa al laboratorio):

c
u=—+kV,
n
dove k ¢ detto “coefficiente di trascinamento” e vale circa 0.44. Determinare

il valore di k secondo la Relativita Speciale.
La velocita della luce misurata da un osservatore a riposo rispetto all’acqua,
risulta essere: u), = ¢/n. L’osservatore nel laboratorio, invece, misura:
u, +V (¢c/n)+V
u., = —_=
o1+ u, Ve 1+V/(en)

che, nel limite V/c << 1, diviene:

w (S47) (1_1>:£_K+V_V_2£+V<1_L)

cn n  n? cn on n?
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da cui, risulta:

1 1 7
k~1l—-—s=1—-—=—>~04
n? (4/3)2 16 0438,

in accordo con il valore trovato da Fizeau.

1.3.7 Gran premio di treni - 2
Con riferimento all’esercizio 1.1.6:

i) come visto da A e B, quanto impiega A a sorpassare B?

ii) il capotreno D del treno B attraversa a wvelocita costante il treno in
modo tale da coincidere con gli eventi By ed Es. Quanto tempo richiede
il sorpasso dal punto di vista di D?

4¢/5 ,_ ,

Al — 5¢/13 5¢/13
—— —-

D B 3C’f 5 A E A E

e—> | 7 ] mamaaaas '
start end

B
% c B's frame

Figura 1.10: La situazione come appare a un osservatore in stazione (sinistra)
e a uno solidale con il treno B (destra).

i) Dal punto di vista di B, A si muove con velocita (vedi Fig. 1.10):

L va—vs _ (4/5)e—(3/5c _ 1/5 5
1—wuup/c®  1—(4/5)x(3/5) 13/25 13~
Per cui:
1 1 13
Vu

/- w@jE  JT-25/160 12
e, quindi, B vede A di lunghezza:

L 12
Ly=—==—"1L.
Y 13
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Durante il sorpasso, A deve percorrere una distanza uguale alla somma
delle lunghezze dei due treni nel riferimento di B:
12 25

L,=Li+L=—"L+L=21
0= bat BT 13

e il tempo che impiega e:

Li  (25/13)L  _L
b= T G e

NB - lo stesso ragionamento vale dal punto di vista di A, per cui:

L
la=tp=5—.
C

ii) Punto di vista di D: il controllore ¢ a riposo e rispetto ad esso i due
treni si muovono con velocita v uguale ed opposta, altrimenti I’evento

Es non potrebbe avvenire in coincidenza con la posizione di D (vedi
Fig. 1.11).

A v
—-
v ID B
start
end RCLECEEEEER
v : A '
— 20 0 92memmmmemmmm——-—— M
B —_—
; Dt v

Figura 1.11: La situazione dal punto di vista di D.

L’addizione relativistica di v con sé stessa e la velocita di A come vista
da B. Dal punto (i) sappiamo che questa velocita relativa ¢ 5, = 5/13,
per cui possiamo scrivere:

2v 5

U2
— = — 26v=5c |1+ —
Ny 130 v c(+02)
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i.e.
02
26v=>5¢c +5—
c
i.e.
02
5——26v+5c=0 = 50" —=26cv+5=0
c
le
13¢+ V169 ¢? — 25 ¢? 13+ 2 { c/5
V= = C =
5t 5 dc
Scartata la soluzione non fisica, si ha:

1 1 5 5

P Ao diE i1/ VA 26
per cui D vede entrambi i treni di lunghezza:

L’:£:2—\/6L.

Yo 5

Durante il sorpasso, ciascun treno deve percorrere una distanza pari
alla sua lunghezza perché E; ed E, avvengano esattamente in corri-
spondenza di D. Per cui, il tempo totale nel riferimento di D e:

L' 2v6L/5 L
v c/5 c

Ip

1.3.8 Tre aerei - 1

Due aerei, A e B, viaggiano, rispettivamente, con velocita 4 = 4/5 e fp =
3/5, rispetto al suolo. A quale velocita B deve viaggiare 'aereo C affinché
esso veda A e B avvicinarsi con uguale velocita (cfr Fig. 1.12)? Quanto vale
questa velocita?

Nel seguito, illustriamo tre diverse procedure per calcolare (.

1) la comune velocita, g,, di A e B dal punto di vista di C (vedi Fig. 1.12),
puo essere ottenuta in due modi diversi: come sottrazione di S da B4, o come
sottrazione di fp da f, i.e.

Ba—B _ o BB

L= B "1 B3, (1.7)
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4cl3 ? 3c/5 8, 8,

* —> * —> * — o —> @ —

A & B A i B

Figura 1.12: Il moto dei due aerei come visto dal suolo (sinistra) e dall’aereo
C (destra).

N (Ba—B) (1— BBs) = (B — Bx) (1— BaP)
= (Ba+Bs) B2 —2(1+BaBp) B+ (Ba+Bs) =0

che, indicato con
G- Ba+ Op
1+ Ba 85

puo essere riscritta nel modo seguente:

BQ—%6~I—1:0

1 1 1 / ~
B\ B s

La soluzione con il segno + va scartata in quanto, poiché E < 1, implica

e, quindi:

18] > 1. Quindi:
_ ! 1—\/1—~2).
B B( B
Poiché
~ 4/5+43/5 725 35
5_1+12/25_5§_§
si ha:

p=or (1-VI-(B/3TR) = o (1 ~ = VTP - <35>2>

~ 35
_ 3T () 12)_3725 5
35 37) 3537 7

che inserita nella seconda uguaglianza della (1.7), fornisce:

5/7—-3/5  25-21 1 47 1

5“21—(3/5)(5/7) 35 1-3/7 354 5
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2) la velocita 8 puo essere ottenuta in due modi diversi: sottraendo £, da
B4, o sommando SBg e f3,, i.e.

Ba—Pu ., B+ P
Y R ey (18
i.e.
(Ba = Bu) (1 + Bp Bu) = (B + Bu) (1 — BaBu)
= (Ba—B) B2 —2(1 — BaBp) Bu+ (Ba—Bs) =0
che, indicato con
b= Ba— Pr
1 —BaBB

puo essere riscritta nel modo seguente:

62—%6u+1=0

1, /1 1 -
L=t = —1==(1£4/1-p%).
’ g\ B B< B)

La soluzione con il segno + va scartata in quanto, poiché B < 1, implica

|Bu| > 1. Quindi:
@u:% (1—\/1—52).

e, quindi:

Poiché
5_4/5—3/5_1§_3
C1-12/25 513 13
si ha:
13 13 1
b=+ (1 V1= (5/13)2) =+ (1 - V8P - (5)2)

_B 2y 111
5 13) 513 5

che inserita nella prima uguaglianza della (1.8), fornisce:

6—4/5_1/5—325—5
1-—-4/25 521 T
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3) la velocita relativa di A e B risulta essere:

fn — Ba—PBs 4/5-3/5 125 5
AP BaBs 1-12/25 513 13

Dal punto di vista di C, B4p € il risultato dell’addizione relativistica di j,
con f3, (cfr Fig. 1.12, pannello destro)

5 _ ButBu 20
BTN 1+

da cui, si ha:

5
28, = — (1+ /2
Bu= 3 (1+B)
1.e.
26 6, =5+ 532 = 562 —268,4+5=0
1.e.

5, - BEVIO-25 13212
u 5 - 5 .

Anche in questo caso, scartiamo la soluzione con il segno +, a cui corrisponde
By = 5, e, quindi:

13-12 1
bu=—%"=3

che inserita nella (1.7), o nella (1.8), determina £.

1.3.9 Tre treni - 2

A si muove con velocita v rispetto al suolo; B, invece, ¢ a riposo (vedi Fig.
1.13). Quanto veloce dovrebbe andare C perché veda A e B avvicinarsi ad

v £)
*o—> o—> @
A C B
Figura 1.13:

esso alla stessa velocita? Nel riferimento del laboratorio (i.e., il riferimento
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di B), qual ¢é il rapporto tra le distanze CB e AC (si assuma che A e C
giungono in B allo stesso tempo)?

Indichiamo con u la velocita a cui C vede A e B avvicinarsi; questa rappre-
senta la velocita di C rispetto a B, ovvero, rispetto al suolo. Dal punto di
vista di C, la velocita v risulta dall’addizione relativistica di u con se stessa,

1.e.
2u

Tt

da cui otteniamo la seguente equazione di secondo grado in wu:
v+ utv=2u = vut —2u+v=0

e, quindi:

U= —— = U=U. = ——"—" (1.9)

N. B. - La soluzione con il segno + va scartata in quanto comporta v > 1.
Inoltre, nel limite di piccoli valori di v, si ha:

_1+1-(2%/2)

Uy — 0

mentre
1—[1-(?*/2)] v
U_ ==
v 2

come aspettato.

Poiché A e C raggiungono B nello stesso istante, nel riferimento del labora-
torio il rapporto tra le distanze CB e AC coincide con quello tra le differenze
di velocita. Quindi:

CB Ve-Vs u —0 1
AC Vy—Ve v—u_ (v/u_)—1

i.e., in base alla (1.9)

CB  1—-+v1—-2? 1 —+v1—2?

AC 2 —14+VI—02 VI—(1—vV1—1?
1 J—

Ve

(1.10)
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Ovvero, nel riferimento del laboratorio, C ¢ + volte piu lontano da B di
quanto lo sia da A.

N.B. - Nel caso di velocita non-relativistiche, i.e., v >~ 1, C ¢ a meta strada
tra A e B, com’era logico attendersi.

Una ragione intuitiva per il risultato (1.10) ¢ la seguente. Immaginate che A e
B, nel muoversi verso C, trasportino dei bastoni identici. Consideriamo come
si presenta la situazione quando le punte raggiungono C. Nel riferimento del
laboratorio (B in quiete), il bastone di B & inalterato, ma quello di A ha una
lunghezza contratta di un fattore . Quindi, nel laboratorio A & piu vicino a
C di quanto lo sia B, di un fattore 7.

1.3.10 Oggetti in moto

Nel riferimento del laboratorio, un oggetto si muove con velocitd (uy,u,),
mentre voi vi muovete con velocita v lungo l'asse x. Per quale valore di v
vedete l'oggetto muoversi con velocita u, lungo lassey del vostro riferimento?
Una soluzione e, ovviamente, v = 0; trovate [’altra.

Dal vostro punto di vista, il riferimento del laboratorio si muove con velocita v
nella direzione delle x negative. Dalla formula di composizione delle velocita

trasverse, la velocita lungo y nel vostro riferimento é:
! 1 uy
Uy, =————,
vy 1—u,v

per cui, la condizione u; = u,, implica:

y(l—u,v)=1 = l—uzv=v1—-1v2

ie.
1_U2:1+U§02—2u9&v = 2UxU:(1+u:25),U2
ie., oltrea v =0:
2u,
v = .
1+ w2

Da tale formula si vede che v ¢ semplicemente ’addizione relativistica di
u, con se stessa. Questo risultato e sensato perché significa che entrambi
i riferimenti si muovono con velocita u, (ma in direzioni opposte) rispetto
al riferimento in cui 'oggetto non ha alcuna velocita lungo l'asse z. Per
simmetria, quindi, la velocita dell’oggetto lungo I’asse y deve essere la stessa
sia nel vostro riferimento che in quello del laboratorio.
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1.3.11 Particelle divergenti - 1

Nel riferimento del laboratorio, due particelle si muovono, come rappresen-
tato in figura, ciascuna con velocita v. Qual € la velocita di una particella
come vista dall’altra?

Consideriamo il riferimento S’ che si muove con il punto P a meta strada tra
le due particelle (i.e., lungo 'asse tratteggiato in figura). Questo riferimento
si muove con velocita v cos, per cui il fattore lorentziano e

1
7= V1 —12 cos?26’

Calcoliamo le velocita trasverse delle particelle. Poiché esse hanno u/, = 0,
per la formula di composizione delle velocita trasverse, si ha:

/
uy

vsing = —=
Y
Quindi, in S’ ciascuna particella si muove lungo ’asse verticale, allontanan-
dosi da P, con velocita
! .

u, =yv sinf.
La velocita di una particella come vista dall’altra puo essere trovata tramite
la formula di composizione delle velocita longitudinali:

2y 2y sinf
w = —=
L+w? 1+ (yvsing)?
_o v sin @ 1
V1= 0% cosZ0 1+ 02 sin?0/(1 — v2 cos? 6)
v sin @ 1 —v? cos?d

=2
VI =02 cos?0 1 —v2(cos?f — sin? )
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1.e.
V1 — 02 cos? 0
=2 ind 1.11
v v s 1 —v2 cos26 ( )

N.B. - Alcune osservazioni:
e quando # = 7/2 la (1.11) diviene:

2v
w=-—-7:,
14 22

mentre per € = 0, si ha w = 0; infine, per piccoli valori di 6, otteniamo:

w>~2v6 = =2vy0v0

1—v? 102

che & semplicemente la composizione non-relativistica di wu; con se
stessa.

e Posto:

a=1-v*cos20=1—2v?(cos’d —sin’f) =1 —v* (1 — 2 sin?¥0)

=1—v*+20%sin?0

b= (2v sinf) V1 —v2cos?0 = (2v sin0) \/(1 — v2) 4 0?2 sin? 6,
abbiamo:
b = 40v* (1 —v?) sin? 0 + 40* sin* 0 = a* — (1 — v?)?

per cui:

1.e.

v \/1 (1 —(lv;cfsi 0)2 (1.12)
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1.3.12 Particelle divergenti - 2

Rifare Uesercizio precedente utilizzando 1 4-vettori velocita delle due particel-
le.

Nel riferimento del laboratorio, le 4-velocita delle due particelle sono (il moto
si svolge nel piano x — y, per cui & soppressa la componente z):

ug = (1,0 cos@,v sinf) up = Y (1,v cosf, —v sin0)

Indichiamo con w la velocita di una particella come vista dall’altra, ad esem-
pio, quella di A come vista da B: le 4-velocita nel riferimento di quiete di B
Sono:

u'y = Y (1,w,0) u’y = (1,0,0)

dove gli assi sono stati ruotati di modo che, in tale riferimento, il moto
avvenga lungo l'asse z’.

Poiché il prodotto scalare di 4-vettori e invariante sotto rotazioni e trasfor-
magzioni di Lorentz, abbiamo:

Uag-up =uy - ulp = Y2 (1 —v?* cos® 0+ v? sin®6) = 7,
le.
1 —v? cos26 1
2 2
1 —v*cos20) =, = =
% ( ) =1 = Vi—w?
le.

e, in definitiva:

in accordo con la (1.12).

1.3.13 Particelle divergenti - 3

Nel riferimento del laboratorio, le particelle A e B si muovono con velocita
u e v come illustrato in figura. Indicato con 6 ’angolo tra le traiettorie delle
due particelle, qual & la velocita di una particella come vista dall’altra?

Indichiamo con z la direzione in cui punta la velocita di A (vedi figura). Sia
S’ il riferimento del laboratorio e S quello solidale con la particella A (i.e., S’
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B

e 4

u

si muove con velocita —u rispetto a S). Le componenti = ed y della velocita
di B in S’ sono, rispettivamente, v cosf e v sinf. In base alla formula di
composizione relativistica delle velocita longitudinale e trasversa, si ha:

Vv — v cost —u Vy:i v sin @
1—wuwvcosf Yo 1 —uv cosf
e, quindi, la velocita totale di B nel riferimento S (i.e., dal punto di vista di
A), e
veosh—u \> 1 v sin 6 2
V2 V2= =
i \/ 1—uvcos€)) +%2L (1—uv cos@)
ie.
V= b \/(v cos —u)2 + (1 —u2)v? sin®f
1 —wuv cosf

V02 cos20 +u? — 2uv cosf + v2 sin?0 — u2 2 sin? 6

1 —wv cosf

Vo2 +u? — 2uv cos — u2v? sin? 6
1 —wuwv cosf
Questa espressione puo essere riscritta nel modo seguente:

V2 +u2 —2uwv cosl — u?2v2 + u2v? cos? 0

V=
1 —wuv cost

V(I —uvcosh)?2 —1—u2v?+ u + 02
1 —wuv cosf

_ 1 —v2 —u?+v2u?
B (1 —uw cosfh)?

_ \/1_ (1—v?) (1_“? (1.13)

(1 —uwv cosh)
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N.B. - Alcune osservazioni:

e ponendo v = u nella (1.13), si ha:

1 —v? 2
1= —
v \/ (1—1}2 cosQ)

i.e., il risultato dell’esercizio 1.3.11 se sostituiamo 6 con 2 6;

e ponendo # = 7 nella (1.13), si ha:

V4w +20u v4u

174 —
1+vu 1+vu

come risulta dalla composizione relativistica di due velocita di senso
opposto;

e ponendo € = 0 nella (1.13), si ha:

V4w —2vu |v—u

v

1—ovu 1—vu
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1.4 Intervallo

1.4.1 Intervallo tra eventi

Si considerino, in un certo riferimento inerziale, i sequenti eventi:
e Arxy=2m,ty =5 ns;
e B:xg=3m,tg =10 ns;
e (:xc=4m, tc =06 ns.

Calcolare gli intervalli tra le varie coppie di eventi. Per quale di questi eventi
esiste riferimento inerziale in cui essi sono simultanei? Se si, con quale
velocita si muove questo riferimento rispetto a quello di partenza?

Gli intervalli per le varie coppie di eventi sono:

hp = le(ta —t6)]* = (4 — 75)’
=B x10°x (5—10) x 10771 = (2 - 3)* = (1.5)* - 1
=1.25m>  (tempo)

s = le(ta —to))? — (x4 — 20)”
=Bx108x(5-6)x107PP - (2-4)?=9x10"% -4
= —3.91 m? (spazio)

spo = lc(ta —te))* = (x4 — 2¢)?
=[3x10° x (10 —6) x 10771 — (3 —4)* = (1.2)* - 1
= 0.44 m? (tempo)

Quindi, solo per gli eventi A e C e possibile trovare un riferimento inerziale in
cui essi sono simultanei. La condizione che essi risultino simultanei implica:

v
AtiﬁlC =7 <AtAC — g A$AC> =0

i.e.
2
C AtA
CQAtAC:UAZEAC = U:—C
AmAC

per cui:

108)2 _ -9
v:(3>< 0%)* x (5—6) x 10 _015c
(2-4)
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1.4.2 Football in treno - 2

Un treno di lunghezza propria L si muove con velocita v = ¢/2 rispetto al
suolo. Un palla viene lanciata dalla coda verso la testa del treno con velocita
u = ¢/3, rispetto al treno. Quanto tempo impiega e quale distanza copre la
palla:

(a) nel riferimento del treno?

(b) nel riferimento del suolo?
(risolvere questo quesito sia utilizzando la composizione delle velocita
che la trasformazione di Lorentz dal riferimento del treno a quello del
suolo)

(c) nel riferimento della palla?
Inoltre:

(d) werificare che lintervallo spaziotemporale é lo stesso in tutti e tre i
riferimenti;

(e) mostrare che i tempi nel riferimento della palla e in quello del suolo sono
connessi dal fattore lorentziano ~y;

(f) werificare che lo stesso accade per il riferimento della palla e quello del
treno;

(g) mostrare che i tempi nel riferimento del treno e in quello del suolo non
sono connessi da . Perché?

(a) Nel riferimento del treno, la distanza ¢ semplicemente L e il tempo é:

L 3L
¢/3 ¢

(b) Nel riferimento del suolo:

i) La velocita della palla rispetto al suolo ¢ (8, = 1/3, 5, = 1/2)

. ButBo _(1/3)+(1/2) _(5/6) _5
1+ Bu By 1+ (1/6) (7/6) T

Poiché ] ] 5
= (1.14)

TR TR VB
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la lunghezza del treno in questo riferimento e:

L5:£:£L

Yoo 2
e, quindi, al tempo t la posizione della testa del treno ¢ L+ v t, mentre

quella della palla ¢ Sct. Dall’'uguaglianza di queste due posizioni, si
ricava:

L V3 L/2 7 L

Li+vt=pct = tzﬁc—v:(5/7—1/2)c:ﬁ2

(N.B - In modo equivalente, otteniamo questo tempo notando che la
palla copre l'iniziale vantaggio L, della testa del treno a una velocita
relativa pari a ¢ — v.)

La distanza percorsa dalla palla e:

d—ﬂct—§c—7L —i
7T V3e V3

ii) Nel riferimento del treno, gli intervalli spaziali e temporali sono (cfr.
punto (a)):
3L

C

=1L t

mentre il fattore lorentziano ¢ dato dalla (1.14), per cui le coordinate
rispetto la suolo sono:

2 c3L 5
z =", (' +ovt ——(L+——>——L
T =a\ttie) T
2 3L c 7 L
t = t/ 2 /: L — -
Wl + v/ o] \/g(c +202 ) 3 c

in accordo con quanto ottenuto nel punto (i).

(c) Nel riferimento della palla, il treno ha lunghezza L’/~,. Poiché
1

3
1-1/9=—"—,
/ Wi

risulta
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Quindi, il tempo che il treno impiega ad oltrepassare la palla e:

L/
L il oL
Buc 3 ¢/3 c

Ovviamente, la distanza e d = 0 in quanto la palla e ferma nel suo riferimento
di quiete.

(d) 11 valore di s? nei tre riferimenti &:
o treno:  (ct)?—d*>=c*(3L/c)* — L[> =817
e suwolo (ct)2—d>=c[TL/(V3¢)]> = (5L/V3)> =812
e palla:  (ct)’—d?>=c2(2v2L/c)> —0=8L2

(e) La velocita relativa tra il riferimento della palla e quello del suolo &
B =15/7 (cfr. (b)). Quindi:

1 1 7
T T JTo25/49 246

I tempi sono, rispettivamente (cfr. (b) e (c)):

7 L L
ty = —— t,=2vV2—,
V3 ¢ b \/—c
per cui:
ts 7L Y
b VBe2vaL 2v6
c.v.d.

(f) La velocita relativa tra il riferimento della palla e quello del treno &
u = c¢/3, per cui (cfr. (c)):

3
f)/pt - 7u - 2 \/é
[ tempi sono, rispettivamente (cfr. (a) e (c))
L L
ty =3~ t,=2v2=,
c c

per cui:
tt . 3L C 3

tp_Tz\/ﬁLzzﬂ:%
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c.v.d.

(f) La velocita relativa tra il riferimento del treno rispetto al suolo & v = ¢/2,

per cui:
1

1 1
PV RE JIoii B

I tempi sono, rispettivamente (cfr. (b) e (a)):

7 L L
ts:_ tt:3_7

V3¢ c

per cui:
ts TL c 7 7

T e e T A AT
Lt V3e3L 343 6
In questo caso il rapporto tra i due tempi non ¢ semplicemente il fattore
lorentziano perché la dilatazione temporale si applica se i due eventi acca-

dono nello stesso posto in uno dei due riferimenti. Matematicamente, la
trasformazione di Lorentz:

v
At =~ <At’ +5 A:c')

guida a At = v At’ soltanto se Az’ = 0. In questo esercizio, gli eventi:
“palla che abbandona la coda” e “palla che colpisce la testa” avvengono
nello stesso punto nel riferimento della palla ma non in quello del treno e del
suolo. Equivalentemente, né il riferimento del treno né quello del suolo sono
piu speciali dell’altro. Chi insistesse nell’utilizzare la dilatazione temporale
avrebbe un bel problema nel decidere in quale lato dell’equazione mettere il
fattore lorentziano.

1.4.3 Classificazione degli intervalli

1. Dati due eventi separati da intervallo di tipo spazio (As?> < 0), mo-
strare che esiste sempre un riferimento inerziale in cui essi sono Si-
multanei. (Per semplicita, consideriamo il caso di una sola dimensione
spaziale).

Nel riferimento K, risulta:
As? = A2 — Az? <0

1.e.

|Ax| > c|At]
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Nel riferimento K’, si ha:
;L v
At =~ (At — — Az
c

per cui, imponendo la condizione di simultaneita, i.e., At" = 0, deve
risultare:

At =2 Az
C
le. Al
C
= 1
8= <

i.e., un valore consentito per la velocita relativa due riferimenti.

. Dati due eventi separati da un intervallo di tipo tempo (As® > 0),

mostrare che esiste sempre un riferimento inerziale in cui essi sono
spazialmente coincidenti.

Nel riferimento K, risulta:
As? = A2 — Az? >0

1.e.

|Ax| < c|At]
Nel riferimento K’, si ha:
Ax' =~ (Az — v At)

per cui, imponendo la condizione di coincidenza, i.e., Az’ = 0, deve
risultare:

Az = v At

i.e. Az
X

i.e., un valore consentito per la velocita relativa due riferimenti.

<1
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1.5 Diagrammi di Minkowski

1.5.1 Simultaneita

In un dato riferimento, l’evento 1 avviene nel punto x1 = 0, ct; = 0 e
Pevento 2 in xq = 2, cty = 1 (in unita di una specificata lunghezza). Trovare
il riferimento in cui @ due eventi sono simultanes.

[Mlustriamo tre diverse soluzioni del problema.

Soluzione 1 - Consideriamo il diagramma di Minkowski di Fig. 1.14. Nel
riferimento S, I'evento 1 & nell’origine e il 2 nel punto (2,1). Consideriamo

ct ct'

Figura 1.14:

ora il riferimento S il cui asse 2’ passa per il punto (2,1). Poiché tutti i
punti sull’asse 2’ sono simultanei in 8" (hanno tutti ¢ = 0), si vede che S’ &
il riferimento cercato. La pendenza di questo asse & uguale a cty/xo = 1/2,
per cui, risulta:

v=—.
2
Dalla Fig. 1.14 & chiaro che se la velocita relativa di S e S’ & piu grande di
¢/2, 'evento 2 avviene prima di quello 1, in §'; se, invece, v < ¢/2, allora
I’evento 2 accade dopo di quello 1, in S'.

Soluzione 2 - Sia S il riferimento originale e S" quello cercato. Indichiamo con
v la velocita con cui S’ si muove, nella direzione positiva dell’asse x, rispetto
a S. Dobbiamo calcolare v.
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La trasformazione di Lorentz S — S’ é:
Az’ = v (Ax — v At)
At =~ (At _ C%Ax)
Imponendo At" (eventi simultanei in S) nella seconda equazione, otteniamo:

i.e.

Soluzione 3 - Consideriamo la situazione rappresentata in Fig. 1.15. I rive-

Il
-2

=4 x

Figura 1.15:

latori di luce sono posizionati in x = 0 e x = 2 e la sorgente di luce ¢ posta
ad v =1/2.

La sorgente emette un lampo e quando la luce raggiunge un rivelatore diremo
che si ¢ verificato un evento. Quindi, 'evento di sinistra accade a x = 0,
ct = 1/2; quello di destra accade a x = 2, ¢t = 3/2. Se vogliamo, possiamo
spostare le lancette dei nostri orologi indietro di

1

ty= ——
0 2c

in modo che gli eventi accadano a ¢t = 0 e ¢t = 1, rispettivamente questo
spostamento e irrilevante in quanto cio che ci interessa ¢ la differenza in
tempo.

Consideriamo ora un osservatore che si muove verso destra con velocita v,
i.e., rispetto al quale I'apparato si muove con velocita v verso sinistra (vedi
Fig. 1.16). Quale deve essere v affinché questo osservatore veda i fotoni
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v C C v
- -— — s
Figura 1.16:

giungere ai due rivelatori nello stesso istante? Consideriamo i fotoni che si
muovono verso sinistra. L’osservatore li vede in moto con velocita ¢, ma il
rivelatore di sinistra si allontana con velocita v, per cui la velocita relativa
fotone-rivelatore, come misurata dall’osservatore ¢ ¢ — v. Ragionando nello
stesso modo, deduciamo che nel caso del rivelatore di destra, la velocita
relativa fotoni-rivelatore € ¢ 4+ v. La sorgente di luce e tre volte piu lontana
dal rivelatore di destra di quanto lo sia da quello di sinistra, per cui, affinché
la luce raggiunga i rivelatori nello stesso istante, deve risultare:

c+v
C—U

=3

1.e.
ct+v=3c—3v = 4v=2c¢ = v =

1.5.2 Unita di misura

Consideriamo un riferimento S’, in moto, lungo l’asse x, con velocita v ri-
spetto al riferimento S. Disegnare gli assi ' e t' nel piano (z,ct) di S e
derivare il rapporto tra le unita degli assi temporali e spaziali.

Esaminiamo due modi di risolvere il problema.

Prima soluzione - Con riferimento alla Fig. 1.17, consideriamo il punto
(z',et’) = (0,1) nel piano (z,ct). In base alla trasformazione di Lorentz
S’ — S:

r =72 +pt) ct=~(ct' + pa'),

tale punto, in S, ha coordinate:

(z,ct) = (v5,7)
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ct e (x",ct)=(0,1)
f (x.cn)=(Br.y)

e
(x",ct)=(1,0)
(r.c=(v.py)

Figura 1.17:

Questo punto dista dall’origine?

d= 2+ (ct? =B+ =7 V1+

per cui, risulta:
un. (ct')  y/1+p82 1+ p2
un. (ct) 1 o\ 1-pY

come misurato in un piano in cui gli assi x e ¢t sono ortogonali.

N.B. - Risulta:

un. (ct)

— " — O0;
p—1 un. (ct)

che € un altro modo di dire che il tempo non scorre per un corpo che
si muove con velocita c;

e ¢, ovviamente:
et
T L Y
A0 un. (ct)

3 Attenzione: dimenticate la metrica dello spazio di Minkowski: non c¢’entra nulla. Dob-
biamo calcolare distanze tra punti nel piano cartesiano, per cui la formula da utilizzare e
quella euclidea.
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Inoltre, come e evidente dalla figura, lo stesso rapporto sussiste tra le unita
degli assi spaziali, i.e.

un. ' y/1+52 14 52
un.x 1 1= p2

Seconda soluzione - Tracciamo nel piano (z, ct) U'iperbole ¢t —x? = 1 (vedi
Fig. 1.18). Causa l'invarianza dell’intervallo, per tutti i punti dell'iperbole

ct (

cArr-xi=1

Figura 1.18:

risulta anche ¢*#'? — 2/? = 1, per cui, dal momento che z/; = 0 (vedi Fig.

1.19), ct/y = 1. Quindi, dobbiamo semplicemente determinare la distanza

Figura 1.19:

nel piano cartesiano (z, ct) che separa A dall’origine. Poiché:

tanf = - = B,
ct
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si ha:
r=[ct

che inserita nell’equazione dell’iperbole ¢?t? — 2% = 1, fornisce:

1
ot = ———

Vi

Quindi, la distanza di A dall’origine risulta essere:

d= /22 + (ct)2=+/(Bct)2+ (ct)2 =ct\/1+ (2 = 11_—22

Questa quantita ¢ il rapporto tra le unita degli assi c¢t’ e ct.

1.5.3 Contrazione delle lunghezze

Dati i riferimenti S e S', quest’ultimo in moto con velocita v lungo ['asse x
di S, consideriamo i sequenti problemi:

a) Un metro é a riposo lungo l'asse x' di S': se l'osservatore in S misura
la sua lunghezza, qual é il risultato?

b) Un metro é a riposo lungo l'asse x di S: se l'osservatore in S’ misura
la sua lunghezza, qual é il risultato?

Utilizzare un diagramma di Minkowski in cui gli assi nel riferimento S sono
ortogonali

a) Le linee d’universo dei due estremi del metro sono mostrate in Fig. 1.20%
La distanza AC & uguale a 1 metro in S’ perché A e C sono gli estremi del
metro a istanti simultanei: e cosl che viene misurata una lunghezza. La
lunghezza del segmento AC nel piano cartesiano (z,ct) coincide con 'unita
di lunghezza sull’asse 2/, per cui:

_C:VlJrﬂ2 (1.15)

S

Come misura l'osservatore in S la lunghezza del metro? Egli annota le coor-
dinate dei due estremi a istanti, dal suo punto di vista, simultanei e ne fa la

4Abbiamo supposto che l'estremo sinistro del metro sia posizionato nell’origine di S'.
Cio non implica alcuna perdita di generalita
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left

Figura 1.20:

differenza. Sia ¢t = 0 l'istante in cui viene eseguita questa misura. L’osserva-
tore, allora, misura gli estremi nei punti A e B. La lunghezza del segmento
AB ¢ data da (vedi Fig. 1.20):

AB =AD — BD.
Indicato con # I'angolo d’inclinazione degli assi “accentati”, abbiamo:
AD = AC sinf
Inoltre, poiché BCD = 6, risulta:

BD = CD tanf = (AC sin6) tanf = AC cos® (1 — tan® )

per cui:
AB = AC (cosf — sinf tanf) = AC cos6 (1 — tan*6) .
Poiché
cosf — cos 0 B 1
Vecos?f +sin’ V1 +tan?d
si ha: 29 )
1B — A0 1 —tan _1-p

V1+tan2f V14 32
i.e., tenendo conto della (1.15):

2 Q2
Ap-YIte =5 i

V1=p5%/1+ B2
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Quindi, l'osservatore in S misura per il metro una lunghezza ridotta del
fattore di contrazione standard.

b) Il metro ¢ a riposo in S, e vogliamo calcolare la lunghezza che misura
I’osservatore in S'. Supponiamo estremo sinistro del metro nell’origine di S.
Le linee d'universo dei due estremi sono mostrate in Fig. 1.21. La distanza

left

g end of

Figura 1.21:

AB ¢ uguale a 1 metro in S. Nel misurare la lunghezza del metro, 1'osservatore
in S’ annota le coordinate x’ dei due estremi a istanti, dal suo punto di vista,
simultanei e ne fa la differenza. Sia t' = 0 l'istante in cui viene eseguita
questa misura. L’osservatore, allora, misura gli estremi nei punti A ed E. La
lunghezza del segmento AE ¢ (vedi Fig. 1.21):

AE = L =+v1+tan?0 = /1 + B2

cos

Poiché una unita lungo ’asse 2’ ha una lunghezza
V1+ B2
1=

nel piano cartesiano (x, ct), risulta:

AE = /1 — 3?2 x (un.asse 2')

e, quindi, 'osservatore in S’ misura per il metro una lunghezza ridotta del
fattore di contrazione standard.
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1.6 Effetto Doppler

1.6.1 Autovelox

Una macchina si avvicina ad un autovelox alla velocita v =100 km/h. Se il
radar del dispositivo lavora alla frequenza v = 20 GHz, qual e lo spostamento
in frequenza misurato dal poliziotto?

La frequenza dell’onda ricevuta dalla macchina e:

S 1+v/c
1—v/c

che, al primo ordine in v /¢, risulta essere:

V ~ v/ (1+v/e)(1+v/c)=v (1—1—2).

Cc

La macchina agisce come una sorgente di onde di frequenza v/, per cui la
frequenza che torna all’autovelox e:

2
V”EV’(l—i—E):V(l—l-g) :1/(1%—23)
c c c

gt 2100 X (1/3600)
1 3 x 105

e, quindi:

2 x 10'° ~ 3.7 kHz.

1.6.2 Galassie in allontanamento

Per lo studio delle galassie nell’ammasso della Vergine, gli astronomi utiliz-
zano una linea spettrale dell’atomo di calcio. La lunghezza d’onda della luce
proveniente dalla galassia risulta essere X = 398.4 nm, mentre la lunghezza
d’onda misurata in laboratorio risulta essere Ay = 396.86 nm. Basandosi su
questa informazione, stimare la velocita con cui la galassia recede da noi.

Dalla formula dell’effetto Doppler, si ha:

c c c— 1 1 c—vw

= — :> e p—
A X Vetw AN X e+t

ie.
A (c+v) =N (c—v)
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da culi si ricava:

X2 (398.4)7 — (396.85)>
A2+ (398.4)2 4 (396.85)2

s ~ 3.90 x 1073,

N.B. - Poiché A — Ay << A, e possibile scrivere:

M=XN A=) A +X) 20 (A=)

ﬁ:)\“r)\%_ 22 T 2N

i.e.
A=A 398.4 — 396.85 B
~ _ ~3.91 x 10-5.
b= 306.85 X

1.6.3 Redshift

Una stella si allontana dalla Terra con velocita v = 5 x 1073 ¢. Qual ¢ lo
spostamento in lunghezza d’onda per la riga Dy del Sodio?

La riga Dy del Sodio a riposo ha una lunghezza d’onda Ao = 5890 A. In
termini di lunghezza d’onda, la formula dell’effetto Doppler e:

C_C CcC—v
A XN Veto

B [c+v [1+ 0

A= c—v_)\o 1-p
NB.-8<1 —= JA0+8)/01-8)>1 — X> X — redshift)
Quindi:

i.e.

1+ 5
—\y = = L |
A=do=doy[7og = do = |75

i.e., poich¢ 8 =5 x 1073, al primo ordine in 3, si ha:

143 ]

AN = X <\/(1+B)(1+B)—1> — Ao = 5890 x 5 x 107% ~ 29.5 A
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1.6.4 La torcia dell’astronauta

Un’astronauta all’interno di un razzo che st allontana con velocita v1 = 0.6 ¢
da una stazione spaziale, invia verso quest’ultima un raggio luminoso con
lunghezza d’onda A = 500 nm. Qual € la frequenza ricevuta da un osservatore
sulla stazione spaziale? Qual é la frequenza misurata da un passeggero di
un secondo razzo che si muove in direzione opposta al primo con velocita
vy = 0.8 ¢ rispetto alla stazione?

La frequenza osservata dalla stazione e:
=1 1—5122 11—
! 14+ 5 AN 1+ 5

3x10® [1-0.6
= =3 x 10" Hz = 300 THz.
Fx107\V1+r06 g g

La velocita del primo razzo rispetto al secondo e:

V1 — Vg 0.6 — (—08) 1.4
YT 88 “1-06x(—08) 148 ¢

per cui, la frequenza misurata dall’osservatore sul secondo razzo é:

l—u/c ¢ |1—u/c

Vy =V = -
1+u/c X\ 1+u/c
3 x 108

= e T0 V1 —0.9461 + 0.946 ~ 10** Hz = 100 THz.
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1.7 Cinematica e Dinamica

1.7.1 Elettrone accelerato

Qual ¢ la velocita di un elettrone accelerato da una differenza di potenziale
AV =100 kV?

Poiché I'energia cinetica acquisita dall’elettrone e uguale alla energia poten-
ziale V = e AV a cui e soggetto, abbiamo

T=E—-mc=ymc*—mc®=V

1.e.

1
mc?(y—1)=V = mc? <——1>26AV

S5

da cui, posto r = mc*/V:

1 1 1
— =14+ = 1-82= ———
Jiop 7 =Ty
otteniamo:
1 2 1/r2
52 -1 = /62 — /7” + /7’
(1+1/r)? (14+1/r)?
1.e.
5= 2/r+1/r? B V1+2r (1.16)
I T '
Poiché

V=eAV =10°eV =0.1MeV  mc® =0.511 MeV
abbiamo r = 0.511/0.1 = 5.11, e, quindi, per la (1.16):

v14+2x5.11

~ 0.548.
1+5.11

b=
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1.7.2 Vita media del muone

La massa a riposo di un muone ¢ circa 207 volte quella di un elettrone. La
sua vita media a riposo € 1o = 2.2 us. A quale velocita e con quale energia
cinetica viaggia il muone se nel laboratorio misuriamo una vita media T =7

s?

Dalla formula per la dilatazione temporale, sappiamo che:

T=79Tp
1.e. 1
-
N = - 1.17
T (A7)
da cui )
To 2 T0
VieE=2 = 1-p= (D)
P 5= (2
1.e.

B=1/1—72/72 = /1= (2.2/7)% =~ 0.949

Poiché D'energia cinetica ¢ data da T = mc*(y — 1), in base alla (1.17)
abbiamo

7
T=meL =207 x 0.511 x — ~ 336.6 MeV.
T0 2.2

1.7.3 Energia cinetica relativistica

A quale frazione della velocita della luce deve muoversi una particella affinché
la sua energia cinetica risulti essere il doppio della sua energia di riposo (i.e.
della massa)?

Deve essere:
T=mc*(y—1)=2mc = v=3

1.e. ]
= 1-3%2==
b 9

N
B=+1-1/ :%520.943

da cui:
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1.7.4 Energia di soglia - 1
Calcolare l'energia di soglia per la reazione: p+p — p+p—+p+p.

Riferimento del CM: dal momento che I'impulso totale dello stato iniziale &
nullo, 'energia di soglia altro non e che la somma delle energie di massa delle
particelle finali®

Es=3my,+mgp
ovvero, poiché m, = my:
Ey =4m, =4 x938.27 = 3753.08 MeV ~ 3.75 GeV.

Questo significa che in un collisore protone-protone, quale LHC, la reazione
puo avvenire solo se ’energia di ciascun faccio di protoni ¢ maggiore di F/2 =
1876.54 MeV, i.e., una energia cinetica pari a:

1T, = FEs —m, = 1876.54 — 938.27 = 938.27 MeV

i.e., pari alla massa del protone, com’era logico aspettarsi. In termini di
massa, infatti, lo stato finale differisce da quello iniziale di 2m,, e questo
surplus di massa deve essere fornito dall’energia cinetica complessiva dei fasci
iniziali, che, essendo composti da particelle identiche, viene equamente divisa
tra ciascuno di essi.

Riferimento del LAB: 'energia di soglia ¢ data (cfr. slide 116):
FE., = (Z mﬁn-)2 — Zm?niz. (4 mp)2 B 2m727

pum :7
2m2 2mp m

P

=7 x938.27 = 6567.89 MeV ~ 6.57 GeV.

1.7.5 Energia di soglia - 2
Calcolare l'energia di soglia nel laboratorio per la reazione: y+p — n+x+.

Dalla formula per l'energia di soglia (cfr. Esercizio 1.7.4), nel caso della
reazione in oggetto, si ha (m, = 0):
(M +mae)? —m2  (939.57 + 139.57)% — (938.27)?

B = _ ~ 151.44 MeV.
2m, 2 % 938.27 ¢

5In questa sezione, eccetto in alcuni casi, esplicitamente indicati, useremo 1'unitd
naturale c =1
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1.7.6 Energia di soglia - 3

Calcolare ’energia di soglia nel laboratorio per la reazione: v+ e~ — e~ +
e” +et.

Dalla formula per lenergia di soglia (cfr. Esercizio 1.7.4), nel caso della
reazione in oggetto, si ha (m.- = me+ = m):

(3m)?* —m?

=4m=4x0.511 =2.04 MeV.
2m

E, =

1.7.7 1l decadimento 7 — 2+
Consideriamo il decadimento del 7° in due fotoni, i.e., il processo
7’ — v+ .
Determinare le energie dei fotoni prodotti in funzione della velocita [ del

pione e dei loro angoli di emissione 01 e 0.

a) Riferimento di quiete del pione: indicate con wy , le energie dei due fotoni
finali, dalla formula generale per I’energia dei prodotti finali nel decadimento
1 — 2+ 3 (cfr. slide 122)

2 2 2
I _mi = m3 F m;3
2,3 =

2m1

specificata alla reazione in oggetto, otteniamo:

2
wr =w = Mo

71 72 2 M0 2

m o

Per quanto riguarda gli angoli, cio che risulta fissato ¢ I'angolo tra i due
fotoni. Questo, infatti, dal momento che il riferimento di quiete del pione e
il CM del sistema dei due fotoni (identici) finali, risulta essere 7, di modo
che I'impulso totale risulta uguale a zero.

a) Riferimento del laboratorio: indicata con f la velocita del pione, dalla
formula generale per il coseno dell’angolo di emissione delle particelle finali
nel decadimento 1 — 2+ 3 (cfr. slide 124)

yE — E*

cosf) = ——,
VB8P
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specificata nel caso in oggetto, si ottiene (i = 1, 2):

Ywi —wi yw;— (meo/2) 1 (1 M0 )

cosb; = = B
v Bw Y B w B 27w

Per le energie dei fotoni finali, applicando la trasformazione di Lorentz per
I’energia:
E=~(E"+4 8|p"| cos0*) =~vw; (1 +  cosb)

nel nostro caso (E = | p| per i fotoni), si ottiene (i = 1, 2):
wi =7 (W + fw] cosb) =~yw; (1+ P cosb)

m;o

5 (14 8 cosb).

=7

1.7.8 Urto elastico

Una particella di massa m ed energia E collide in modo elastico® con una
particella identica inizialmente a riposo, in modo tale che entrambe vengono
diffuse a un angolo 0 rispetto alla direzione di volo della particella (vedi
figura). Determinare l’espressione di 0 in termini di E e m. Qual é il limite

4
@ i
m

6Una collisione elastica in fisica non-relativistica & definita come una in cui non viene
generato calore. In relativita, il calore si manifesta come una massa, per cui una collisione
elastica & definita come una in cui nessuna delle masse partecipanti cambia.
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relativistico e non-relativistico di 07

I 4-impulsi prima della collisione sono:
pi = (E,p,0,0) py = (m,0,0,0)
dove
p=VE?—m?2 (1.18)

Dopo la collisione, i 4-impulsi sono:
= (E',p cosh,p sinh,0) py' = (E',p cos,—p' sind,0)

dove p' = VE'2 —m2.

N.B. - Per la conservazione dell'impulso, risulta p] = p§ = p’, e, quin-
di, poiché le particelle sono identiche e non cambiano la loro massa nella
collisione, B} = Ej = E'.

Leggi di conservazione:

_E+m-

e Energia — FE+4+m=2F = E’ 5

e Componente z dell'impulso — p=2p' cosf = p cosf = g

Per cui:

FE FE
p&“z( tm g,gtané,O) pé“:( —I—m,g,_g tan@,())

2 )
E 2 2 2
p2 =m? = ( ;m) - (g) - <g> tan® 0 = m?

4m? = E*+2mE +m* — p* (1 + tan®0)

1.e.

2

3m? = E?4+2mE — —£__
cos2 0
i.e., tenendo conto della (1.18):
EQ _ 2
3mi=E2+2mE — m
cos? 6
da cui si ottiene:
E? —m? _(E-m)(E+m)  E+m

cos? f = = -
E?+2mE—-3m?> (E—m)(E+3m) FE+3m
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Nell'ipotesi 6 < 7/2, i.e., cosf > 0, si ha:

0 [ E+m
cosl =\ ———.
E+3m
Per quanto riguarda i limiti cinematici richiesti, abbiamo:

e relativistico: £ >>m — cosf ~ 1
i.e., entrambe le particelle diffondono quasi nella direzione in avanti
rispetto alla direzione di volo iniziale della particella incidente;

e non-relativistico: £ ~m — cos?f ~1/2
i.e., 0 ~ w/4: le particelle diffondono con un angolo di circa 7/2 tra
loro (cosa che sa bene chiunque giochi a biliardo).

1.7.9 Decadimento delle particelle - 1

Una particella di massa M ed energia E decade in due particelle identiche.
Nel riferimento del laboratorio, una di esse é emessa a un angolo di w/2,
come mostrato in Fig 1.22. Determinare le energie delle particelle prodotte.

[llustriamo due diversi modi di rispondere al quesito.

Soluzione 1 - Prima del decadimento, il 4-impulso é:
pM:(E7p7070) b= VEZ_mQ

Indichiamo con m il comune valore della massa delle particelle prodotte e con
f I'angolo formato dalla direzione di volo della seconda particella con 1’asse
x. I 4-impulsi dopo il decadimento sono (vedi Fig. 1.22):

P = (E4,0,py,0) ph = (Eq,p2 cosf, —py sin b, 0).
Leggi di conservazione:
e della componente x dell’impulso:

Py cos =p

che implica:
po sinf = p tan (1.19)

Poiché la componente y dell’'impulso iniziale ¢ nulla, risulta:

p1— P2 sinf =0
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®
)
e— = Q---
M
@
Figura 1.22:
i.e., perla (1.19):
p1 = p tané.
Quindi, i 4-impulsi finali sono:
b= <E1707p tan9>0) P2 = <E27p7 —p tan 970)
e dell’energia:
E=F,+ Es
i.e.
E= \/ﬁ12+m2+ \/ﬁ§+m2
= /p? tan?0 + m2 + /p? + p? tan® 6 + m?
= \/p? tan2 0 + m? + \/p2 (1 + tan?6) + m?
Da cui:

E —/p? tan20 +m? = \/p2(1 + tan? 0) + m?
i.e., ricordando ’espressione per 'energia F;
E* +p* tan®0 +m* — 2 E B, = p* (1 + tan®0) + m?
da cui
E?—-2FE, =p*

1.e. 2 ) Ve
R p .

B = =
2E  2E
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e, quindi:
M?  2E%? - M?
Eh=F-F=F——=———
2 ! 2F 2F

Soluzione 2 - Conservazione del 4-impulso:

Pr=mitp)t = p=(p—p)
ie.
p> —2p-p; +pi = P
e dal momento che p? = p3 = m? e p = M?, otteniamo:

MQZQP'FM

1.e.
2EE, — 27 -py = M?

da cui, poiché p’- p; = 0, si ottiene:

M2

2FEE, = M? = E, = —
1 Y

(visto quanto e piu semplice usando 'algebra dei 4-vettori?)

1.7.10 Collisione di fotoni - 1

Due fotoni, ciascuno di energia E, collidono ad un angolo 6 e creano un
particella di massa M. Quanto vale M ?

Ricordando che per i fotoni risulta w = k, i 4-impulsi dei fotoni sono:
k' = (w,w,0,0) kS = (w,wcosb,w sinh,0).
Il 4-impulso della particella finale:
P = (k1 + k)" = (2w,w (1 + cosb),w sinb,0)
per cui:

M? =p? = 4w? — w? (1 + cos0)? — w? sin® 0

=w?(4—1—2 cosf — cos* § — sin® )

0
=w?(2—2cosf) =2w? (1 — cosf) = 4w? sin2§
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In definitiva: 0
M = 2w sin 7

N.B. Casi particolari:

e =0 — M=0
non si crea alcuna massa: tutta l’energia finale ¢ cinetica (in realta, in
questo caso i due fotoni non collidono);

e f=m — M=2w
tutta ’energia dei fotoni iniziali ¢ convertita in massa: nessuna energia
cinetica rimane nello stato finale.

1.7.11 Particelle legate

Una massa M in moto con velocita V' collide con una massa m, inizialmente
a riposo, e rimane attaccata ad essa. Qual € la massa dell’oggetto risultante?

Nel riferimento del laboratorio, I’energia dell’oggetto risultante é:
E=~yM+m

con un impulso pari a:

P=~MYV,

per cui, la massa dell’'oggetto risultante e:
M' =VE?2 —P2=\/(yM+m)? -2 M2 V2

= /Y2 M2+2yMm+m2—~2M2V?2

:\/72M2(1—V2)+27Mm+m2

1.e.

M' = /M2 + 2y Mm+m?.

N. B. - Nell'ipotesi M >> m, si ha:

M’z\/M2+27Mm:M1/1+27%

~ M (1+7%) =M+vym
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i.e., 'aumento di massa ¢ v volte la massa dell’oggetto fermo. Questo au-
mento ¢ maggiore di quello non-relativistico (m) in quanto nella collisione &
generato del calore che si manifesta come massa nell’oggetto finale.
L’aumento v m ¢ chiaro se lavoriamo nel riferimento dove M ¢ inizialmente in
quiete. In questo riferimento, la massa m si muove con energia v m e, quindi,
tutta questa energia si manifesta come massa dell’'oggetto finale. Ovvero,
essenzialmente niente di essa si manifesta come energia cinetica dell’oggetto
finale. Questo risultato, i.e., che ’energia cinetica e trascurabile, ¢ generale
quando un piccolo oggetto colpisce un oggetto grande in quiete, e segue dal
fatto che la velocita v dell’oggetto grande e proporzionale a m/M (se la
situazione e relativistica ¢’e un fattore «y), per cui 'energia cinetica va come
M (m/M)* = m?/M =~ 0. In altre parole, il piccolo valore di v “domina” su
quello grande di M.

1.7.12 Decadimento delle particelle - 2

Una massa in quiete My decade in due masse, Mp e Mq. Quali sono le
energie e gli impulsi di queste due masse?

Ovviamente, le particelle B e C hanno impulsi uguali e opposti, per cui:
E% — M} = EZ — M (1.20)
Dalla conservazione dell’energia, inoltre:
My = FEg+ E¢
che, sostituita nella (1.20), fornisce:
(Mg — Ec)? —Mp=FE} —Mg = Mj—2MsEc— Mpg=—M:
ie.

M3 — M3 + ME
2 My

Ec =
e, quindi:

M3 — M} + M2 :Mi+M}§—Mg‘

Ep=FEs— FEc= M4 —
B A C A 2 M, 2 M,
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Dalla (1.20), si ottiene il comune valore del modulo dell’impulso delle 2
particelle:

ey O A - My
p= E?B—M2:\/ 4]@3 — M3

_ /ME + M+ ME+2 M5 ME — 2 M3 MZ —2 M3 MZ — 4 M3 M3
2 My

_ VMR + M+ Mg — 2 M3 Mp — 2 M3 MZ — 2 Mg, M¢
2 My

(1.21)

N.B. - Alcune osservazioni:

e Sipuo verificare che la quantita sotto radice nel numeratore della (1.21)
puo essere fattorizzata nel modo seguente:

(MA+MB—|—M0) (MA+MB—M0) (MA—MB+M0) (MA—MB—Mc),

da cui si vede che se My = Mg+ M¢, allora p = 0: non rimane alcuna
energia disponibile per far muovere B e C.

e La (1.21) appare simile alla formula di Erone per I’area di un triangolo
di lati a, b e c:

1
A:Z\/2a2b2+2a202+2b202—a4—b4—c4

1.7.13 Energia di soglia - 4

Una particella di massam ed energia E collide con una particella identica ini-
zialmente a riposo. Qual € ’energia di soglia per uno stato finale contenente
N particelle di massa m?

I 4-impulsi iniziali sono:
Py = (E,p,0,0) Py = (m,0,0,0)

dove p = VE? —m?2. Quindi, il 4-impulso totale delle particelle prodotte
nello stato finale, nel riferimento del laboratorio é:

P* = (E+m,p,0,0).
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Poiché nel riferimento del CM, il 4-impulso totale e:

PN — (EM,0,0,0)

si ha:
P2 — (PCM)Z = (E + m)Z _p2 — (ECM)Q
1.e.
E*4+2mE +m? — (E? —m?) = (EM)?
1.e
OmE +2m? = (ECM)Q,
per cui:

E
EM=V2my/1+ =. (1.22)
m

La soglia della reazione corrisponde al minimo di £°M, che altro non & che
la somma delle masse di tutte le particelle presenti nello stato finale, i.e., per
la (1.22)

E
EM=Nm = N=v24/1+—

i.e.

Dal momento che alla soglia non ¢’e¢ moto relativo tra le particelle nel CM,
non c¢’e¢ moto relativo in nessun altro riferimento. Questo significa che a
soglia, nel laboratorio, le N masse viaggiano insieme come un oggetto unico.
La soglia E' ¢ piu grande della energia (N — 1) m che avremmo potuto, inge-
nuamente, immaginare perché, nel riferimento del laboratorio, lo stato finale,
per la conservazione dell’energia, deve contenere energia cinetica. Infine, nel
caso di N molto grande, si ha: F oc N2,

1.7.14 Collisione di particelle

Una particella di massa M ed energia E collide con una particella di massa
m in quiete, prosequendo il suo moto lungo la direzione iniziale. Calcolare
l’energia finale della particella di massa M.

I 4-impulsi prima della collisione sono:

P = (E,p,0,0) pt, = (m,0,0,0) (1.23)
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dove p = v/ E? — M?2. Dopo la collisione, il 4-impulso della particella di massa
M e:

Y = (E',p',0,0) (1.24)
dove p/ = vV E'2 — M?2.

(N.B. - non abbiamo bisogno del 4-impulso finale della particella di massa
m.)

Dalla conservazione del 4-impulso totale:

Pas + P = Pas + Pl

si ha:
Pre = (Par + P — Pr)’
i.e.
m? = M*+m?> + M* 4+ 2p3; - P — 2Par - Pt — 2P - P
1.€.

M? 4 pps - Py = Pas - Py — P - Py = 0
In base alla (1.23) e (1.24), risulta:
PPy =FEE —pp  py-pn=Em  p,-py=mFE

per cui:
M*+Em— (EE —pp)—Em=0
M?*+(E—EYm—EE +pp =0

1.e.

M+ (E—E)Ym—EFE =—VE>— M>VE?— M?
i.e., elevando al quadrato ambo i membri:

M'+(E—EVm*+E*E*+2mM*(E—E)-2M*EFE
—2m(E - EEFE = (E? - M?) (E'? - M?)

M4+ (E—-EVm* +E*E?+2mM?*(E—-E)-2M*EFE'
—2m(E—-E)EE =E*E? - M*E'? - M*E* + M*
da cui si ottiene:

M? (E*+ E? -2EE)+m*(E - E')?
+2mM?*(E~FE)-2mEE (E-E)=0
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i.e.
(M*+m*)(E—EY+2mM*(E—~E)-2mEE (E—E)=0

da cui, facilmente, si vede che una soluzione di tale equazione ¢ E' = E, come
deve essere perché questa uguaglianza, insieme a quella p = p’, soddisfa la
conservazione di energia e impulso.

Dividendo per £ — E’, si ha:

(M* +m*) (E—E)+2mM? -2mEE =0
i.e.
(M?> +m*+2mE)E =2mM?* + (M* +m*) E

da cui si ha:
(M? +m?*) E +2m M?

E =
M24+m24+2mFE

N.B. - Alcuni casi particolari:
e £~ M (i.e., la particella iniziale ha poca energia cinetica)

M?*+m*)M +2mM?* M?*4+m?*+2mM

E’:( - - M
M2+ m?2+2mM (M + m)?

i.e., anche dopo la collisione, M ha una energia cinetica trascurabile;
o M =m
, 2MPE+2M*  E+4+M
C2M24+2ME 14+ E/M
i.e., M si ferma e m si prende tutta I'energia che aveva M (pendolo di
Newton);

o m>>F M

2 2 2
g MER2mAM 20
m?2 m

i.e., essenzialmente, la massa pesante, in questo caso m, non acquista
alcuna energia;

e ME>>meM?>>FEm

M?E
M2

i.e., essenzialmente, la massa m non svolge alcun ruolo: non esiste;

E ~ =F
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o ME>>meM?<<Em

_MPE M
T 2Em  2m

/

(1.25)

i.e., 'energia finale di M non dipende dalla sua energia iniziale E. Que-
sto significa che non importa quanto veloce ¢ I'oggetto grande che lan-
ciate contro quello piccolo, purché di energia sufficiente, quello grande
finira per avere 'energia (1.25). E dal momento che stiamo assumendo
M? << Em, questa energia ¢ molto minore di E, e, quindi, la maggior
parte della (grande) energia iniziale finira assorbita da m.

e F>>m>>M )

m°E —m
2Em 2

i.e., non importa quanto veloce viene lanciato un oggetto piccolo contro
uno grande, purché di energia sufficiente, quello piccolo finira per avere
un’energia pari a meta della massa in quiete (situazione simile a uno

dei casi limite della diffusione Compton).

E ~
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Capitolo 2

Domande

Esiste un corpo perfettamente rigido?

No. Poiché I'informazione non puo propagarsi piu velocemente della luce, ci
vuole un tempo finito perché gli atomi che compongono un oggetto possano
comunicare tra loro. Se premiamo 'estremita di un’asta, I’altra non si muo-
vera immediatamente. Se lo facesse, vorrebbe dire che gli eventi “pressione” e
“moto” sarebbero separati da un intervallo di tipo spazio, con il che esistereb-
be un riferimento in cui 'evento “moto” avviene prima di quello “pressione”,
con evidente violazione della causalita. Dobbiamo concludere che la secon-
da estremita non puo reagire istantaneamente alla pressione esercitata sulla
prima.

Gli orologi in moto procedono piu lentamente. Questo risultato ha qualcosa
a che fare con il tempo che impiega la luce a viaggiare dall’orologio ai vostri
occhi?

No. Quando parliamo del ritmo di un orologio in un dato riferimento, ci
riferiamo a quanto effettivamente indica 1’orologio in questo riferimento. Ci
vuole sicuramente un certo tempo perché la luce dall’orologio giunga all’oc-
chio dell’osservatore, ma e sottinteso che 'osservatore sottrae questo tempo
dal computo. Allo stesso modo, altri effetti relativistici quali la contrazione
della lunghezza e il carattere relativo della simultaneita, non hanno niente a
che fare con il tempo che impiega la luce a raggiungere i vostri occhi.

Come rispondete a chi afferma che un’asta in moto non € realmente piu corta,
ma appare soltanto piu corta?

L’asta e realmente piu corta nel nostro riferimento. La contrazione della

81
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lunghezza non ha nulla a che fare con come appaiono le cose. Essa ha a
che fare con dove le estremita dell’asta a si trovano a istanti simultanei nel
vostro riferimento. (Questo, dopo tutto, ¢ come si misura la lunghezza di un
oggetto.) A un dato istante di tempo nel vostro riferimento, la distanza tra
le estremita ¢, infattii, minore della lunghezza propria dell’asta.

Immaginate di illuminare con un fascio di luce uno specchio che si muove
verso di voi. A quale velocita si muove il fascio riflesso?

A velocita c. La luce riflessa avra una frequenza piu alta a causa dell’effetto
Doppler, ma la velocita sara sempre c.

Siete allinterno di un’astronave in viaggio attraverso lo spazio. FEsiste un
modo di stabilire la vostra velocita senza guardare dall’oblo dell’astronave?

Ci sono due punti da precisare.

1) La domanda ¢ priva di significato in quanto non esiste velocita assoluta.
L’astronave non ha una velocita assoluta. L’astronave non ha una velocita;
essa possiede soltanto una velocita relativa a qualcosa.

2) Anche se si chiedesse della velocita rispetto, ad esempio, a una nube
stellare, la risposta sarebbe ancora negativa. La velocita uniforme non e
misurabile dall’interno dell’astronave. L’accelerazione, invece, ¢ misurabile
(assumendo che non ci sia gravita nell’intorno a confondervi).

Riguardo a questo problema, ¢ importante spendere due parole sulla cosid-
detta anisotropia di dipolo del fondo cosmico a microonde (CMB), tramite
la quale & stato possibile stabilire che la Terra (in realta, il nostro Gruppo
Locale) si muove rispetto al CMB con velocita pari a 640 km/s.

Questa osservazione non implica alcuna violazione del Principio di Relativita
Galileiano (PRG). Infatti, in questo caso non compiamo alcun esperimento,
ma stiamo soltanto “guardando fuori”. Questa operazione consente di ren-
dersi conto del proprio moto, anche rettilineo uniforme, rispetto a qualunque
altro sistema di riferimento, ma non e un esperimento.

Se siamo all’interno di un aereo, guardando dal finestrino non abbiamo nes-
suna difficolta a renderci conto di essere in moto. Ma non stiamo conducendo
un esperimento. Questo lo facciamo quando, ad esempio, beviamo il caffe
che ci viene servito dal personale dell’aereo. Se questo esperimento e fatto
con gli oblo chiusi, non abbiamo alcun modo di sapere che siamo in moto, e
con quale velocita: tutto va come se fossimo seduti sul divano di casa.
Nella formulazione del PRG occorre sempre tener presente che non e con-
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sentita alcuna possibilita di “guardare fuori”. (Galileo ’aveva ben presente
e scriveva: “... rinserratevi ... sotto coperta ...”). Se ne abbiamo la pos-
sibilita, possiamo rivelare anche un nostro moto in qualche senso assoluto.
Questo sarebbe in contrasto con il PRG se quest’ultimo affermasse, cosa che
non fa, che e impossibile rivelare un moto assoluto. In realta la formulazione
corretta del PRG e: esperimenti condotti nelle stesse condizioni in diversi
riferimenti inerziali danno gli stessi risultati.

Per meglio comprendere la differenza, consideriamo 1’esperimento di Michel-
son e Morley. Lo spostamento delle frange d’interferenza va come (v/c)?,
dove v ¢ la presunta velocita della Terra nel moto attraverso 'etere (circa
30 km/s). Il moto rispetto al CMB (nulla vieta di pensarlo come una sor-
ta di etere) avviene con velocita di 640 km/s, per cui lo spostamento delle
frange dovrebbe essere circa 400 volte piu grande. Eppure, anche nelle versio-
ni piu recenti - in grado di evidenziare velocita rispetto all’etere di qualche
m/s - dell’esperimento non si osserva nulla. Anche se cé un etere, non &
sperimentando che possiamo metterlo in evidenza.

Due oggetti volano verso di voi: uno da est con velocita u; l’altro da ovest con
velocita v. E corretto dire che la loro velocita relativa, come misurata da vot,
e u+v? Oppure deve essere utilizzata la formula relativistica di addizione
delle velocita? E possibile per la loro velocita relativa, come misurata da voi,
eccedere c?

Si, e lecito semplicemente sommare le due velocita per ottenere u 4+ v. Non
c’e alcuna necessita di usare la formula relativistica di addizione delle velocita
perché entrambe le velocita sono riferite allo stesso osservatore. E perfetta-
mente lecito per la velocita relativa essere piu grande di ¢, ma non si puo
ottenere piu di 2 ¢ (la velocita relativa di due fotoni che si muovono in verso
contrario).

La formula relativistica di addizione delle velocita va utilizzata quando, ad
esempio, viene assegnata la velocita della palla rispetto al treno e di questo
rispetto al suolo, e si chiede di determinare la velocita della palla rispetto al
suolo. In questo caso, le due velocita assegnate sono misurate rispetto a cose
differenti, ovvero il treno e il suolo.

Antonio rincorre Bruno. Come misurate nel riferimento al suolo, essi hanno,
rispettivamente, velocita 4¢/5 e 3¢/5. Se inizialmente essi sono distanti L
(come misurata nel riferimento al suolo), quanto tempo impieghera (come
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misurata nel riferimento al suolo) Antonio ad acchiappare Bruno?

Come misurata nel riferimento al suolo, la velocita relativa e

4¢ 3c_c

5 ) 5

Antonio deve recuperare lo svantaggio iniziale L e per far cio impieghera un
tempo:
L 5L
/s ¢
Non c’e alcun bisogno, in questo caso, di utilizzare formule relativistiche di
addizione di velocita e contrazione di lunghezza: tutte le quantita indicate
nel problema sono misurate rispetto allo stesso riferimento.

Due gemelli si allontanano ["uno dall’altro a velocita relativistica. I risul-
tato sulla dilatazione temporale afferma che ciascun gemello vede [’orologio
dell’altro procedere piu lentamente per cui ciascuno dice che [’altro invecchia
meno. Come rispondere, quindi, alla domanda: qual é il gemello realmente
pit giovane?

E privo di senso chiedersi quale gemello sia piu giovane, in quanto essi non
sono nello stesso riferimento; essi usano differenti coordinate per misurare il
tempo.

L impulso di un oggetto di massa m e velocita v ¢ p =m~yv. Un fotone ha
massa nulla, quindi ha impulso nullo?

No. E vero che m ¢ zero, ma «y € infinito in quanto v = ¢. Quindi, si ha un
risultato indefinito. Un fotone, in realta, ha impulso uguale a E/c.

Non e necessario postulare ['impossibilita di accelerare un oggetto alla velocita
della luce. Essa seque dalla espressione relativistica dell’energia. Spiegare.

E =m~yc? percuisev=c,v— oo eloggetto deve possedere una quantita
infinita d’energia (a meno che m = 0, come per il fotone).



Capitolo 3

Complementi

3.1 Equazioni di Maxwell

La dinamica del campo e.m. e governata dalle equazioni di Maxwell. Nel
vuoto, in assenza di sorgenti (p = 0,7 = 0):

V-E=0 V-B=0 (3.1)

. . 10B . - 10E
E+>-"—"= B--=2"= 2
V x +C BT 0 V x pn 0 (3.2)

Eseguendo il rotore di ambo i membri della prima delle (3.2) (legge di Faraday-
Neumann-Lenz), si ottiene:

x B) =0

<L

- - = 10

E+-2
VxVxE-+ ~5 t(
da cui, tenendo conto della seconda delle (3.2) (legge di Ampere-Maxwell):
1 O°E
2

=
c? Ot?

VxVxE+

Poiché!: B . .
VxVxE=V(V-E)-V?E,

tenendo conto della prima delle (3.1) (legge di Gauss), risulta:

e, quindi:

OF =V?E — = ——— =0 (3.3)

1Utilizziamo I'identita vettoriale: A x B x C = B(A-C) — C(A- B)
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i.e., U'equazione delle onde®. In maniera analoga si dimostra che la stessa
equazione e verificata dal vettore campo magnetico.

Le equazioni di Maxwell non sono invarianti per trasformazioni di Galilei.
E possibile dimostrare cio in tre modi diversi:

1. A titolo di esempio, consideriamo la componente x dell’equazione di
Faraday-Neumann-Lenz:

dE. 0E, 10B,

oy 0. ¢ o (3-4)

e applichiamo una trasformazione Galileiana lungo I’asse x, ovvero:
’=x—vt y=y =2z t' =t

Risulta:

i B ow' 0 0
ow  Ow ow  ow'
o 0 0 ot 0

(w=uz,y,2)
0

0
- oror Totor - Vaw tar (3.5)

per cui la (3.4) diviene:

OE, 0E, 1( 0B, N 0B,
oy 07 ¢ Yo ot

OE. 0E, 10B, v0B,

oy 07  cor cor

1.e.

Domanda: E possibile che i campi si trasformino in modo tale che
questa equazione possa riscriversi nella stessa forma della (3.4)7 i.e.,
che risulti:

OE. OFE, _10B,

oy 07 ¢ ot

con E'e B’ campi nel riferimento K'? La risposta ¢ no: qualunque sia
la trasformazione di B,, non c¢’¢ modo di eliminare il termine fastidio-
so - quello proporzionale a v/c -, perché le equazioni di Maxwell non
contengono alcuna relazione tra la derivata spaziale e quella temporale
della componente di uno stesso campo.

2L’operatore (0 = V2 — g—; e detto dalembertiano.
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2. Argomento di Einstein

Consideriamo un’onda e.m. piana nello spazio 3-dimensionale3. Sce-
gliamo l'orientazione degli assi del riferimento K in modo che in esso la
direzione di propagazione dell’onda coincide con I’asse +z. Le soluzioni
delle equazioni di Maxwell nel vuoto sono:

V:Vexp{i(kx—wt)}:VeXp{ik(x_Ct>} (V=E,B).

Per un’osservatore in moto con velocita v lungo +x , i campi associati
all’onda risultano essere:

V =V exp{ik[z — (c—v)t]} (V = E,B),

per cui, nel caso v = ¢ (Einstein “a cavallo dell’onda”) scompare la di-
pendenza dalla variabile temporale, i.e., 'onda diviene statica. Questo
tipo di onda non e ammessa come soluzione delle equazioni di Max-
well. La soluzione radiativa, infatti, prevede che le oscillazioni di uno
dei campi siano sorgente dell’altro e un riferimento di quiete per 'onda
e.m. non esiste.

. Trasformazione Galileiana del dalembertiano
Tenendo conto delle trasformazioni (3.5) degli operatori di derivazione,
si ha:

0? 0?

Ow? = w2 (w:xay72)

2 _o0(fo ON_(O0 ON(O O
o2 ot\or ‘o)  \ov Vor)\ov  Vor

= o —v o —v o + v o
TR ox' ot! ot' 0x’ ox'?
0? 0? 9 0?

= —2v + v
ot'? ox' ot ox'?
da cui, quindi:

1 0 0? 0? 0? 1 0
O=V?’- - — = 4+ — 4+ — — — —
v 2 ot?  Ox? * oy? * 0z2 2 ot?
0? 0? 0? 1 [ 02 0? , O0°
2

_ _ 9
022 oy T 9. o2 Uovor U a2

3Ricordiamo che n = 3 ¢ il numero minimo di dimensioni spaziale per cui un’onda di
questo tipo e possibile.
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1.e.

9 _Z
ox'?2  Oy'? +8z/2 * 2 ox' ot 2 Ot'?

2 2 2 2 2 2
O- (1_1})3 0 0 v 0 1 0

Da cio risulta che I’equazione delle onde non e isotropa: una rotazione
(ad esempio, nel piano x — y) non la lascia invariata. La direzione del
moto nella trasformazione ha rotto la simmetria che rendeva tutte le
direzione dello spazio uguali.

Sotto una trasformazione di Lorentz lungo 'asse = (per semplicita, ci
limitiamo al caso di una sola dimensione spaziale)

/

¥ =~(x—uvt) t':7<t—§x>

gli operatori di derivazione si trasformano, invece, nel modo seguente:

9 _o9o o9 8  vO
or  or or "oz ot ox 2o
o oo o 0 B 9

o otor otor o Vow

per cui:

0 v 0 0 v 0
8302 <7 x’ e 8t’) (V% B g%)
0? v 02 v? 02
t (6x’2 T Zovor 2oror & aw)
_ 2 (9_2_23‘9_2+“_28_2>
=7 ox'? ¢ ox' ot c* Ot'2
02 0 0 0 9
%:(Vay 7Y 8:1:)(8t’ T a)
, [ 07 0 2, 0
=7 (aw “ovor  “ovor U 61"2)

2 2 2
=2 (9_ —2v 0 + v 0
ot'? ot' 0x’ ox'?
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e, quindi:

, 1O,
_c2at2_7

0? , v 0 N , V2 02
0x'? " c? Ox' ot i ct o2

- (:_12 (72 3?5/22 —27% 815?;37’ ot %)
= 2 <1 - Z—j) a(?;? —29 5 aj;f t2t g 815?(293:/
+ Z—z (i—z - 1) 88;2
=7 (1-6% (aiz N é aa;)

Poiché +? (1 — %) = 1, otteniamo:

O=0

i.e., 'equazione delle onde ¢ invariate per trasformazioni di Lorentz.

3.2 Invarianza dell’intervallo

In un riferimento K siano dati due eventi cosi definiti:

e Evento A: segnale luminoso emesso all’istante t4 da sorgente posta in
(T4,94,24);

e Evento B: segnale luminoso giunge all’istante t5 in (zp,yp, 25).
L’intervallo tra i due eventi eé:
As? = (tp—ta)® — (x5 —24)? — (yp — ya)® — (28 — 24)*.
L’equazione del fronte d’onda del segnale luminoso e:
(25 —24)* = (yp —ya)® — (28 — 24)* = & (tp — ta)’
da cui: As? = 0.

Nel riferimento K’, I'osservatore registra gli eventi:

A" = (2, Y4, 24) B’ = (25, Yp: 2p)
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per cui:
As'? =ty — )" — (2 — 20)* = (yp — yu)* — (25 — 24)?
In base al postulato della costanza della velocita della luce, I’equazione del
fronte d’onda del segnale e, quindi:
(@ = 24)* = (yp — ya)® — (2 — 24)* = & (tp — t)?
per cui: As’? = 0. Ovvero, se l'intervallo ¢ nullo in un riferimento inerziale,
lo e in tutti gli altri riferimenti inerziali:

As® =0 = As'? = 0. (3.6)

Come procede la dimostrazione nel caso As? # 0? Imponiamo le seguenti
condizioni:
e la trasformazione K — K’ deve essere lineare, per cui, tenendo conto
della (3.6), deve risultare:

As? = VN As'?

e uniformita dello spazio e del tempo (i.e., tutti i punti dello spazio-
tempo sono uguali) — A dipende solo dalla velocita relativa ¢ dei due
riferimenti;

e isotropia dello spazio (i.e., tutti le direzioni spaziali sono uguali) — A
dipende solo da v = |#/] e ne ¢ una funzione pari, i.e.:

As* = \(v) As'? Av) = A(—v) (3.7)

Per il Principio di Relativita, K e K’ sono equivalenti, per cui la trasforma-
zione K — K’ deve essere come quella inversa K’ — K, soltanto con il segno
di v cambiato, i.e.:

As'? = \(—v) As?

Per cui, in base alla (3.7), risulta:

1 1
A — = —
) =320 = 2w
Av)? =1 = Av) = £1
Questo risultato vale qualunque sia v. Poiche nel caso v = 0 deve essere
As? = As'? la soluzione A = —1 va scartata, e, quindi:

AMv) =1

da cui risulta: As'? = As?, i.e., I'intervallo ¢ invariante.

i.e.
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3.3 Trasformazioni di Lorentz

Da cio che abbiamo appreso dallo studio degli effetti fondamentali previ-
sti dalla teoria della Relativita Speciale, due sono le condizioni da impor-
re per determinare la forma analitica delle trasformazioni relativistiche tra
riferimenti inerziali:

e il moto rettilineo uniforme in K deve mantenersi tale in K’, il che implica
che la trasformazione deve essere lineare;

e le variabili spaziale e temporale devono risultare mescolate.
Adottiamo per le trasformazioni una forma che generalizza quella delle
trasformazioni Galileiane:

¥ =a(x—vt)

t'=b(t—uz)

con i parametri a, b e u da determinare?. Inserendo queste espressioni nella
condizione d’invarianza dell’intervallo, otteniamo:

(ct) —a? =2t — 22 =20 (t —uw)® —a® (v —vt)?
=2V (t* —2utx +ula?) — a® (2 — 2vtx + 0 t?)
= (A0 —a®v*)t? — (&> — AV uP) 2? +2(a*v — A bPu)tx

Uguagliando i coefficienti dei monomi dello stesso tipo nei due membri di
tale relazione, si ha:

t* — b —a’v? =2 (1)
r? — a® —cA*u’ =1 (2)
tr — alv—c2bu=0 (3)

Combinando opportunamente queste tre equazioni, otteniamo:

i) (2) —u x (3):
a’? — AVt —dou—2Erui =1
1.e.
a’(1—uv)=1

per cui:
1
a? = — (3.8)

4Notare che si riottengono le trasformazioni Galileiane per a =b =1 e u = 0.
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i) (2) +u? x (1):
A=A+ AV - =144
lLe.
a®(1—v*u?) =1+u*c?
i.e., tenendo conto della (3.8)

1 —v?u? v
14w =—F=1+4uv = U= —
1—uw c?

Inserendo tale relazione:

e nella (3.8), otteniamo

B = a=
1 —?/c? -7
e nella (3), otteniamo:
v
azv:czb2—2:bzv = a’ = b?
c
ie.,
b=~
Per cui, in definitiva:
¥ =v(x—vt) t/zv(t—£x>
2

(3.9)

Passiamo ora a considerare il caso piu generale di riferimenti K e K’ con assi
paralleli, ma in moto relativo lungo una direzione arbitraria individuata da

—

.

Riscriviamo il vettore posizione come somma delle sue componenti parallela

e perpendicolare a v
T = fH + 7
Le trasformazioni di Lorentz di questi vettori sono:

—

f‘/‘Z’}/(f”—Ut) _’J/_: 1,
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per cui:

Poiché, per definizione, risulta:

fHZ(f‘ﬁ)ﬁz%ﬁg
possiamo scrivere:
:Z”':(fy—l)(x-ﬁ)%—l—x—'yvt
ie. o
=7+ [(7—1)%— t} U

La trasformazione della variabile temporale, invece, e ottenuta sostituen-
do nella (3.9) v con ¥+ Z, per cui:

3.4 Esperimento Hafele-Keating

Eseguiamo il calcolo esplicito della differenza percentuale tra il tempo pro-
prio A1y dell’orologio 1, in quiete sulla superficie della Terra, e quello A7y
dell’orologio 2, a bordo dell’aereo. Per semplicita, supporremo che 1’orologio
1 sia posizionato all’equatore e quello 2 viaggi su un’orbita equatoriale.
Indicati con v la velocita dell’aereo, con {2g e Rg, rispettivamente, la
velocita angolare e il raggio della Terra, e con At il tempo misurato da
un osservatore inerziale esterno posto al centro della Terra, abbiamo (vg =

Qe Ro):
2 2
A =/1- 2 At Ary =1 - W0l 5
C C
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dove nella espressione del tempo proprio dell’orologio 2, il segno + si riferisce
al caso in cui 'aereo vola verso EST, quello — nel caso che voli verso OVEST.
Eliminando At, si ottiene:

C2
ATQ = ATl

Poiché vg, v << ¢, sviluppando secondo Taylor entrambe le radici quadrate,
possiamo scrivere:

1
=5~
A~ —2 ¢ Ap

i.e., sviluppando ulteriormente il denominatore:

1 (v +v)? 1 v
AT22|:1—§T 1+§C—2 A’Tl

quindi:

1vé+v2:i:22)@v 11%
ATQQ( —5 62 1—{—50—2 ATl
v

2c¢2 22 22 2
~ (1 v £ 2050 Ar
2 c2

da cui, si ottiene:

Ay — ATy v? 250
_ ~ Vi E20v 3.10
ATl 2 ¢? ( )

Poiché
Qe =73x10°rad-s! Re = 6.37 x 10° m

risulta vg =~ 465.01 m/s, che inserita nella (3.10), insieme al valore v = 300
m/s, fornisce:
300)% £ 2 x 465.01 x 300
2 % (3 x 105)?
9 x 10* £ 2 x 465.01 x 3 x 10*
T 18 x 1016
94279

~ 20712
18

(5:—(
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1.e.

5— —2.05 x 10712 verso EST
] +1.05 x 10712 verso OVEST

3.5 Impulso relativistico

Affinché la legge di conservazione dell’impulso possa valere in tutti i sistemi
di riferimento inerziali, occorre modificare la relazione tra p' e v. Per essa,
ipotizziamo la forma seguente®:

p=mgv?/c*) v, (3.11)

dove, per motivi dimensionali e di simmetria, la funzione g dipende dalla
velocita tramite la combinazione 2. (Per semplicita di notazione, nel seguito
indicheremo con v I’argomento della funzione g).

N.B. - Nel limite ¢ — oo, la (3.11) deve ridursi all’espressione Newtoniana
P = md, per cui deve essere: g(0) = 1.

Consideriamo ora l'urto tra due particelle identiche di massa m. Analiz-
zeremo il processo in tre riferimenti diversi: il riferimento del CM, K*, e i
riferimenti di quiete delle due particelle, K; e Ks.

e Riferimento K* — Per definizione di centro di massa, abbiamo:

py+p; =0
i.e., essendo my; = moy = m:
g(v1) 07 = g(v3) U5
il che comporta v} = v; e, quindi:
Uy = —Uy

i.e., per la conservazione dell’impulso, anche le velocita finali sono ugua-
li e opposte. La situazione, quindi, e quella rappresentata in Fig. 3.1

e Riferimento Ky — Questo riferimento ¢ ottenuto da quello K* tramite
un boost di velocita —v5. Indichiamo con ' la velocita della particella
1 prima dell’'urto, e con w e u, rispettivamente, le velocita di 1 e 2 dopo
I'urto (Fig. 3.2).
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il
A

Figura 3.1: Urto elastico tra particelle identiche nel riferimento del CM.

w
—_——
¥ i

Figura 3.2: Urto elastico di Fig. 3.1 visto nel riferimento di riposo della
particella 2, prima (sinistra) e dopo (destra) 1'urto.

e Riferimento K; — Poiché il boost che fa passare da K* a tale riferi-
mento ha velocita ¢} = —05, per ragioni di simmetria la velocita della
particella 2 in K; sara —¢, mentre quelle delle due particelle dopo 1'urto
saranno, rispettivamente, —u e —u (vedi Fig. 3.3).

Figura 3.3: Urto elastico di Fig. 3.1 visto nel riferimento di riposo della
particella 1, prima (sinistra) e dopo (destra) 'urto.

Nel riferimento K, la legge di conservazione dell’impulso totale per la com-
ponente y assume la forma:

0=—mg(u)uy, —mg(w)w, (3.12)

511 parallelismo di ' e ¥ consente l'esistenza di una legge di conservazione.
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Osservando che K; e legato a Ky da un boost di velocita —v, la legge di
composizione relativistica della velocita consente di scrivere:

w
g(u) = gtw)
U~
v(v) (1 + )
Nel limite di urto radente @ — 0, w = ¥, questa equazione diviene
g9(v)
9(0) =
© 7(v)
e, poiché g(0) = 1, si ha:
g(v) =~(v),

che inserita nella (3.11), fornisce I'espressione relativistica dell'impulso:

p=m~y(v). (3.13)

3.6 Energia relativistica

Consideriamo il decadimento di una particella di massa M in due particelle,
rispettivamente, di massa m; e my. Analizziamo il processo nel riferimento
S1 di quiete della particella che decade, e quello S, in cui quest’ultima si
muove con velocita u lungo 1'asse 4y, ovvero verso l'alto (vedi Fig. 3.4)

La conservazione della componente verticale dell'impulso totale, nel riferi-
mento S, assume la forma:

M ~y(u)u =mycy(w) u+mycy(wy) u

le.
M & y(u) = my & y(wy) + ma & y(wy). (3.14)

Nel limite u — 0, i.e. nel riferimento Sy, risulta:

y(u) =1 y(wi) = () - (i=1,2)
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o iy

mI n']2

Figura 3.4: Decadimento della particella di massa M nel riferimento S;
(sinistra) e in quello Sy (destra).

per cui, la (3.14) diviene (y(v;) = v):
M =my Py + mo . (3.15)

NB.-v>1 = M >m;+ my: in Relativita Speciale la massa non si

conserva. E la massa “mancante”? E convertita in movimento!

Riscriviamo ora la (3.15) nel modo seguente:
McE=mi+mec®+ (v — 1)mi 4 (72 — 1) mg &

Il termine mc? (y — 1) ha un significato fisico preciso che risulta evidente
considerando che:

e per una particella in quiete risulta v = 1 e, quindi:

y—1=0;

e per piccole velocita (v ~ 0), si ha®:

me(y—1) =mé (ﬁ) ~me? (1_—152/2—1>

2
~mc® [1+5=—1
mec ( +2

6Si ricordino i seguenti sviluppi in serie di Taylor:

\/1—30:1—%;54—0(362) ﬁzl—i—x—i—O(aﬂ?)
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1.e.

Cio porta ad assumere che
T=mc(y-1)

sia I'espressione relativistica dell’energia cinetica, e, quindi, che per I’energia

totale risulti:
E=mcd+T=mc. (3.16)

N.B. - Alcune osservazioni:

e nel caso di una particella in quiete (y = 1), la (3.16) diviene:
E=mdc
la piu famosa, almeno tra i giornalisti, delle equazioni di Einstein!

e in base alle (3.13), (3.16), si ha:

per cui:
2 2 E2
E?—(pc)* = E* - (E%) & = 2 (1—”—) —
c
i.e., per la (3.16), la cosiddetta relazione di mass shell

VE?—(pe)? = %zch (3.18)

e nel caso v = ¢, in base alla (3.17) si ha:

E
p=—
c
da cui, per la (3.18), si ricava:
m =0

i.e.; le particelle che si muovono alla velocita della luce hanno massa
nulla.
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3.7

energia

Consideriamo i due riferimenti inerziali seguenti:

e Riferimento K - particella in moto con velocita @

P

dove:

=moy(u)d

1

v(w) N

E =myc*y(u)

Trasformazione di Lorentz di impulso ed

e Riferimento K’ - in moto rettilineo uniforme rispetto a K con velocita
v diretta lungo 'asse x = 2’

B = moy(u) i

Per ricavare le leggi di trasformazione di tali quantita, ¢ necessario, in-
nanzitutto, determinare quella del fattore lorentziano. Ricordando che (v =

1/4/1 —0v2/c?):

!/

E' =myc?~y(u)

, Uy — V , Ug,
ule Uy U Uo = <1 Uy U
— "y —
c? c? )
si ha:
u'? = ul? + u’y2 + ul?
1 [ u? + u?
- Uz VY 2 (ua = 0)* + = 2 }
(1_ c? ) )
1 [ 2 2 2 v?
- (1_Uzv>2 -(ux—'U) +(u _ux) 1_C_2
2

2 1 1 u?v? ulv
1—u—2:1— 5 |5 (Ul —2upv+ 0"+ 0’ —ul — —; L
c <1_va> c c c
2
1 uyv\2  vP+ut—2u,v v? (u —ul)
- (1_ 2) - 2 + 4
c ¢ c

(3.19)
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1.e.
1 u’z_ 1 | gl wiv? v+ u? —2u,v
_0_2_(1_%1))2 I A c2
2
v? (u? — u?
(20 )
c
B 1 1 v+ u? u??
_(1_va)2 2 A
2
B 1 v2 o u? 1 v?
oy lerelne
2
1 2 2
9 )
(1_va) c &
2
ie. . .
2ul - Ug V 2
72 (u') 722 (u) (1_ 02>
quindi:
Uy U
) = y7(u) (1= =) (3.20)

N.B. - la relazione inversa e ottenuta eseguendo la trasformazione: v — —v,
U —u, i.e.:

Y(w) = vy (W) (1 + ué“;v) :

Inserendo la (3.20) nella prima della (3.19), si ottiene:
Pe = moy (1) (g — v)
Po = moY(u) Ua (@ =y,z)
le.
P =" (px - %E> Py=py D=0 (3.21)
e nella seconda della (3.19)

E' =mycvyy(u) <1 — u$v>

c2

= [mo ¢ y(u) — moy(u) uy v]

= [mo & y(u) —mo 2 y(u)
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le.
E' =~v(E—vp,) (3.22)

3.8 Trasformazione di Lorentz dell’accelera-
zione

Consideriamo i due riferimenti inerziali seguenti:

e Riferimento K - particella in moto con velocita o

¢ di
A2 dt

a=

e Riferimento K’ - in moto rettilineo uniforme rispetto a K con velocita
v diretta lungo l'asse x = 2

L, 2@ da’ da’ dt
CTwr T W A ar

Poiche (cfr. slide 52):

2
posto
Uy U
g(uy) = (1 2 )’
risulta:
a1 (3.23)
At v g(us) '
e, quindi:
i 1 da’
v9(u,) dt

Dalla trasformazione di Lorentz della componente z della velocita (cfr.
slide 53), si ha:
, Uy — U

g(uz)
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du! du, dg(u,)

e o)~ = o))
— o [ ot - =0 (<) ]
— iy [ + (- v (5)

At 2 g(us) v g3 (us)
e, quindi, sostituendo la definizione di g(u,):

Ay
Uy V3
3 . €T
i <1 c? >
A partire dalla trasformazione della componente y della velocita (cfr. slide
53), si ottiene :

/_
a, =

1.e.
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Per ottenere la trasformazione della componente z, basta eseguire nella

espressione di di ag/ le sostituzioni: a, — a., u, — u,.

N.B. - contrariamente a quanto accade nella fisica Newtoniana, l’accelerazio-

ne dipende dal sistema di riferimento.

3.9 Legge di Minkowski

La legge di Minkowski, i.e., la legge fondamentale della dinamica valida per

ogni regime di velocita, sancisce che:

d .
a(movv):F
ie.,
dv\ . . F
(§)evoe-
Poiché
dy 1 | v\ 2 2 do 3
— = - — —— —=—=U-a
dt 2 c? c? dt 2
si ha:
’}/3 — =\ — - -
mo |5 @) 74y = F
ie. oL
mofy(i:ﬁ—mofy #17
c

(3.25)

Moltiplicando scalarmente per ¥ ambo i membri di questa equazione,

otteniamo:

1.e.

(3.26)
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3.10 Variazione nel tempo dell’energia

In base all’espressione relativistica dell’energia, abbiamo:

de d dT
E = &(mCQ‘i‘T) = E
quindi, poiché T = (y — 1) m c*:
dE o dy
— =mc° —
dt dt
da cui, in base alla (3.24), otteniamo:
dE Lo
- m~* (V- @)
i.e., utilizzando la (3.25):
. , . |2 F-7,
rrAmAR e
2 | 2 = = v
o |Foo- (R )
v? o
- (1—0—2) (F -5
quindi, in definitiva:
dE  dT' Pz
. dt

3.11 4-accelerazione

Il 4-vettore associato all’accelerazione ¢ definito come segue:

o o
dr dr?

Ricordando che u* = v (¢, ¥), abbiamo:

o =20

o_dw_ dy didy

B P o e
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i.e., poiché 7 =t/ e tenendo conto della (3.24):

=) |SEa| e L a -

o u=*k (k=1,23)

N.B.

di  dy . do  dt dy

dua L A0 dtdydEdu
ar ar T Tt T w

d
= (d—Zﬁ—i—’yEz’)

i.e., sempre in base della (3.24), abbiamo

—

w0 =

T =L (7@ T+ = [f(ﬁ-@)ﬁﬂz].

- Alcune osservazioni:

e la parte spaziale della 4-accelerazione ha due componenti: una paral-

lela alla accelerazione 3-dimensionale @ e una parallela alla velocita
3-dimensionale ¥; quindi @ non e parallelo ad @;

e derivando rispetto a 7 ambo i membri della relazione u* u, = ¢?, si ha:

du# du
R w0
dr Uy T U dr
i.e.
w'u, =0

i.e., 4-velocita e 4-accelerazione sono ortogonali tra loro.

3.12 1l vertice ¢ —+ e+ 7y

In questa sezione dimostriamo I'impossibilita cinematica del processo e~ —
e+ .

Cinematica del processo:

e stato iniziale: = (E,p)

-,

e stato finale: pr=(Ep"), k" = (w,k)
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Imponiamo la conservazione del 4-impulso:

=R = pr=p 2 kK

p2:p'2:m2,k2:0 _ o k=0

le.
Ew—p k=FEw—|p|k| cos=0

Poiché k* = w? — k2 = 0, si ha w =| E|, che sostituita nell’eq.ne precedente,
fornisce la condizione:
E' =|p’| cosf

che, dal momento che E’' > |p”|, implica cos > 1, i.e., un assurdo.

N.B. - Nella teoria quantistica dei campi, processi di questo tipo sono d’im-
portanza fondamentale in quanto rappresentano i vertici elementari dei dia-
grammi di Feynman, grafi che rappresentano le espressioni matematiche delle
ampiezze di probabilita associate ai processi d’interazione tra particelle. In
questo caso, l'assurdita trigonometrica e curata ammettendo che il fotone
non sia un fotone reale, per il quale vale k* = 0, ma un fotone “virtuale” per
il quale risulta k* # 0, quindi: w # |/;]

3.13 Urto elastico

Per urto elastico ¢ da intendersi il seguente processo:
1+2—=1+2

dove le particelle presenti nello stato finale hanno la stessa natura di quella

delle particelle iniziali, ma, in generale, diverso impulso ed energia.
Consideriamo la trasformazione di Lorentz dal sistema del LAB a quello

del CM (cfr. figura sotto).

Il 4-impulso totale dello stato iniziale e:

e riferimento del LAB

P = (p1 +p2)" = (E1 +my,0,0,p) (3.27)

e riferimento del CM

P = (p1 +py)" = (E7 + E35,0,0,0) (3.28)
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LAB ™M
v
.f» [ ] ’T 4T.
P P Py
z 7

La trasformazione di Lorentz LAB — CM della componente z del 4-
impulso totale e:

P** = qom (P~ fo PY)
dove, in unita ¢ = 1, fom = V. Per cui, in base alle (3.27), (3.28), abbiamo:
0=1em [p— Bem (E1 +ma)]

da cui si ottiene:

. p
o = 5
i.e., tenendo conto che:
p:ml”Y(Ul)Ul E, :ml’Y(’Ul)
si ha:
my 7y (Ul) U1
Bem =

— may(vr) +my
Partendo dalla trasformazione di Lorentz CM — LAB della componente
z del 4-impulso della particella 2, abbiamo:

0= vcMm (—p* + Bem E3)

dove con p* abbiamo indicato il comune valore del modulo della componente z
dell’impulso delle particelle iniziali nel CM. Da cio, la velocita Sy puo essere
riscritta in termini di variabili cinematiche definite nel CM come segue”:

*

Pom = g; = 5. (3.29)

"Risultato evidente: per rendere nulla la velocita della particella 2, che nel CM & 33, &
necessario un boost con Som = —f5.
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Nel caso particolare in cui le particelle iniziali 1 e 2 siano identiche, en-
trambe di massa m, indicato con E* il comune valore delle loro energie nel
CM, dalla (3.29), otteniamo:

Bom = B fo Yom = (3.30)
I 4-impulsi delle particelle finali sono (cfr. Fig. 3.5):

e riferimento del LAB

P = (EY, pysind,0,p) cosb)
py = (B}, —phsinp, 0, py cos )

e riferimento del CM

p = (E'p/*sin0*,0,p* cos §*)

py = (E',—p'*sin0*,0, —p'* cos )

Figura 3.5: Impulsi delle particelle finali nel LAB e nel CM

La trasformazione di Lorentz CM — LAB dell'impulso della particella
finale 1’ &:

Py sinf = p*sin 6* Py cosO = yeum (p* cos 0 + Bom E¥)

da cui, eseguendo il rapporto tra queste equazioni e tenendo conto della
(3.30), otteniamo:
sin 6*

tanf =
veum (1 4 cos 6%)
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La trasformazione di Lorentz CM — LAB dell’impulso della particella finale
2" e

—py singp = —p* sin 6* ph cos p = yom (—p* cos0* + Bom EY)

da cui, eseguendo il rapporto tra queste equazioni e tenendo conto della
(3.30), otteniamo:

sin 6*
~Yeu (1 — cos 0%)

tanp =

Per cui:

2

sin® 6* 1
tand tan p = = =1-p*2 (3.31)
Ve (1 —cos?6%) 72y

N.B. - Consideriamo il limite Newtoniano: ¢ — oo, i.e., * — 0 nella (3.31).
Si ottiene:

lim tan 6 tan o = 1.
c— 00
Poiché:

tan6 +t
tan(6 + ) — anv + tan g

1 —tanf tanp

abbiamo:

lim tan(6 4+ ¢) — oo = 0+¢p — /2

c— 00

i.e., le direzioni di moto delle particelle finali, supposte di uguale massa,
formano, nel LAB, un angolo di 90°, indipendentemente dalla loro velocita
(come ben sa ogni giocatore di biliardo).
Nel caso §* # 0, risulta, invece:

tanf tanp < 1
per cui tan(f + ¢) e finita, e, quindi:

0+ <m/2
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3.14 Effetto Compton

Il processo consiste nell'urto elastico di un fotone con un elettrone in quiete.
Indicato con # I'angolo di diffusione del fotone, ci proponiamo di determinare
la lunghezza d’onda del fotone diffuso.

I 4-impulsi prima della collisione sono:
k' = (w,w,0,0) p" = (m,0,0,0).

Dopo la collisione, il 4-impulso del fotone e:

EH = (W w' cosf,w sinh,0).

Figura 3.6: Diffusione Compton sull’elettrone.

(N.B. - non abbiamo bisogno del 4-impulso finale dell’elettrone.)

Conservazione del 4-impulso totale:
k+p=Kk+p'

da cui, si ha:
p/2 = (k+ p — k/)2

m?*=m?+2k-p—2k-k'—2p-K
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ie.
k-p—k-k—p-k'=0

Poiché risulta
ke-p=mw k-K=ww(1-cos) p-kK=muw
si ha:

mw—ww' (1 —cosf) —muw' =0

mw
= 1— ! /:
mw = [w(l—cosh)+m|w = w o= cosf) T m

In definitiva:
, m

B 1 —cosf+mjw

w (3.32)

oppure:
, w

YTy (w/m) (1 — cosf)

(3.33)

N.B. - Per calcolare la lunghezza d’onda del fotone finale, conviene ripristina-
re la velocita della luce nella formula per w’ (facile: basta rendere omogenee
le unita di misura nei due membri di (3.32) e (3.33), i.e., in questo caso,
eseguire la sostituzione: m — mc?). Ad esempio, partendo dalla (3.32):

, m c?

T 1—cosf+ (mc?/w)

w

Poiché ' = hv' = hc¢/N, si ha:

he mc?
N A2
1 —cosf + mAc
hc
i.e.
he(l—cosf) +mAc® =mN ¢
e, infine:

h
N'=X+—(1—cosf)

mc

N. B. - Casi particolari:

e =0 — no diffusione: X = X;
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h
e =71 — diffusione allindietro: ' = A+ 2 —;
me

e 0 =me ) << h/(mc), ie, mc® << he/\ = w (energia del fotone

molto maggiore dell’energia di riposo dell’elettrone):

2
X:ZL = w’zmc
mec 2

ovvero, il fotone rimbalza essenzialmente con energia fissata, indipen-
dente da quella iniziale, purché sufficientemente elevata.

3.15 Massa invariante di un sistema di parti-
celle

Dato un sistema costituito da N particelle, la sua massa invariante W ¢
definita dalla relazione:

W2 = (py +py+... +py)° (3.34)

1.e.

N N N N
W2ZZP?+2ZZP¢'F’]':Zm?+222pi'pj
i=1 =1

i=1 j<i i=1 j<i
Per quanto riguarda il prodotto scalare dei 4-impulsi di una generica
coppia di particelle, risulta:

p; - P; = Li Ej — pi - pj = E; Ej — pip; cosby;

e, quindi:

b, 0y > B By — pipy = s By — B2 = m? \ [ 2 — w2 (3.35)
Poiché

(E} —m3) (B} —m}) = E E} +m;m} — EZ m} — E7m
= (B E; —m;ym;)? +2m;m; E; E; — E} m? — Efm?

= (Ez Ej —m; mj)2 — (Ez mj — Ej mi)Q,

risulta:
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1.e.

che, inserita nella (3.35), consente di scrivere:
p; - p; > Ei Ej — (Ei Ej —m;my)

1.e.
P; - P, = m;m;.

Per cui, in base alla definizione (3.34), risulta:

N N N 2
w2 > Zm?+2 ZZmzm] = <Zm,)
i=1 '

=1 j<i
ie
W2 2 (m1+m2—|—...+mN)2.

A titolo di esempio, consideriamo 1'urto anelastico:
1+2—=3+4+...+N

Si ha:
W?=(p+py)>=(ps+ps+t...+py)°

i.e., W rappresenta ’energia disponibile per la generazione di massa nello
stato finale della reazione. Risulta:

e riferimento del CM:
W = /(B + E3)? — (57 + 75)?
Py +py =0 — W =Ef + E;

i.e., la massa invariante coincide con l’energia totale delle particelle;
e riferimento del LAB:
W = /(B + Ey)? — (b1 + 12)? < By + B

i.e. la massa invariante ¢ minore dell’energia totale delle particelle.

N.B. - Nel caso di esperimento su bersaglio fermo, p, = 0, quindi
E2 = Mo, si ha:

W:\/E12+m§+2E1m2—]5'12:\/m%+m§+2Elm2

i.e., W cresce linearmente con ’energia nel CM, mentre solo con la
radice quadrata dell’energia del proiettile nel LAB.
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Consideriamo ora il caso 1 = 2 con E; >> mq, my. Risulta:

e riferimento del CM:
W =2E]

e riferimento del LAB:
W = \V 2 mo E1
i.e., a parita d’energia delle particelle iniziali, il W che si raggiunge nel
CM & molto maggiore di quello che si ottiene nel LAB. Questo spiega

perche, dal punto di vista cinematico, i collisori sono piu vantaggiosi
degli acceleratori con fascio estratto e inviato su bersaglio fisso.

Applichiamo questo risultati ad LHC. In questo caso, abbiamo due fasci
di protoni da 7 TeV ciascuno, per cui:

W:E1+E2:14T6V

Per ottenere lo stesso valore di W in un protosincrotrone (i.e., in una configu-
razione sperimentale che prevede un fascio di protoni che incide su bersaglio
d’idrogeno), i protoni del fascio dovrebbero avere un’energia:

oW 4
2m,  2x1073

E, ~ 9.8 x 10" TeV.





