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A. Bigi: DETERMINAZIONE DELLA MATRICE DE GLI ERRORI PER I 
PARAMETRI GEOMETRICI DELLE TRACCE IN CAMERA A BOLLE . 

INTRODUZIONE. 

La ricostruzione stereoscopica di tracce in camera a ·bolle 

viene ottenuta elaborando i risultati di misure eseguite su due 0 p ili irr:!. 

magini delle tracce stesse. Tale elaborazione e relativamente comple~ 

sa ed involve metodi iterativi ; riesce COS! molto difficile determinare 

gli errori sui risultati finali a partire da quelli di misura. Per i metodi 

di ricostruzione che danno, come risultato parziale, Ie coordinate di 

punti appartenenti alIa traccia, si e soliti procedere ad una valutazione 

sperimental e degli errori da attribuire a queste misure di coordinate. 

Questi errori si intendono noti; ad essi vanno aggiunti gli errori di sca! 

tering, cioe gli spostamenti dalle posizioni che detti punti avrebbero in 

assenza di scattering. 

In quello che segue vengono calcolate Ie matrici degli erro

ri complessivi 6Yi ~Yk' bii ~zk' ~(zi - zi _ 1) ~(zk - zk-1), so-.! 

to ipotesi ordinaria mente soddisfatte; si assume quindi che il metodo 

di ricostruzione proceda al calcolo dei parametri geometrici della tra£. 

cia, approssimandone la proiezione xy con un arco di parabola e ponen

do la variazione di quota z proporzionale alla lunghezza della traccia 

stessa, approssimata a sua volta dalla spez zat a dei punti ricostruiti. 
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Realizzando il calcolo dei fluddetti parametri con il metodo 

dei minimi quadrati, la richiesta matrice degli errori viene determinata 

a partire dalle matrici precedentemente calcolate. 

ERRORI DI SCATTERING ED ERRORI COMPLESSIVI SU SINGOLI PUNTI. 

Descriviamo 10 scattering multiplo di una partie ella che ab

bia attraversato un tratto r. di materiale con lunghezza di scattering A 

mediante i parametri t e "l. . 

1: e 10 spostamento in una direzione ortogonale alla traiett£ 

ria r ~ e la variazione di direzione nel piano 't l' . 
A . 1 f . (1) ssumlamo a unzlone 

W( "C ,"Z ) = 
iLV3 

----'--::2,- e xp ( -
21T l' 

2 
~ ("l2-3"1.! + 3 ~)) 
r r j2 

quale funzione di distribuzione per Ie variabili z: e "Z. 

Si riconosce immediatamente che 7: e "1 non sono variabili 

indipendenti. Infatti: 

W( 7:, ~ ) f (f W( 1:, "Z )d 1:) ( f W( t, "l. )d"2 ) 

I due integrali a secondo membro rappresentano Ie funzioni di distribu

zione per '2 e (: separatamente ed il loro prodotto darebbe W( ~ , "l ) 

se tali variabili fossero indipendenti. 

Operando la sostituzione u = "Z - ~ f' "2:' = 't si ottiene 

W( ?:- , "l )d 7:: d "l = W( 7::, u )J( '2:, ,,}, '1:, u)d'tdu = 

A ""3 = r exp(-~(u2+ 
21T{2 r 

3 ~2 
--=---":'-:"'2') ) d 't d u = 

4 5 

exp (- ~ 
l' 

2 u. ) duo 
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Le variabili C e u sono chiar&mente indipendenti ed in par~ 

colare Ie loro funzioni di distribuzione sono di tipo gaussiano. 

Procediamo ora alIa determinazione degli errori di scatte

ring YSj e ZSj sulle coordinate Yj e Zj di punti di una traccia rettilinea. 

11 problema riesce semplificato dalle seguenti ipotesi: 

- Ie misure delle coordinate dei punti in questione siano state eseguite 

in modo tale che per un dato valore di Xj siano stati determinati i co.!:. 

rispondenti val~ri di Yj e Zj con errori di misura E:. Y e E Z indipende!l. 

ti dall'indice j; 

- la direzione della traccia proiettata suI piano xY coincida con quella 

la dell'asse x; 

- Ie lunghe zze r
J
. = ((x

J
. - x. )2 + (y. - y. )2 + (z. 

J-1 J J-1 J 
_ )2)1/2 

z. 1 J-
abbia-

no tutte 10 stesso valore i . 
La figura 1 da una rappresentazione degli errori ySj in term.! 

ni delle grandezze .Z:j e "2 j eli immediato significato. 

risulta 

"s = 0 
J 0 ' 

FIG. 1 

fl.. 

19 
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i - I 
YSi = YSi-l + r tg(Z.. "2) + 

1 J J 

i-I 
1::.jcos (2:.:. ~J) 

1 1 J 

Per val~ri di "2 j tali che si possa porre 

z: 'YJ. 
J J 

cos( Z. ~.) = 1 
J J 

sostituendo 

otteniamo la formula 

i-I 

rZ· u· + 2
3 

1 J J 

i- 1 

2::. 
1 J 

(. + '7:. = 
J 1 

i. . 
j) + 1) L. + r (i-j)uj) = Z j (A! ?::J. + 'fB!u). 

J 1 1 1 J 

L'errore complessivo Sll Yi 

1::,. y. = E. + ys· 
1 Y 1 

E ~ e quindi una funzione line are delle variabili Y C. u. che sono tutte indi 
J J 

pendenti tra loro. 

Una particolare conseguenza della linearita.della funzione ,6. Yi 

nelle variabili E Y' ?:: j' Uj e che se anche ~-y ha funzione di distribuzio

ne gaussiana, come Ie 1: j e Ie Uj' anche LI Yi e distribuito gaussianame~ 
te (2) 

Per il calcolo della matrice degli errori L1Yi 6Yk' dalla defi 

nizione 

dove f, g, h, sono Ie funzioni di distribuzione dei corrispondenti argome~ 

ti e dp e 1 'elemento di volume delle t:. Y' 'L j' Uj. 

Riesce immediato che, per la linearita di 6 Yi e cji 6Yk nelle 

8e 
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variabili di integrazione e per la reciproca indipendenza di queste ultime, 

l'integrale di cui sopra si scompone nella somma di integrali in EE, E. 't: , 

E u, 7::7:, 7:: u'. uu, dei quali quelli contenenti il prod otto di due variabili c!.!: 

verse sono nulli. 

k <. 
_1 . .-2 >. {AJ AJ '1:. + 
1 j i k J 

Risulta poi, qualunque sia j: 

2 j j - z r B.B
k 

u.J 
1 J 

Infatti Ie funzioni di distribuzione Wj{ '"t j' Uj} sono tutte formalmente u

guali in quanto 10 scattering in ogni tratto di traccia e stato considerato i!', 

dipendente dai precedenti (fig. 1). 

Concludendo: 

con 

= E. 
2 d'k + Y 1 

Ai = ~ {i - j} + 1 

k· <. _1 

2:: . 
1 J 

B~ = {i - j}. 
1 

Per il calcolo analogo di zSi'e di <1 zi 6 zk occorre tener pr~ 

sente che l ' asse z non e ill generale perpendicolare alla traccia, ma for

ma con questa un angolo~. Applicando il me to do precedente si possono o.! 

tenere Ie espressioni formalmente identic he per degli errori tSi se t e l'a~ 
se perpendicolare alla traccia e all'asse y. 

E' immediato che zSi = tSisin~. Quindi: 

zSi 

i 
= '?"{Aj 7:+ 

1 J i j 

= :£"2 ['k + 
z 1 

k <· _1 

~. 
1 J 

! B~u.) sin~ 
1 J 

81 
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Riesce evidente dalla fig. 1 che 

i-I 
~. 'to + 

1 J J 

i . 
7: = '5'"' (C~ 
iII 

Tornando aIle z: 

i. . 
Ll.(z. - z. 1) = ~ . + E-- . 1 + "<;"" . (C~ "t. + 'fD!u.) sin ~ 

1 1- zl ZI- ~ J' 1 J 1 J 
1 

c:'(zi- zi_1) Ll.(zk- zk_1) ='~~(di'k+Oi_1,k+di,k_1+ d i _1,k_1)+ 

eonC~=~(l 

k~ i . . .. 
+ ? (4 CJCJ + DJDJ) . 2r! 

. .". • J • k SIn 'f' 

s.) + f .. 
IJ IJ 

1 J .:>I( 1 

1 - J' 
iJ 

MATRICE DEGLI'ERRORI DEI PARAMETRI GEOMETRICI DELLE TRAC 

CEo 

Assumiamo ehe il metodo di rieostruzione stereoseopiea del 

la traecia proeeda al ealcolo dei suoi parametri geometrici approssima~ 

do la proiezione xy della traeeia stessa con un areo di parabola e ponen

do la variazione di quota z proporzionale alla lunghezza della spezzata 

dei punti rieostruiti. 

Il fit parabolieo delle eoppie XjYj ed il fit line are delle eoppie 

(z.-z . ll((x.-x. 1)2 + (yJo-Yo l)2)l/:dove yO e ilvalore ehe il fit paraboli 
J J- J J- J- J -

co fa eorrispondere a xj,siano realizzati con il metodo dei minimi quadr~ 

ti. 

Dai eoeffieienti aOal a2 della parabola-fit si rieavano: 

2 3/2 
rj = (1 + (2a2xj + a1)) /2a2 

tgG = 2a2xO + aO 

8~ 

• 



7 

rispeUivamentc r a ggio di curvatura nel punto Xj e tg 'deU!angoloazimut~ 

Ie della tangente alIa parabola nel primo punto; infine c, coefficiente di 

proporzionalita proveniente dal fit line are sopra accennato, da la tg del

l'angolo di inclinazione della traccia, 

Nota la matrice dYi 6 Yk' con il metodo dei minimi quadrati' 

si ottengono aOa l a 2 ed i 101'0 errori; in base aUe formule precedenti e al 

Ie leggi di propagazione degli errori si ricavano i val~ri di rj e tgG ed i 

101'0 errori, 

Nota la matrice <1(zi-zi_l) 6 (zk-zk_l), ancora con il meto 

do dei minimi quadrati, si ricavano i valori di cedi /.Ie 2, 

Diamo qualche dettaglio suI procedimento: 

Calcolo di aOal a2: 

L 'espressione da minimizzare e la seguente: 

dove Hik e la matrice inversa della matrice t. Yi li Yk-

Teli valori si ottengono come soluzione del sistema: 

che ha la forma: 

~ M a 
~ 2 2 = ~'k(y,xk + Ykx, ) H'k n On n 1 , 1 1 1 

~ M a = Zik(YiXk + Ykxi ) Hik n In n 

L: M2 a = :Zik(Yi + Yk ) Hik n n n 

2 2 2 + 2 ( 2 + 2) (2x
i 

x
k

) (xixk xkxi ) Xi xk 

M =:~k rrtn 1 
(2\xk ) (Xi + x

k
) Hik 

simm, 2 

8~ 
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Per calcolare la matrice degli errori delle aD' sviluppiamo 

;t 2 in serie di potenze attorno al punto di minimo; si ha: 

~2 ~2 l '~ ,2 2 , 
Il- =-1,. +~L.. (aX-loa da),1a t.ia 

mm 2 mn m n m n 

i termini del. primo ordine sono nulli per definizione delle an e que lli di 

ordine superiore al secondo sono nulli perc he X. 2 e di secondo grado 

nelle an' 

La funzione I K exp (- ;(2) h a Ie seguenti proprieta: 

- e mas sima per X 2 . 
m ,In 

- ha la forma di una gaussiana nelle an' 

Se si presume che i valori delle an siano distribuiti con leg 

ge gaussiana attorno ai valori che roinimizzano ;r 2, ./.- puo essere inte 

sa come funzione di distribuzione delle an. La matrice degli errori per 

Ie an e quindi l'inve rsa della Mmn' 

Per la matrice degli errori di rj e tgG si ottiene: 

2 ~ . 
6r. = L: (dr./da )(dr./Ja) L1a Ll.a 

J mn J m J n ' m n 

dr. <1 tgG 
J 

= Z ( J. r./ d a )( d tgG I d a ) Li a LI a 
mn J m n m n 

2. (d tgG I d a ) ( J tgG I dan) LI a LI. a 
run m m n 

Willis ha trattatci per altra via il caso particolare di 3 punti 

situati suI piano xy. (j) Da quanto precede otteniamo: 

0 0 

1. y. IJ. Y
j 

= 
1 { 

E 2 2 1'3 5 r!> 
+- '3 /l Y 3 1\ 

simm. £ 2 + f6 {' 
Y 3 ---x-

8~ 
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Posto per semplicita che i tre punti siano sulla retta y = 0 e 

che Xo = 0, xi = x, X2 = 2x, il metodo del X 2 da ovviamellte aO=al =a2=O, 
-1 

rj infinito, tgG = 0 e per (Mmn) quanto segue: 

~ 
3? ~~ + 1 1 y. 

4 x 3XA x 3 6it 

13 E2 2x y + 
2 x 2 3il 

simm, 

Willis ricava appunto Ie due precedenti matrici. 

C a1colo di c: 

L'espressione da minimizzare ~ Ia seguente: 

2 2 2 1/2 
L .. = ((x. - x. 1) + (a

2
(x. - x. 1) + a

l 
(x. - x. 1))) 

1 1 1- 1 1- 1 1-

-2 
E.. 

y 

c = (L..k((z, - z. 1) Lk + (zk - zk ·1) L.) T· k )/2 'Z'kL,LkT' k 1 1 1- . - · 1 1 1 1 1 

Ancora 

t2 =:12. +.!.c?2X2/~c2t1c2 
mm Z 

.,( = K'exp(- ;r2) risulta 1a funzione di distribuzione per c, supposto che 

detta funzione debba essere gaussiana: 

Riesce cosi costruita Ia matrice degli errori per Ie grande~ 

8 .. 
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ze rj ' tgg e c. I termini misti contenellti c sono nulli; infatti c e stato 

ottenuto da un X 2 in cui Ie an sono considerate costanti. 

Va notato infine che gli elementi della'inatrice Tik sono fU!1: 

zioni dell'angolo ~ di cui c e la cotg; occorre quindi valutare approssi

mativamente, in qualche modo, ~ per costruire il i 2 relativo a c. 
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