Dal navilio di Galileo

all’espansione dell'Universo



Premessa

La relativita, dopo un secolo di esistenza, ¢ un capitolo della fisica maturo,
completo, organico, con innumerevoli applicazioni. Dovrebbe dunque di-
ventare parte integrante dell'insegnamento della fisica.

Non ¢ pero sempre chiaro come c10 debba e possa essere realizzato.
La mia tesi € che si1 puo cominciare a parlare di relativita fin dagli inizi del

triennio; pero per far questo occorre ripensare buona parte della fisica tra-
dizionale, a cominciare dalla cinematica.

Non ¢ invece consigliabile appiccicare la relativita come un argomento in
piu, a un certo punto del corso.



All’insegnamento della relativita nella s.s.s. ho dedicato ormai molti anni:
la proposta che ¢ emersa da questo lavoro si trova esposta nella forma piu
completa nel Quaderno 16 (2005) della rivista La Fisica nella Scuola, inti-
tolato
Insegnare relativita nel XXI secolo
Dal “navilio” di Galileo all’espansione dell’ Universo

Qui potro solo dare alcuni cenni, e ho scelto di farlo affrontando pochi
punti nodali.



L’esperimento di Hafele e Keating

E il primo dei “nuovi esperimenti”, realizzato nel 1971.

La sua funzione in questo progetto € molteplice:

— provare I’'inesistenza del tempo assoluto

— sottolineare 1l ruolo dei riferimenti inerziali € non inerziali

— 1ndicare 1’uso del principio di equivalenza.



Descrizione dell’esperimento

Due orologi atomici furono montati su due aerei che facevano il giro del
mondo: 1'uno 1n senso orario, 1'altro 1n senso antiorario (uno verso Est, 1'al-
tro verso Ovest).

Gli orologi erano stati sincronizzati alla partenza; quando atterrarono di
nuovo all'aeroporto dal quale erano partiti, segnavano tempi diversi.
Piu esattamente:

Alla fine del viaggio, durato un po' piu di due giorni, I'orologio che aveva
viaggiato verso Ovest era avanti rispetto all'altro di 332 ns.



Schematizziamo 1'esperimento

In primo luogo supporremo che tutto 1l viaggio degli aerei si svolga lungo
l'equatore.

Supponiamo poi che il moto degli aerel1 sia uniforme (con la stessa velocita
per entrambi) e la quota costante; 1n particolare trascureremo le variazioni
di quota al decollo e all'atterraggio.

Gli orologi partono dall'aeroporto A posto all'equatore; 1'orologio 1 gira in
senso antiorario, 1'orologio 2 in senso orario.



Quando ritornano in A, si confronta l'intervallo di tempo At segnato dal-
I'orologio 1 con quello AT, segnato dall'orologio 2.

L'esperimento mostra che
ATy > ATy

questo dobbiamo discutere e interpretare.

N AN\



Una piccola divagazione

Ho detto “l'orologio 1 gira in senso antiorario” e forse non c1 avete trovato
niente da ridire.

Eppure qualcosa da dire c'e: avreil dovuto dire “gira in senso antiorario
guardando da Nord”.

Allo stesso modo, sebbene sia corretto dire che la Terra ruota da Ovest a
Est, non ¢ altrettanto corretto dire che la rotazione € antioraria. Lo € solo
se vista da Nord, mentre per chi la guardi da Sud ¢ oraria.



Discussione dell'esperimento

Contro le apparenze, 1 due orologi non sono in condizioni simmetriche,
causa la rotazione terrestre.

Sia K un RI che s1t muove insieme alla Terra ma senza ruotare: in K 1'oro-
logio 1 ha velocita maggiore di 2.

Anzi: rispetto a K ambedue gli orologi viaggiano verso Est. infatti 1a velo-
cita di un aereo normale ¢ minore della velocita periferica della Terra.

All'equatore questa vale circa 460 m/s, ben superiore alla velocita del suo-
no; ma gl aere1 di linea non sono supersonici!

La differenza fra 1 due aerei ¢ che (sempre rispetto a K) uno viaggia piu
velocemente dell'altro, perché 1 somma la sua velocita a quella della Ter-
ra, mentre 2 la sottrae.



Il tempo segnato da un orologio dipende dal suo moto?

Il condizionamento dovuto alla tradizione spinge a leggere il risultato del-
I'esperimento H-K 1n un certo modo, che non ¢ 1l migliore.
Questo ¢ un punto centrale, che occorre esaminare attentamente.

E molto facile credere che l'esperimento dimostri che il tempo segnato da
un orologio dipende dal suo moto.

La nostra discussione sara centrata proprio su questo punto.



Il ritardo e genuino?

Un dubbio che puo venire in mente €: come possiamo sapere che durante
il viaggio sugli aere1r gli orologi non siano stati disturbati in qualche mo-

do?
E un problema presente in qualunque esperimento di fisica.
E giusto ricordare che agli esperimenti non si deve credere ciecamente: un

esperimento puo anche essere sbagliato, puo essere stato fatto in condizio-
ni scorrette.

Ma gli esperimenti significativi vengono verificati, analizzati, vagliati sot-
to tutti 1 punti d1 vista: alcuni resistono, altri no.

Se l'esperimento H-K ha retto alle critiche, conviene accettarne il risulta-
to.



L.a marcia di un orologio non dipende dal suo moto

Perché non si puo dire che 1l tempo segnato dall'orologio dipende dalla ve-
locita dell'aereo?

In primo luogo, per il PR.

Questo c1 obbliga a dire che ogni orologio che sta in un Rl e uguale a qua-
lunque altro.

Non ci puo essere nessuna differenza tra 1 due: altrimenti 1'esperimento ci
permetterebbe di determinare lo stato di moto di un orologio.

La seconda controindicazione ¢ che in tal modo si apre la strada a una se-
rie di fraintendimenti filosofici (presunto ruolo dell' “osservatore”, sogget-
tivita de1r dati dell'esperienza, ecc.) che non hanno niente a che fare con la
fisica, ed € bene tenere lontani 1l piu possibile.



Ma soprattutto:
Qui non stiamo discutendo 1l classico caso di due orologi in moto relativo
uniforme, osservati dal rif. in cui uno e fermo e 1'altro € in moto.

Qui c1 sono si due orologi, ma nel momento in cui l1 confrontiamo — alla
partenza e all'arrivo — essi sono in quiete relativa: entrambi fermi all'aero-
porto.

Quest'osservazione apre pero la porta a un'obiezione piu fondamentale.

Visto che partono e arrivano insieme, i due orologi non possono trovarsi
entrambi in RI, che per definizione sono in moto relativo TRU.



Gli orologi di H-K non sono in riferimenti inerziali!

Ma se un aereo che viaggia intorno alla Terra non ¢ un RI, il richiamo al
PR ¢ fuori luogo.

Ragioniamo...

E senz'altro vero che gli orologi sono accelerati, con accelerazione v’/ R
(se v e la velocita rispetto a K).

A conti fatti, le accelerazioni sono risp. 0.07 m/s* e 0.009 m/s*: in entram-
bi 1 casi piccole rispetto a g, oltre un fattore 100 (il che prova che non sono
in caduta libera).

Ma nemmeno un orologio fermo sulla Terra ¢ in caduta libera; percio la
vera domanda diventa questa: che effetto ha sugli orologi atomici usati da
Hafele e Keating, il fatto che gli aere1 sono accelerati’



Chiediamo aiuto al PE
L'effetto di tali accelerazioni sara del tutto equivalente a quello di una va-
riazione di g.
Nel nostro caso, una variazione inferiore all'l %.
(Infatti sugli aerei agisce anche la forza di gravita: 1'accelerazione ha solo

l'effetto di cambiarne un po' 1l valore).

Ma no1 sappiamo che la marcia un orologio atomico € influenzata in modo
trascurabile da variazioni di g di quell'ordine.

Quindi la risposta € no: a questo livello gli effetti dell'accelerazione degli
aerel sono irrilevanti.



L.a relativita e una

Qui s1 vede, su un esempio concreto ma fondamentale, che cosa vuol dire
che la relativita e una.

Non si puo discutere un problema come questo, che tradizionalmente sa-
rebbe considerato di RR, senza far uso del PE, ossia senza idee che appar-
tengono alla RG.



Riepilogando
Il moto, nel senso di moto uniforme dell'aereo, non ha effetto grazie al PR.

L'accelerazione centripeta del rif. possiamo ritenerla equivalente a una for-
za di gravita addizionale.

L'effetto di questa sull'orologio possiamo studiarlo in laboratorio € mostra-
re che e trascurabile.



Il tempo assoluto non esiste

Torniamo dunque all'esperimento.

Sappiamo che gli orologi vanno bene, che non ci sono ragioni fisiche per-
ché non debbano segnare 1l tempo giusto.

Quindi se nell'esperimento H-K 1 due orologi, partiti d'accordo, ritornano

segnando fempi diversi, non si puo piu parlare di rtempo assoluto.

Ciascun orologio segna il suo tempo, che dipende dal modo come esso
percorre 1o spazio-tempo.



Un'analogia: i percorsi stradali

(E un'analogia che vale molto di pill di quanto pud sembrare a prima vi-
sta...)

E ovvio che non c'¢ una sola distanza fra due citta: dipende dalla strada.

Non c1 verra certo in mente di dire che 1l contachilometri della nostra
macchina funziona diversamente a seconda della strada che facciamo: ¢ la
lunghezza del percorso che non e assoluta.

Da una citta all'altra si puo andare per piu strade (concettualmente infinite)
e ciascun percorso ha una sua lunghezza.

Nessuno ci trova niente di strano, perché ci siamo abituati per lunga espe-
rienza.



Ora stiamo scoprendo che con lo spazio-tempo succede la stessa cosa.

Fissati due punti dello spazio-tempo, esistono infiniti percorsi (0ssia moti
di corpi) che li uniscono, e ciascuno ha una sua “lunghezza” (leggi: tempo
segnato dall'orologio).

E questo il quadro concettuale che in relativita sostituisce il tempo assoluto
newtoniano.



;-




L'inerzia dell'energia

Questa ¢ la denominazione piu corretta, al posto della consueta “equiva-
lenza massa-energia.”

Einstein intitola un lavoro del 1905:

L'inerzia di un corpo dipende dal suo contenuto di energia?

In breve: se a un corpo fermo cediamo energia in modo che resti fermo, la
sua massa aumenta.



Esempi:
— s1 scalda un corpo
— s1 carica la molla di un orologio

— s1 porta un atomo 1n uno stato eccitato.

Viceversa:
—un corpo cede calore all'esterno
— 1l Sole emette radiazione

— 1'atomo torna allo stato fondamentale.



In termini quantitativi, Einstein dimostro che in quelle condizioni si ha
Am = AE/ 2

E cosi che s1 arriva alla famosa relazione
E = mc?

che pero — attenzione! — vale per un corpo fermo.



Massa invariante e inerzia dell'energia

Supponiamo di avere gia stabilito la relazione fondamentale
E2 - 2p2= m2c

dove m ¢ la massa invariante, ossia quella che si misura con F' = ma in
un rif. nel quale la velocita ¢ < c.

L'inerzia dell'energia si riferisce a questa massa. Dobbiamo ora vedere
come s1 dimostra e che cosa significa.

Supponiamo ancora di aver gia dimostrato che la relazione tra q. di moto e
velocita e:
p=myv
dove y hala nota espressione
y = (1 =v2/c2)-12,



Un esperimento ideale

Abbiamo un corpo di massa M, nero (assorbitore ideale). Su di esso
mandiamo due pacchetti di radiazione (es. impulsi laser) uguali, che pro-
vengono da direzioni opposte nel rif. K' in cui M ¢ fermo. Sia ¢' l'ener-
gia di ciascun pacchetto.

Nel rif. K (laboratorio) M s1 muove verso destra, con velocita v. I pac-
chetti di radiazione st muovono obliquamente (¢ hanno energia ¢ diversa
da €', che non occorre conoscere).

K Laradiazione viene assorbita da M. K’
\i@\/c Vogliamo studiare il fenomeno da €'/c
entrambi 1 riferimenti.
M B—— M
/%J/c g’/c




Iniziamo dal rif. K'.

Qui M ¢ inizialmente fermo; la q. di moto si conserva, quindi M rimane
fermo anche dopo aver assorbito la radiazione.

Ne segue che anche in K la sua velocita, che era inizialmente v, dovra re-
stare invariata.

K K’

&/c e’/c
M B M

e/c e’/c



Ragioniamo invece applicando la conservazione della g. di moto in K. Sia
« l'angolo che la direzione della radiazione forma con la verticale; sap-
piamo che un pacchetto di energia ¢ ha q. di moto (modulo) ¢/ c.

Dunque se v, ¢ la velocita finale di M, avremo:
My v.= Myv + 2 (g/c) sin «

che ¢ 1n contraddizione con v, =V !

K
\ffc

—>

v

M I—

/%;;c



Dov'e l'errore?

L'idea di Einstein ¢ che l'errore stia nell'aver dato per scontato che la mas-
sa resti invariata. Proviamo infatti a suppore che la massa finale M _ sia

diversa da M; allora potremo salvare v = v.

Scriviamo
Myv= Myv + 2 (&/c) sin &

Per arrivare al risultato finale abbiamo an-
cora bisogno di determinare &, ma per
questo basta ripensare all'orologio a luce:
s1 vede che sin x= v/ c. Allora

Mf=M+25/(yc2). h

Ma i1l corpo M ha giusto assorbito 1'ener-

gia 2¢&, che possiamo quindi sostituire con
AFE:

O
T [

AM = AE/ (yc).



Interpretazione

Siamo arrivati a
AM = AE/(ycz) (*)

che 1n parole s1 esprime cosi:

Quando un corpo che si muove con velocita v assorbe un'energia AE
senza cambiare velocita, la sua massa aumenta come indicato dalla (*).

In particolare, dato che per un corpo fermo y = 1:

Quando un corpo fermo assorbe un'energia AE restando fermo, la sua

massa aumenta di
AM = AE/ ¢

Nelle parole di Einstein:

L'inerzia di un corpo dipende dal suo contenuto di energia.



Commenti importanti

1. Abbiamo stabilito la relazione AM = AE/¢* con un particolare espe-
rimento 1deale, ma la sua validita € universale.

Infatt1 possiamo dare energia al corpo per una strada e po1 toglierla per
un'altra strada. Se la variazione di massa non fosse sempre la stessa, ci
troveremmo ad avere uno stato finale del corpo uguale a quello iniziale,
ma con massa diversa...

2. Abbiamo usato un esperimento ideale; questo non significa che “nella
realta” le cose vadano diversamente...
Un esperimento 1deale usa la fisica conosciuta: € solo un modo per descri-

vere una deduzione teorica.

Se accettiamo la tale e tale legge generale, allora ne segue
necessariamente che ...



L.a cosiddetta ‘““massa relativistica”

L'inerzia dell'energia non ha niente a che fare con la “‘massa relativistica”.

Questa viene introdotta per salvare la relazione p = m v, che nella dina-
mica relativistica non vale se m ¢ la massa invariante: quella che figura in

E?2 — 2p? = m?c~

In realta la massa relativistica non e che l'energia di un corpo in moto,
divisa per c2. Apparentemente sembra giustificare la “famosa relazione”
E = mc?.

Ma e del tutto inutile: nessun fisico la usa mai, e serve solo a creare confu-
sione.



La relazione valida in generale ¢
E=myc

dove s1 legge che ci sono due modi distinti per cambiare 1'energia di un
COrpo:

a) cambiarne la velocita, col che cambia y

b) cedergli energia senza cambiare la velocita (es. dell'esperimento
1deale), col che cambia m.



Che succede quando si scalda un corpo?
Per es. un pezzo di ferro...

Succede che la sua massa aumenta (di pochissimo: nessuna bilancia po-
trebbe rivelarlo).

Ma a livello microscopico?

Gl atomi del ferro sono sempre in movimento: oscillano attorno alle loro
posizioni di equilibrio. Se si aumenta la temperatura, 1'ampiezza media
delle oscillazioni cresce: crescono quindi tanto l'energia cinetica cone
quella potenziale.

E le masse?

Le masse (invarianti) degli atomi non cambiano; eppure la massa del pezzo
di ferro aumenta...

Dobbiamo quindi concludere che la massa non ¢ additiva:

in generale la massa di un sistema non e uguale alla somma delle masse
delle parti componenti.



Massa non additiva e difetto di massa

Nel caso del pezzo di ferro, o anche di un gas, la massa del sistema ¢ mag-
giore della somma di quelle de1 componenti.

Ma puo anche essere minore: ¢ quello che accade

— 1n una molecola rispetto agli atomi che la formano

— 1n un atomo rispetto a nucleo ed elettroni

— 1In un nucleo rispetto ai protoni e neutroni.

In tutti questi casi s1 parla di difetto di massa.

Per atomi e molecole il difetto di massa ¢ piccolissimo € non misurabile:
10~ 0 10-10 della massa.

Per i nuclei invece € dell'ordine di 103 € pud essere misurato con grande
precisione.

Ma 1n linea di principio non c'e nessuna differenza.



Un esempio piu complicato: una reazione chimica

In un recipiente (a pareti robuste e isolanti) mettiamo due moli d'idrogeno
e una di ossigeno, a temperatura e pressione ambienti. Il volume totale ¢
quindi circa 67 litri.

Con la solita scintilla inneschiamo la reazione che produce acqua:
2H + O.— 2HO.
2 2 2
Domanda: Confrontare la massa totale prima e dopo la reazione.

Risposta 1: Dato che due molecole di H O hanno massa minore di una mo-

lecola di O2 piu due di H2, la massa sara diminuita.

Risposta 2: Dato che 1l sistema ¢ 1solato, 1'energia e quindi la massa non

cambia.

La risposta esatta e la 2.



Spiegazione e numeri

L'entalpia di reazione ¢ 572 klJ.

Questo ¢ 1l calore che occorre sottrarre perché la reazione avvenga a tem-
peratura € pressione costanti: in queste condizioni si formerebbero 36
grammi di acqua liquida (36 cm?).

La massa diminuirebbe in corrispondenza:
572 k) /c? = 6.4x10-12kg = 6.4%x10° g.

La diminuzione ¢ dovuta in buona parte al difetto di massa delle molecole
di H O, ma anche all'ulteriore legame delle molecole nell'acqua liquida.

Se invece si lascia il sistema 1solato, la temperatura e la pressione salgono
moltissimo.

Ma dato che I'energia non € cambiata, non cambia neppure la massa.

N.B. L'esperimento ¢ irrealizzabile, per varie ragioni...



L'esempio del KY
Il mesone K9 & una delle prime particelle “strane” che sono state scoperte.

Ha una vita media molto breve (< 10-10s) e diversi modi di decadimento.
A noi interessa quello in due pioni:

KO — 11++ 1.

La massa del K¢ ¢ 498 MeV/c2; quella di ciascun pione & 140 MeV/c2.

Come si vede, mancano 218 MeV/c?: dov'e finita la massa mancante?

S1 dice di solito che questa massa si € “convertita in energia’”: infatti 1 due
pioni non sono fermi, ma hanno un'energia cinetica, che fra tutti e due vale
appunto 218 MeV.



Pero attenzione: se si vuole usare la massa relativistica, 1 pioni — essendo
in moto — hanno una massa maggiore di quella di riposo, esattamente 249
MeV/c* ciascuno.

Infatti 'energia si conserva, e 1'energia di riposo iniziale del KV, che & 498
MeV, si sara ripartita tra 1 due pioni: 249 MeV per ciascuno.

Ma allora la somma delle masse finali ¢ uguale alla massa iniziale, € non
c'e nessuna conversione di massa in energia!

Se invece usiamo la massa invariante, allora effettivamente la somma del-
le masse finali ¢ minore di quella iniziale, e la differenza si ritrova come
energia cinetica.

Pero I'energia si conserva comunque, € quindi non s1 deve parlare in ogni
caso di conversione di massa in energia: se mai, di conversione di energia
di riposo 1n energia cinetica.



Modelli cosmologici — premessa

Ho gia mostrato che una presentazione della relativita non puo fare a me-
no della RG. Ma c’¢ ovviamente un altro motivo: la RG ¢ la porta per la
comprensione dell’Universo, della sua struttura ed evoluzione.

Come s1 puo 1gnorare un tale argomento?

Ma un conto ¢ dire questo, e un altro ¢ avere un traccia didattica corretta e
accessibile...



Che cos’e un modello cosmologico?

Fare un modello cosmologico significa fare ipotesi sulla distribuzione di
materia nell'Universo e sulla geometria dello spazio-tempo.

Le due ipotesi non sono indipendenti nel quadro della RG, dal momento
che la teoria lega appunto la geometria alla distribuzione della materia.
Per affrontare il primo problema bisogna guardare 1'Universo piu 0 meno

con l'atteggiamento cui siamo abituati quando studiamo un gas.

Su scala microscopica un gas consiste di atomi, che a loro volta hanno dei
costituenti interni; analogamente possiamo dire che le stelle nel loro in-
sieme s1 raggruppano in oggetti compatti, che sono le galassie.

Le galassie sono, grosso modo, gli “atomi” dell'Universo.

Ci sono almeno 6 ordini di grandezza fra le dimensioni di una galassia ti-
pica e quelle dell'Universo visibile.

Quanto alla geometria dello spazio-tempo, c1 torneremo fra poco.



Il principio cosmologico

La prima semplificazione fondamentale ¢ di assumere che la densita di ga-
lassie — e quindi la densita di materia nell'Universo — sia la stessa dapper-
tutto.

Possiamo esprimere quest'ipotesi col principio cosmologico (PC): le pro-
prieta fisiche dell'Universo sono le stesse in tutti i punti dello spazio e in
tutte le direzioni.

Brevemente: I'Universo € omogeneo € isotropo.

(In realta I'omogeneita ¢ necessaria per avere l'isotropia: ometto la spega-
zione.)



Argomenti a favore del principio cosmologico

Che motivo abbiamo per fare un'ipotesi del genere?

Cominciamo col dire che questo e ['unico modello semplice che si puo fare;
studiamone le conseguenze.

Se le previsioni risultassero in disaccordo coi dati di osservazione, cerche-
remo di fare un modello piu sofisticato.

Ci sono anche delle indicazioni. Ne cito tre:

— la legge di Hubble

— la distribuzione delle galassie

— l'isotropia della radiazione di fondo.



La legge di Hubble

Questa legge c'insegna che — almeno per quanto riguarda il moto delle ga-
lassie — c10 che vediamo dal nostro osservatorio O non ¢ diverso da ci0
che vedremmo in O o in O,.

Questo ci autorizza a pensare che gli osservator1 O, O; e O, siano nelle

stesse condizioni fisiche.

Naturalmente non si tratta di una prova, ma solo di un indizio; che pero

parla a favore di un modello omogeneo.

O,
d

o




Gli altri indizi
Quanto alla distribuzione delle galassie, si tratta di un tema assai comples-
sO € ancora 1n evoluzione.
Esistono ammassi e super-ammassi di galassie.
A scala piu grande 1'Universo avrebbe una struttura a “bolle”: grandi re-
gioni quasi vuote, con superfici o filamenti dove si concentra la materia.
Tuttavia la distribuzione osservata giustifica ancora di prendere quella
omogenea come una “‘approssimazione zero’, da cui partire.
E d'altra parte al nostro livello non ¢ pensabile affrontare modelli piu

complicati...

Della radiazione di fondo non avremo tempo di occuparci.



Il problema del tempo

Il PC parla di omogeneita spaziale dell'Universo; tuttavia nell'enunciarlo
non ho messo 1n evidenza il ruolo giocato dal fempo.

Il problema non esisterebbe se 1'Universo fosse stazionario; ma abbiamo
visto che la distanza delle galassie aumenta, e quindi la densita della mate-
ria diminuisce nel tempo.

Potremo dunque dire che 1'Universo ¢ omogeneo solo se 1o guardiamo in
un determinato istante.

Pero questo apre nuovi problemi. Che significato ha parlare di “‘stesso
1stante” per tutto 1'Universo?



La densita come orologio

La risposta in sostanza consiste nell’usare 11 PC, e servirsi della densita
della materia come orologio.

Dato che I’Universo si espande, la densita in un dato punto cambiera nel
tempo, mentre 11 PC richiede che essa sia la stessa in punti diversi allo
stesso tempo (per ora non definito).

Bene: diciamo che in due diversi punti dello spazio siamo allo stesso tem-
po (cosmico) se misuriamo la stessa densita d1 materia.

In realta la questione andrebbe approfondita, ma il tempo (nostro) non ce
lo consente...



I1 modello di universo a curvatura costante

L'idea fondamentale della RG ¢ che le proprieta geometriche dello spazio-
tempo dipendono esclusivamente dalla distribuzione della materia.

Per esempio lo spazio-tempo € curvo intorno al Sole appunto perché c'e 1l
Sole: la curvatura dipende dalla massa del Sole.

Questo presupposto va adesso combinato col PC: se s1 ammette che la
densita di materia ¢ la stessa dappertutto, anche la curvatura dello spazio-
tempo sara la stessa dappertutto.

Quindi abbiamo un modello di universo a curvatura costante.



Pero attenzione: si tratta di costanza nello spazio, non nel tempo.

Lo spazio-tempo € quadrimensionale: se consideriamo le sezioni tridimen-
sionali a t assegnato, 1l PC ci1 dice che queste sezioni sono a curvatura (tri-
dimensionale) costante.

Pero se la misuriamo a tempi successivi, la curvatura puo benissimo cam-
biare.

Anzi, dal momento che oggi sappiamo che ['Universo si espande, ¢ chiaro
che 1l raggio di curvatura va aumentando nel tempo.



Il parametro di scala

Questo raggio di curvatura ¢ 1l parametro cosmologico fondamentale, ed ¢
una funzione del tempo R(?).

Se noi conosciamo la funzione R(¢), abbiamo un modello cosmologico ben
determinato.

Supponiamo quindi di conoscere questa funzione, e vediamo che cosa se
ne puo ricavare.

In cosmologia R(¢) si1 chiama parametro di scala, anziché raggio di curva-
tura.

Ci sono per questo due buone ragioni:

— esistono geometrie per le quali 1l termine “raggio” ¢ poco appropriato
(quelle a curvatura nulla o negativa)

— dato che al variare di R la sezione s1 espande o s1 contrae, cambiando
“scala”, 1l termine “parametro di scala” rende adeguatamente l'effetto del-
I'evoluzione nel tempo.



Gli spazi a curvatura costante
Esistono solo tre tipi di spazi (tridimensionali) a curvatura costante, tradi-
zionalmente contraddistinti dal valore di un parametro &:
— lo spazio euclideo (k = 0, curvatura nulla)
— lo spazio sferico (k = 1, curvatura positiva)
— lo spazio iperbolico (k = —1, curvatura negativa).
Uno spazio tridimensionale curvo € un'idea poco intuitiva, perché lo spa-
z10 a cul siamo abituati ¢ euclideo.

S1 solito si ricorre a un'analogia, che consiste nel togliere una dimensione,
cioe nello studiare uno spazio a curvatura costante bidimensionale.

L'esempio piu semplice di spazio bidimensionale a curvatura costante ¢ la
superficie di una sfera.



E pero molto importante non commettere un errore.

Noi abbiamo esperienza della superficie di una sfera come superficie im-
mersa in uno spazio tridimensionale.

S1 sarebbe cosi indotti a credere che se lo spazio tridimensionale e curvo,
c10 vuol dire che esiste una quarta dimensione spaziale, in cui 1l nostro
spazio s'incurva.

Tale quarta dimensione non va neppure confusa col tempo, che € si una
quarta dimensione, ma dello spazio-tempo.



Le coordinate comoventi

Ragioniamo dunque sulla sfera: la superficie di una sfera S2 sara il nostro
modello dell'Universo.

Poiché 1'Universo ¢ in espansione, 1l raggio della sfera cresce al passare
del tempo: e no1 dobbiamo immaginare di vivere sopra questa sfera che
cresce.

La cosa che ora c'interessa di piu ¢ farci un'idea di come viaggia la luce 1n

un universo cosi fatto.
P

Cerchiamo prima di tutto di caratterizzare 1 punti / Q
di questa superficie con un sistema di coordinate.

Dato che si1 tratta di una superficie sferica, le
coordinate piu naturali sono quelle polari.

Scelto un polo P, per ogni punto Q avremo le
coordinate 3 e . L'angolo 3 posso disegnarlo 0
facilmente, mentre ¢ ¢ meglio immaginarlo.




Il punto P della figura potremmo essere noi, mentre Q € un'altra galassia:
Q ¢ caratterizzato dagli angol1 ¢, .

Il fatto che 1'Universo si espande non fa cambiare le coordinate: se 1l rag-
g10 della sfera cresce, le coordinate 3 e ¢ rimangono le stesse (ecco il
vantaggio di aver usato degli angoli!)

Dunque le coordinate polari di un determinato punto, di una determinata
galassia, sono costanti.

: : C P
Per questo motivo le coordinate &, ¢ s1 chia- / Q

mano coordinate comoventi.




La distanza da P a Q ¢ un'altra cosa.

Poiché noi viviamo sulla sfera, quando parliamo di distanza dobbiamo in-

tendere l'arco di cerchio massimo — cioe di geodetica — sulla superficie del-
la sfera.

[La distanza sara naturalmente R 9.

Abbiamo detto che ¢ non cambia, per0 R cambia: quindi la distanza
cambia, cresce nel tempo.



Come si fa a sapere se davvero lo spazio e curvo?

E a determinare 1l segno della curvatura?
E il valore di R?

Domande piu che legittime, alle quali risponde la cosmologia osservativa
messa a confronto con le previsioni teoriche relative ai diversi modelli di
universo.

Ma purtroppo queste domande sono fuori della nostra portata...

Diremo solo che 1 dati degli ultimi anni riescono compatibili col caso eu-
clideo (k= 0).



Ci sono pero diverse ragioni per non abbandonare la discussione del mo-
dello sferico.

1) Capire un modello euclideo 1n espansione non € piu semplice (per quan-
to possa apparire strano).

2) C'e 1l vantaggio che 1l modello sferico si appoggia alla geometria fami-
liare della sfera.

3) Un modello sferico con R molto grande non differisce apprezzabil-
mente da un modello euclideo (e del resto, 1 dati di osservazione sono
sempre affetti da incertezze).



Il redshift cosmologico

Problema: se una sorgente lontana emette luce di una certa lunghezza
d'onda, che noi riceviamo dopo un certo tempo, con quale lunghezza d'on-
da la riceviamo?

Procediamo cosi: I’emettitore E emette un segnale al tempo ¢,, e il ricevi-
tore R lo riceve al tempo 7. In questo tempo il raggio dell’Universo au-
menta, passandoda R, a R.

Supponiamo che 1 due punti E ed R abbiano la stessa ¢, mentre differi-
scono per 3 nell’altra coordinata. Ricordiamo che le coordinate comoven-
t1 non cambiano durante 1I’espansione.



Aggiungiamo ora un emettitore ausiliario E’, che precede E di A8 nel
senso della propagazione della luce; anche E’ emette un segnale al tem-

pot..

La distanza tra E” ed E vale R, A9, per cui il segnale emesso da E’ passa
per E al tempo ¢, + Atf,, con At, = (R, A3) /.




Vediamo ora la situazione al tempo 7.

Il segnale emesso da E ¢ arrivato in R; e quello emesso da E’?

Avra percorso 1o stesso spazio, € si trovera quindi in R’, indietro rispetto a
Rdi A9, ossia alladistanza R.A9.

Arrivera pertanto in R al tempo ¢ + Az, con Af. = (R.A9) /c.

Iy




Ma questo € come dire che due segnali, emessi da E con intervallo At

arrivano in R intervallati di Atr.

L’intervallo Af, puo anche essere il periodo di una radiazione monocro-
matica, e vediamo che tale periodo all’arrivo e diverso (maggiore):
At At,= R./R..
Il rapporto delle lunghezze d’onda ¢ uguale a quello dei periodi, e abbia-
mo quindi trovato che
la lunghezza d'onda ricevuta sta alla lunghezza d'onda emessa
come il raggio dell'Universo all'istante di arrivo

sta al raggio all'istante di partenza:

A/A =RIR.



Redshift ed espansione

Se colleghiamo la relazione appena trovata A /A, = R/ R_ alla defini-

zione del parametro di redshift z = (A —A)/A_, troviamo

1+7z = Rr/Re.

Vediamo cosi un'interpretazione geometrica del redshift cosmologico.

Ad es. un redshift di 0.3 (del 30%) significa che il raggio dell'Universo ¢
aumentato del 30% nel tempo che la luce ha impiegato ad arrivare fino a
noi.



Commenti

Nel ragionamento che portaa A /A, = R/ R_ non si fa l'ipotesi che z

debba essere piccolo.

Se noi conosciamo una sorgente per la quale z = 10, questo c1 dice che
quando la luce ¢ partita 1l raggio dell'Universo era esattamente 11 volte
piu piccolo dell'attuale.

Viceversa non possiamo dir niente del tempo al quale la luce ¢ stata emes-
sa, a meno che non conosciamo la funzione R(?).

Se per esempio fosse R oc 23 ¢ quindi # oc R32, potremmo dire
t/t = 1132 =~ 36.

Questa interpretazione del redshift cosmologico € piu significativa di quel-
la che si1 basa sull'effetto Doppler, in quanto si connette direttamente alla
struttura geometrica dello spazio-tempo.



La legge di Hubble come approssimazione

Supponiamo che le galassie che stiamo osservando siano vicine.

(““Vicine” va inteso naturalmente su scala cosmologica: una distanza pic-
cola rispetto al raggio dell'Universo.)

Per le galassie vicine z € piccolo: infatti nel tempo che la luce impiega ad
arrivare, 1l raggio dell'Universo cambia di poco.

Dato che per ¢+ =¢ ¢ anche R =R e quindi z=0, ¢ intuitivo che z
debba risultare proporzionale a ¢ —¢ quando questa differenza ¢ piccola.

Ma ¢ —1t, nelle stesse ipotesi, € anche proporzionale alla distanza d, ¢ si
arriva quindi alla legge di Hubble.

Un calcolo piu dettagliato porta a dare un'espressione per la costante di
Hubble:

H = (1/R) (dR/dr).



